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Triangulos

En este capitulo repasaremos algunas de las muy conocidas proposiciones
de la geometria elemental, en las que haremos resaltar el papel de la simetria.
Nos referiremos a Euclides por medio de su propia numeracion, que se usa
desde hace méds de dos mil afios en todo el mundo. Desde la época de F.
Commandino (1509-1575), que tradujo las obras de Arquimedes, Apolonio
y Papo, se han descubierto muchos otros teoremas que comparten el mismo
espiritu; esos resultados fueron objeto de estudios muy detallados durante el
siglo diecinueve. Como la tendencia actual consiste en abandonarlos para
favorecer otras ramas de las matematicas, nos bastard mencionar unos cuantos
que son particularmente interesantes.

1.1 EUCLIDES

La obra de Euclides permanecerd viva mucho después de que
los libros de texto de hoy se encuentren superados y olvi-
dados. Es uno de los monumentos mds nobles de la anti-
guiedad.

Sir Thomas L. Heath (1861—1940)* |

r Hacia el afo 300, a. C., Euclides de Alejandria escribid un tratado en
 trece libros al que puso por nombre los Elementos. Sabemos muy poco del

autor (que a veces es lamentablemente confundido con el filésofo anterior a

él, Euclides de Megara). Proclo (410-485 d. C.) senala que ‘“‘reunid los
Elementos recogiendo muchos de los teoremas de Eudoxio, perfeccionando

otros tantos de los de Teateto y demostrando irrefutablemente aquellas* cosas

* Heath 1, pag. vi. (Estas referencias se han munqal del libro, pags. 415-417.)
25
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26 triangulos

que sus predecesores habian probado con cierta imprecision. Este hombre
vivié en la época del primer Ptolomeo (quien) una vez le pregunto si habia en
la geometria un camino mds corto que el de los Elementos, y él le respondié
que no habfa un camino real a la geometria. Heath cita un relato de
Estobaecio acerca de alguien que, habiendo empezado a estudiar geometria
con Euclides, le pregunto: *‘;Qué obtendré al aprender estas cosas?”
Euclides llamo6 a su esclavo y le dijo: “Dale diez centavos, pues éste tiene que
sacar ganancia de lo que aprende.”

De los trece libros, podemos describir los seis primeros con mucha
brevedad al decir que tratan respectivamente de tridngulos, rectdngulos,
circulos, poligonos, proporcién y semejanza. Los cuatro siguientes, que son
acerca de la teoria de los nimeros, incluyen dos hazafias notables: 1X.2 y
X.9, en las que se demuastra que hay una infinidad de nimeros primos y que
v/2 es irracional [Hardy 2, pdgs. 32-36]. El libro XI constituye una
introducciéon a la geometria del espacio, el XII estudia pirdmides, conos y
cilindros, y el XIII es acerca de los cinco cuerpos regulares.

Segin Proclo, Euclides ‘‘se propuso, como fin de toda la obra, la
construccion de las que se conocen como figuras platonicas”. Esta idea acerca
de las intenciones de Euclides se basa en la teoria platénica de la correspon-
dencia mistica entre los cuatro cuerpos

cubo, tierra,
tetrae ¢ » 2 fuego
dro, y los cuatro “elementos Jeens
octaedro, aire,
icosaedro, agua

[cf. Coxeter 1, pdg. 18]. Una sefial de lo contrario la constituyen los libros
de aritmética, del VII al X, que evidentemente se incluyeron debido a su
interés intrinseco y no por su aplicacién a la geometria del espacio.

1.2 CONCEPTOS PRIMITIVOS Y AXIOMAS

“Cuando digo una palabra,” dijo Humpty-Dumpty, “significa
lo que quiero que signifigue; ni mas ni menos."

Lewis Carroll (1832—1898)
[Dodgson 2, Capitulo 6]

En el desarrollo logico de cualquier rama de las matemdticas, en cada
definicion de un concepto y en cada relacion intervienen otros conceptos y
relaciones. Por lo tanto, la tnica manera de evitar un circulo vicioso consiste
en admitir que ciertos conceptos y relaciones primitivos (por lo general, tan
pocos como se pueda) permanezcan indefinidos [Synge 1, pags. 32—34]. Del
mismo modo, la demostracion de cada proposicion se vale de otras proposi-
ciones y. en consecuencia, hay proposiciones primitivas, que se llaman
axiomas o postulados, que se dejan sin demostrar. Euclides no quiso
concretar sus conceptos 'y relaciones primitivos; le basto con dar definiciones

w R

MRS
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conceplos primitivos y axiomas 27

én términos de ideas que le serjan familiares a cualquiera. Sus cinco
postulados son los siguientes:

1.21 Se puede trazar una recta de un punto cualquiera a otro punto
cualquiera.

1.22  Se puede prolongar continuamente una recta finita en linea recta.

1.23 Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y
cualquier radio,

1.24  Todos los dnguios rectos son iguales entre si,

1.25 Si una recta corta a otras dos de manera que los dos dngulos
internos en cada uno de sus lados sean menores que dos rectos, las otras
rectas, si se prolongan indefinidamente, se cortarin en el mismo lado del
plano en el que los angulos son menores que dos rectos. *

Es muy natural que transcurridos -unos 2250 afios se vea que hay detalles
Susceptibles de ser mejorados. (Por ejemplo, en Euclides 1.1 se construye un
tridngulo equilitero mediante el trazado de dos circunferencias pero, icémo
sabemos que se intersectardn? ) Lo maravilloso es que mucho del trabajo de
Euclides permanezca perfecfamente vilido. El tratamiento moderno de su
geometria [véase, por ejemplo, Coxeter 3, pgs. 161—-187], acostumbra
reconocer el concepto primitivo de punto y las dos relaciones primitivas de
mediacion (la idea de qué un punto se encuentre entre otros dos) y de

distancia entre otros dos puntos, o que dos segmentos de recta tengan la
misma longitud). Hay también distintas versiones del axioma de continuidad,
una de las que dice que toda sucesion convergente de puntos tiene un limite.

El “principio de superposicion” de Euclides, del que se sirve para
demostrar 1.4, plantea Ia pregunta acerca de que sea posible mover una figura
sin alterar su estructura interna. Este principio se reemplaza actualmente por
una suposicion més explicita, como lo es el axioma de “la rigidez de un
tridngulo con una extremidad” (figura 1.24):

1.26 Si ABC es un trigngulo y D es un punto en la prolongacion del
lado BC, mientras D' se relaciona de modo andlogo con otro tridngulo
ABC', y si BC=BC. C4- C'A', AB=A', BD=RBD' entonces
AD=A4'D.

Figura 1.2a

* En el capitulo 15 se verd como se avanza al prescindir de este quinto postulado,
tan lleno de complicaciones desagradables.
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Este axioma puede servir para llevar la idea de congruencia de segmentos a
figuras mis complicadas, como los angulos, de modo que sepamos con
precision el significado que damos a la relacion

Y asi dejamos de necesitar el discutible principio de superposicién para
demostrar Euclides [ .4:

St dos trigngulos tienen respectivamente dos lados iguales a dos lados, y

1.3 PONS ASINORUM

' .
Minos: Se pretende demostrar L5 si se toma el trigngulo
r'sﬂrcelgs, se le da vuelta ¥y se le vuelve a colocar sobre sf
mismo.
Euclides: ;No crees que eso se parece mucho gl cuento del
toro irlandés y recuerda con demasiada intensidad el caso del
hombre que se ragé a si mismo para figurar en un tratado
estrictamente filosofico?
Minos: Supongo que sus defensores dicen que, en su concep-
cion, el tridngulo deja tras de st un vestigio, vy, una vez
invertido, se pone encima del vestigio que dejo,

C. L. Dodgson (1832-1898)
[Dodgson 3, pag. 48]

Ia idea de que cualquiera que no lo cruce ha de ser un borrico. Por fortuna,

Papo de Alejandria dio hacia 340, d. C., una demostracién mucho mis
sencilla (figura 1.3q):

Figura 1.3a

www.elsolucionario.net




pons asinorum 29

lo isésceles donde AB es igual a AC. Concibamos este tridngulo

_ idngulos y examinémoslos de esta manera. Como AB =AC y AC =AB, los
dos lados AB, AC son iguales a los dos lados AC, AB. También el dngulo BAC es igual
al dngulo CAB,

; AB, pues mismo dngulo. Por lo tanto, todas Jas partes correspondientes
(de los tridngulos ABC, ACB) son iguales. En particular,

L ABC = / ACB.

La diﬁguﬁnd’-pﬁdagégica que implica la comparacion del tridngulo isésceles
consigo mismo se evita a veces al unir el vértice superior 4
medio de la base BC. La mediana 4D puede cc
refleja a B en C. Asi, decimos que un tridngulo isésceles es simétrico por
‘reflexion, o que tiene simetrig bilateral. (Por supuesto, el espejo ideal de la
geometria carece de grosor y ha recibido el bafio de plata por ambas caras,
de modo que no sélo refleja a B en C, sino también a C en B.)

Por irregular que sea su forma, de cualquier figura surge otra simétrica si
la colocamos junto a un espejo e ignoramos la diferencia entre objeto e
imagen. Esta simetria bilateral es una caracteristica de la forma externa de
casi todos los animales.

A partir de cualquier punto P, que puede estar a uno u otro lado de uni

©Spejo geométrico, podemos construir su imagen reflejada 7 al trazar la
Perpendicular de P gl espejo y prolongarla por el otro lado hasta un punto a

Figura 1.3b

e Como veremos mis adelante, muchas demostraciones geométricas ganan en
- brevedad y brillantez al usar " reflexiones. Pero no olvidemos que nuestro

Procedimiento no es sino una manera de cortar camino: cada paso puede
'se por medio de un circunloquio acerca de tridgngulos congruentes. Por
plo, la construccién anterior es vilida debido a que los tridngulos ABP,
'SOn “ongruentes, :

£Ons asinorum tiene muchas consecuenc

ias de utilidad, como las cinco que
Eramos a continuacién:

www.elsolucionario.net




30 triangulos y

I3  Si en una circunferencia uno de los didmetros biseca una cuerda que no pasa
por el centro, es perpendicular a ella; o, si es perpendicular a ella, la biseca.

II1.20. En una circunferencia, el dngulo cuyo vértice estd en el centro es el doble
del dngulo cuyo vértice estd en la circunferencia cuando los rayos que forman el dngulo
cortan a la circunferencia en los mismos dos puntos.

II1.21. En una circunferencia, una cuerda subtiende dngulos iguales cuyos vértices
estdn en cualquier punto de uno de los dos arcos que determina la cuerda (por ejemplo,
en la figura 1.3¢, LPQQ =L PP'Q").

IL22. Los dngulos opuestos de cualquier cuadringulo inscrito en una circunferencia
suman dos rectos.

I1.32. Si desde el punto de contacto de una ‘tangente a una circunferencia se traza
una cuerda de ésta, el dngulo que forman la tangente y la cuerda es igual al dngulo que
subtiende la cuerda y cuyo vértice esti en cualquier punto de la parte de la
circunferencia que queda en el lado distante de la cuerda (por ejemplo, en la figura 1.3¢,
LOTP' =L TPP").

También usaremos dos conocidos teoremas de tridngulos semejantes:

V1.2. La paralela a uno de los lados de un tridngulo cortard proporcionalmente a los
otros lados; y si dos lados de un tridngulo se cortan proporcionalmente, entonces la
recta que une los puntos de interseccion serd paralela al otro lado.

VI.4. Si los dngulos de dos tridngulos son respectivamente iguales, los lados
respectivos serdn proporcionales,

Al combinar este Gltimo resultado con I11.21 y 32, podemos deducir dos
propiedades significativas de las secantes de una circunferencia (figura 1.3¢):

I11.35. Si dbs rectas se cortan en el interior de una circunferencia, el recténgulo que
contienen los segmentos de una es igual al rectdngulo que contienen los segmentos de la
otra (es decir, OP X OP' =00 X 00").

I1L36. Si se trazan una secante y una tangente, desde un punio exterior a una
circunferencia, el rectingulo contenido por la secante entera y la parte que ?mdh fuera
del circulo serd igual al cuadrado sobre la tangente (es decir, OP X OP' =0T%).

www.elsolucionario.net




memnres son entre s{ como el cuadrado de la razén de sus
{'zdecn, si ABC y A'B'C’ son tridngulos semejantes, sus dreas
A'B").

ne una ficil demostracién del teorema de Pitigoras, que
acion [véase Heath 1, pag. 353; 2, pags. 210, 232, 269]:

3 un tridngulo rectingulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de
dos de los dos catetos.

ilos semejantes, ABC, ACF, CBF, cuyas hlpotenusas son
VI.19, sus dreas satisfacen la proporcién

ABC _ ACF _ CBF
AB2 = AC: T CB*

Figura 1.3d

EJERCICIOS

‘1. Por medio de coordenadas cartesianas rectangulares, demuéstrese que la reflexién
: eje de las y (x =0) invierte el signo de x. ;Qué sucede cuando lo reflejamos en la
=y?
Dediizcase 1.47 a partir de I11.36 (donde lo aplicamos a una circunferencia de
radio AC).
En el interior de un cuadrado ABDE témese el punto C tal que CDE sea un
 isbsceles con 4ngulos de 15° en D y E. Que clase de triangulo es ABC?
Demuéstrese el teorema de Erdos—Mo:deJ] si O es un punto cualquiera dentro
triangulo ABC, y P, Q, R son los pies de las perpendiculares de O a los lados
ndientes BC, CA, AB, entonces

OA + OB + OC 2 2(0OP + 0Q + OR).

fica ién‘ Sean Py y P, los pies de las perpendiculares desde R y Q a BC.
¢ puntos anilogos @y y @2 ¥ Ry ¥ R, en los otros dos lados. Por medio de la
i.a&n Bankoff, American Mathematical Monthly, 65 (1958), pag. 521. Hay otras

traciones en G. R. Veldkamp y H. Brabant, Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde, 45,
, pags. 193-196; 46 (1959), pag. 87.

www.elsolucionario.net




32 triangulos .

semejanza de los tridngulos PRP; y OBR, se puede expresar PiP en términos de RP, OR
¥ OB. Cuando esas expresiones se han substituido en

04 + OB + OC > OA(P,P + PP3)/RQ + OB(0:10Q + 0Q,)/PR
+ OC(RiR + RR,)/QP,

se pueden reunir los términos en los que intervienen respectivamente OP, 0Q, OR.)
5. ¢En qué circunstancias se puede reemplazar el simbolo =por = en el ejercicio 4?
6. De acuerdo con la notacién del ejercicio 4,

OA x OB x OC 2 (0Q + OR)XOR + OPYOP + 00)

(A. Oppenheim, American Mathematical Monthly, 68 (1961), pag. 230. Véase también
L. J. Mordell, Mathematical Gazette, 46 (1962), pégs. 213-215)

7. Demuéstrese el teorema de Steiner—Lehmus: cualquier tridngulo que tenga dos
bisectrices de -ingulos internos iguales es isosceles. Undicacion:* si un tridngulo tiene dos
dngulos diferentes, la bisectriz del angulo menor es la mas larga.)

1.4 LAS MEDIANAS Y EL CENTROIDE

Las rnatemdticas orientales pueden ser interesantes, pero las
matemdticas griegas realmente lo son... Los griegos, como me
dijo Littlewood una vez, no son escolares inteligentes ni
“candidatos a beca”, sino “investigadores de una universidad
diferente.” Asi, las mateméticas griegas son permanentes, mds
aun que la literatura griega. Se recordard a Arquimedes
cuando Esquilo haya sido olvidado, pues los lenguajes mueren

¥ las ideas matematicas no,
G. H. Hardy (1877-1947)

{ [Hardy 2, pig. 21]
l

Figura 1.4a

La recta que une el vértice de un tridngulo con el punto medio del lado
opuesto se llama mediana.

* Court 2, pag. 72. La demostracién de Lehmus, que data de 1848, se puede ver en
Coxeter y Greitzer 1, pag. 15.
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s medianas, BB' y CC, tales que se intersecten en G
¥ M los puntos medios de GB y GC. Por Euclides
en la pag. 30), tanto C'B" como LM son paralelas a
itad de la longitud de BC. Por lo tanto, B'C'LM es
0 las diagonales de un paralelogramo se bisecan entre

GL = LB, C'G=GM = MC.

as BB', CC', se trisecan mutuamente en el punto G. En
también pudo definirse como punto de triseccion de
n punto de triseccién de otra, y lo mismo sucede con
s demostrado [con el método de Court 1, pig. 58] el

medianas de un tridngulo cualquiera pasan por el mismo

> comin G de las tres medianas se llama centroide del tridngulo.
(hacia 287-212 a. C.) lo obtuvo como el centro de gravedad
triangular de densidad uniforme.

EJERCICIOS

er tridngulo en el que dos medianas son iguales es isdsceles.*
 de las medianas de un tridngulo estd entre 2p y p, donde p es la suma
[Court 1, pigs. 60-61.] -

S CIRCUNFERENCIAS INSCRITA Y CIRCUNSCRITA

A solas, en la noche,
Leo mis la Biblia y a Euclides menos, T

Robert Buchanan (1841-1901)
o (La historia de un viejo clérigo)

ides nos dice en I11.3 que una circunferencia es simétrica por reflexién
ier didmetro (mientras la elipse lo es solamente en dos didmetros
- los ejes mayor y menor). En consecuencia, el dngulo entre dos
que se intersectan es bisecado por el didmetro que pasa por el
@ ambas. Al considerar el lugar geométrico de los puntos que
an de pares de lados de un tridngulo ABC, podemos observar que las
s internas y exXternas tres angulos se cortan de tres en tres en
puntos I, Ia, I, I, 0'se puede ver en la figura 1.5a. Estos puntos
centros de las cuatro circunferencias que se pueden describir de modo
tangentes a las tres rectas BC, CA, AB. Uno de ellos, el incentro I,
dentro del tridngulo, es el centro de la circunferencia inscrita
_ tiénd : e i
B s i como teores
at nights, 3
read my Bible more and Euclid less. (T)
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(Euclides IV.4). Los otros tres son los excentros I, Iy, I.: centros de las tres
circunferencias ex-inscritas [Court 2, pags. 72—88]. Los radios de las circun-
ferencias inscrita y ex-inscritas son el inradio r y los exradios rg, rp. Ie.
Al describir un tridangulo ABC se suele llamar a los lados
a = BC, b ="CA4 ¢ =48,
al semiperimetro

s=HXa+ b+ o),

a los dngulos 4, B, C, y al drea A.
Puesto que A + B + C= 180° tenemos

151 - LBIC = 90° + 34,

y este resultado nos serd util en § 1.9.
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cuya base es a y cuya altura es 7, su a:eaes; i
tenemos

=Ha + b + o)r = sr.
= ’l(b +e—a), = (s — a)rq. Asi

= —ara=(5 — by = (s — ore.

ida formula cos 4 = (b? + ¢* —4?)/2be, encontramos

— b% — ¢t + 2b%2 + 2c%a? 4 2a2b2)/2be,

@ — b — ¢t 4 2b2c2 4 2c2a? 4 2022 :
Ka--l—b-]-c}(—a+b+c)(a—b+c)(a+b-—c)]*
P — a)(s — b)(s — ¢)]..
.-\Wién,_que emplearemos en § 18.4, suele ser atribuida a
a (hacia el afio 60 d. C.), pero en realidad fue Arquimedes el

6. (Véase B. L. van der Waerden, Science Awakening, Oxford
¥ Press, Nueva York, 1961, pags. 228, 277.) Al combinar la formula
obtenemos

i con la 152,

A 2_&5—0)(.:—!))
s—al T 5 —a :
*cuencia de la simetrfa de la circunferencia consiste en que las
de los tres lados de un tridngulo pasan todas por el circuncentro
centro de la circunferencia circunscrita (Euclides IV.5.) Se trata
circunferencia que pasa por los tres vértices A, B, C. Al radio R se le
radio del tridngulo. Puesto que el “dngulo cuyo vértice estd en el
BOC (figura 1.5b), es el doble del angulo 4, los tridngulos

A

K

Figura 1.5¢
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rectdngulos congruentes OBA', OCA' tienen un dngulo igual a A en O, de
donde

RsenA = BA' = 1a,

o e AL it
154 2R_senA_senB_senC'

Tricese la perpendicular AD a BC, y sea AK el didmetro de la circunfe-
rencia circunscrita que pasa por A, como se ha dispuesto en la figura 1.5¢.
Por Euclides I11.21, los tridngulos rectingulos ABD y AKC son semejantes;
por lo tanto,

AD _ AC _ b
AB ~ AK’ A 2R’
Como A =-;BC X AD, tendremos que

1.55 4AR = abe
= 5(s — b)(s — ¢) + s(s — ¢)(s — a) + s(s — a)(s — b)
— (s —a)s —b)s —c)
A? A? A? A2
T + -_——
s—a s—b s—c s
=A(a+ro+re—r).

Y asi quedan los cinco radios relacionados por la formula

1.56 4R=ro+r+r—r.

Figura 1.5d
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ro circunferencias E,, E,, E;, E,4 tangentes entre
Cada circunferencia E; tiene una curvatura, ;,
ca del radio y va precedida por el signo adecuado,
08 son externos (como sucede con las circunfe-
delgadas en la figura 1.5d), las curvaturas son
12 de ellas rodea a las otras tres (como es el caso de las
la curvatura de la mayor se toma como negativa; y una
ina circunferencia de curvatura cero. De cualquier manera,
curvaturas es positiva.

1643, René Descartes dirigia una carta a la Princesa
en la que desarrollaba una férmula para relacionar los
cunferencias tangentes entre si. Expresada en la notacién

| teorema del circulo de Descartes fue redescubierto en 1842 por un
T inglés, Philip Beecroft, que observé que las cuatro circunferencias E;
an otro conjunto de circunferencias, H; tangentes entre si en los
S seis puntos: H; en los tres puntos de tangencia de E,, E;, E;, vy asi
amente. Denotemos la curvatura de H; por 7;. Si los centros de E,,
forman un tridngulo ABC, H, serd forzosamente la circunferencia
0 una de las ex-inscritas. En el primer caso (figura 1.5¢),

e i 5 <LH E
e 2T =
i segundo (figura 1.5f),
|
= 1 N e sl
f T T =
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En ambos casos, podemos ver que, segin 1.531,

€263 + €361 + £182 = (l_ + g1 % _l) e16263 = N4.
£1 E2 €3
De la misma manera,nsn3 + M3 + MMz = €%y, por supuesto, podemos
permutar los subindices 1, 2, 3, 4. De donde tendremos

(Esi)z =624+ ...+ 842 + 26180 + ... + e384 = 2852 + E‘m?.

Puesto que en la expresion intervienen de modo simétrico & y m;, es igual
“también a (Zn;)?; asi

€1+ €2 + €3 + &5 = M + N2 + M3 + M4 > 0.
Y también, puesto que

(61 + €2 + €3 — E4)E1 + €2 + €3 + &) = (&1 + €2 + €3)° — &4®

= £1% 4 €27 + €32 — €42 + 2142

= (M2m3 + M2m4 + Mana) + (M3 + ...) + (Mm2+ .. — (mnz + ... + 2n4®
= 2(nM4 + N2M4 + Nana) + 204% = 2na(m + N2 + N3 + N4)s

1.59 €1 + €2 + €3 — €4 = 2y

Al sumar las cuatro ecuaciones una vez que hemos elevado al cuadrado cada
miembro, deducimos Zg;? = Zn;2, de donde

23?2 = Zei? + I = (Sg)>
Asi se ha demostrado 1.57.

En 1936, Sir Frederick Soddy, que en 1921 habia recibido el premio
Nobel por el descubrimiento de los isGtopos, redescubri6 de nuevo el
teorema. Lo expres6 poéticamente en El Beso Preciso (The Kiss Precise).*
cuyas estrofas centrales dicen:

Acuden cuatro circulos a un beso;

Si més pequefios, con mas curvatura.
Precisamente es la curvatura

De la distancia al centro el inverso.

Aunque Euclides quedé mudo ante el dilema,
No hay va necesidad de un “més o menos™.
Pues la curvatura cero es una recta

Y si es cOncava tiene signo menos;

La suma de sus cuadrados dard

Del cuadrado de la suma la mitad.

* Nature, 137 (1936), pag. 1021; 139 (1937), pig. 62. En los demds versos, Soddy
anuncia el descubrimiento de una formula andloga acerca de 5 esferas en tres dimen-
siones. Thorold Gosset (1869-1962) afiadié una estrofa final con respecto a n + 2 esferas
en n dimensiones; véase Coxeter, Aequationes Mathematicae, 1 (1968), pags. 104-121.

¥ Four circles to the kissing come,
The smaller are the benter.
The bend is just the inverse of
The distance from the center.
Though their intrigue left Euclid dumb
There s now no need for rule of thumb.
Since zero bend”s a dead straight line
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ABCH, se llama cuadringulo ortocéntrico. Sus seis

'BC, CA, AB, HA, HB, HC

las alturas del triangulo ABC, y sus puntos diagonales D, E,
de las alturas. Nuestra notacion parece sefalar un papel especial,
itro vértices del cuadringulo, a H. Sin embargo, es claro que

vertice de un cuadringulo ortocéntrico es el ortocentro del
se forma con los otros tres vértices.

tridngulos (de los cuales hay uno solo de dngulos agudos)
el mismo tridngulo ortico y, en consecuencia, la misma
a de los nueve puntos.

@ en los libros de geometria afin [como el Coxeter 2, 8.71]
puntos medios de los seis lados de cualquier cuadrdngulo completo y
puntos diagonales quedan todos en la misma conica. Los comentarios
s sefialan que cuando el cuadringulo es ortocéntrico, la “conica de
puntos™ se reduce a una circunferencia.

EJERCICIOS

" De los nueve puntos que se han descrito en 1.71, ;cudntos coinciden cuando el
o es (a) isosceles, (b) equildtero?

pies de las alturas descomponen la circunferencia de los nueve puntos en tres
la manera siguiente cuando el tridngulo es escaleno: un arco contiene

= uno de los seis puntos restantes, otro contiene dos ¥ el tercero contiene tres.
En el arco A'D de la circunferencia de los nueve puntos, tomese el punto X a la
parte del camino de A’ a D. En los arcos B'E, CF tomense puntos Y, Z de la
manera. Tendremos que X¥Z es un tridngulo equilatero.

El incentro y los excentros de un tridngulo cualquiera forman un cuadringulo
trico. [Casey I, pig. 247.]

Con la notacion del § 1.5, la recta de Euler de /,/5/, es /0.

- 6. Los cuatro tridngulos que se presentan en un cuadringulo ortocéntrico tienen los
mismos circunradios.

DOS PROBLEMAS EXTREMOS

La mayor parte de la gente aprecia en cierta medida las

matematicas, de la manera en que la mayor parte de la gente

disfruta de una melodia agradable: ¥ hay probablemente mas |
gente que se interesa de verdad en las mateméticas que en la |
milsica.

G. H. Hardy [2, pig. 26]

Su interés se verd estimulado si eliminamos la aversién hacia las
matemdticas que tantos han adquirido en experiencias de la
infancia,

Hans Rademacher (1892- )
[Rademacher y Toeplitz 1, pag. 5]
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Describiremos los problemas de Fagnano y Fermat con bastantes detalles
debido a que en su resolucion intervienen métodos interesantes. El primero
fue propuesto en 1775 por J. F. Toschi di Fagnano, que lo resolvio por
medio del cdlculo diferencial. El método que estudiaremos aqui fue descu-
bierto por L. Fejér mientras era estudiante [Rademacher y Toeplitz 1, pags.
30-32]. 3

EL PROBLEMA DE FAGNANO. Dado un tridngulo ABC de angulos
agudos, inscribase el tridngulo UVW cuyo perimetro ha de ser el menor de
los posibles.

Empecemos por considerar un tridngulo arbitrario UVW, donde U estd en
BC, V en CA, W en AB. Sean U', U" las imdgenes de U por reflexion en CA
y CB, respectivamente. Entonces

UV + VW + WU = UV + VW + WU",

es decir, el camino de U' a U", que suele ser una linea quebrada con angulos
en V y W. La distancia minima de U' a U" es una recta, y en la figura 1.8a
se tiene una trayectoria recta. Asi, entre todos los tridngulos inscritos con un
vértice dado U en BC se presenta el de menor perimetro cuando VyWse
encuentran en la recta U'U”. De esta manera obtenemos un tridngulo
definido UVW cada vez que tomamos un punto U en BC. El problema estard
resuelto cuando tomemos U tal que minimice U'U", es decir, el perimetro.

Figura 1.8a

Puesto que AU' y AU" son imigenes de AU por reflexion en AC y AB,
son congruentes y

LUAT="24

De esta manera, AU'U" es un tridngulo isosceles cuyo dngulo en A no
depende de la eleccion de U. La base U'U" serd minima cuando los lados
iguales lo sean, es decir, cuando AU sea la menor distancia posible. En otras
palabras, AU es la distancia menor desde el punto dado A a la recta dada BC.
Como la hipotenusa de un tridngulo rectingulo es mas larga que cualquiera
de los catetos, la ubicacibn de U que buscamos es tal que AU es
perpendicular a BC. Y asi, AU es la altura que baja de A.

Al elegir de esta manera a U se tieme un Unico tridngulo UVW de
perimetro menor que el de cualquier otro tridngulo inscrito. Lo mismo
podriamos haber hecho a partir de B o C en lugar de A; por lo tanto,
observamos que BV y CW son las alturas desde B y C. En consecuencia,
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un triagngulo de dngulos agudos ABC que tiene el

triangulo ortico de ABC,

t0do se puede demostrar el resultado correspondiente a
[Steiner 2, pag. 45, N° 7).

ema, propuesto por Pierre Fermat (1601-1665), trata

manera de minimizar la suma de tres distancias. La solucién

S aqui se debe a J. E. Hoffmann.*

K m DE FERMAT. Dado un tridngulo de dngulos agudos
focalicese un punto P tal que la suma de sus distancias a A, B, C sea lo
posible,

por tomar un punto arbitrario P dentro del tridngulo. Se une
. C y se aplica al tridngulo interior APB una rotacién de 60°

B de manera que se obtenga C'P'B; asi, ABC' y PBP serén
equildteros, como se tiene en la figura 1.8b. Entonces

AP 4+ BP + CP = CP 4 PP 4 PC

Figura 1.8b
. que es el camino de C’ a C, y suele presentarse como una linea quebrada con
- dngulos en P’ y P. El menor camino estari sobre la recta (donde se una C'a
- € por medio de una serie de tres segmentos); en ese caso

LBPC = 180° — /BPP’' = 120°
LAPB = LC'P'B = 180° — /PP'B = 120°.

Asi, el punto que se quiere encontrar, tal que la suma AP + BP + CP sea
ima, es el punto en el que cada uno de los lados BC, CA, AB subtiende
dngulo de 120°. La construccién mds sencilla del “punto de Fermat” se

@ a cabo al tomar la segunda interseccion de la recta CC y la
nferencia ABC' (es decir, la circunferencia circu

Se ha sefalado [véase, por ejemplo, Pedoe. 1, pigs. 11-12] que el
nangulo ABC no necesita ser de “dngulos agudos. La solucién anterior es
siempre y cuando ninguno de los dngulos sea mayor que 120°.

- En lugar del tridngulo equilitero ABC’ podriamos haber tomado sobre BC

&l tridngulo equilitero BCA' o CAB' sobre CA, como se ha hecho en la figura
Aquise tiene que las tres rectas A4’, BB', CC' pasan por el punto de

t, P, y con dos cualesquiera de ellas se tiene una construccion alterna

€l. Pero, més aiin, los segmentos de recta AA’, BB', CC' son todos iguales

£ AP + BP + CP. Por consiguiente,

- Si sobre los lados de un tridgngulo ABC se toman tridngulos equildteros

‘* Elementare Lo einer lﬁnﬁnumsaufgabe} Zeitschrift fiir mathematischen und
sturwissenschaftlichen %/ntan‘chr. 60 (1929), pags. 22.23.
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construidos hacia afuera —sean BCA', CAB', ABC' —, los segmentos de recta
AA', BB', CC' son iguales, concurren al mismo punto y forman entre si
dngulos de 60°, __oB

A
Figura 1.8¢

EJERCICIOS

1. Se tiene en la figura 1.82 que UV y VW forman dngulos iguales con CA.
Dedizcase que el ortocentro de un tridgngulo cualquiera es el incentro del tridngulo
ortico. (Dicho de otro modo, si ABC fuera una mesa de billar de forma triangular, al
impulsar la bola en U sobre la direccién UV, la bola recorreria indefinidamente el
tridngulo UVW a menos, claro, que la friccion la detuviera.)

2. ;En qué sentido se deshace el problema de Fagnano cuando intentamos aplicarlo
a un tridgngulo 4BC donde el 4ngulo A es obtuso? :

3. Las circunferencias circunscritas de los tres tridngulos equilateros de la figura
1.8¢ pasan todas por P, y sus centros son los vértices de un cuarto tridngulo equilitero.*

- En una mesa se hacen tres hoyos en los vértices de un tridngulo arbitrario. A
través de cada hoyo se hace pasar un cordel al que se la ha atado un peso, que queda
colgando por debajo de la mesa. A continuacioén, por encima de ella se atan los tres
cordeles y se sueltan sibitamente. ;En qué punto descansard el nudo si los tres pesos
son iguales?

5. En los vértices de un cuadrado de lado igual a una milla hay cuatro pueblos. Los
habitantes desean comunicar los pueblos por medio de un sistema de caminos, pero el
material que poseen les servird sélo para /3 + 1 millas de camino. ;Qué deben hacer?
[Courant y Robbins 1, pag. 392.]

6. Resuélvase el problema de Fermat con un tridngulo ABC donde A > 120°, y para
un cuadringulo convexo ABCD.

7. Si en el interior de un tridngulo se han situado los puntos P, P!, de manera que
LCBP =L PBP' =L P'BA, L ACP' =/ P'CP = PBC, entonces [BP'P— [ PP'C.

8. Si se colocan sobre los cuatro lados de un paralelogramo cuatro cuadrados por el
extetior] (o por el interior), sus centros serén vértices de otro cuadrado. [Yaglom 1, pigs.
96—97.

9. Sean X, ¥, Z los centros de los cuadrados que se han colocado por el exterior
sobre los lados BC, CA, AB de un tridngulo ABC. El segmento AX serd congruente con
y perpendicular a YZ (y también BY a ZX y CZ a XY). (W. A. J. Luxemburg.)

10. Sean Z, X, U, V¥ los centros de los cuadrados que se han colocado por el exterior
sobre los lados AB, BC, CD, DA de un cuadringulo simple (o “cuadrilitero”) cualquiera
ABCD. El segmento ZU (que une los centros de dos cuadrados “‘opuestos”) es
congruente con y perpendicular a XV. [Forder 2, pég. 40.]

* Court |1, pdgs. 105-107]. Véanse también Mathesis 1938, pig. 293 (nota al pie de
la pigina, donde este teorema se atribuye a Napoleon); y Forder [2, pig. 40], que
estudian generalizaciones interesantes.
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" Muchas de las demostraciones matematicas son muy largas e
intrincadas. Otras, sin ser largas, han sido construidas con
gran ingenio.

E. C. Titchmarsh (1899-1963)
[Titchmarsh 1, pag. 23]

feoremas mis sorprendentes de la geometria elemental fue
1899 por F. Morley (cuyo hijo Christopher ha escrito
Thunder on the Left). Se lo contd a sus amigos, que lo
el mundo a manera de chisme matematico. Finalmente,
Z afios, se publicaron dos demostraciones, una trigonométrica
yana y otra elemental de M. T. Naraniengar *

Figura 1.9a

Hathematical Questions and their Solutions from the Educational Times (Nueva

15 (1909), pags, 23-24, 47, Véase también C. H, Chepmell y R. F. Davis,
atical Gazette, 11 (1 pdgs. 85-86: F. Morley, American Journal of
Iﬁg(’f 51194(;922. ps s, 416;5;3%3, }LMD'thm;!’ Amerfc;n ﬁagrﬁhzemaﬁcal
. 50 (1943), pag. 552, y ankoff, Mathematics Magazine, 35 ), pags.
2{4. El tratamiento que recibe aqui se debe a Raoul Bricard, Nouvelles Annales de
aematiques (5), 1 (1922), pigs. 254-258. Bottema [1, pig. 34], de manera
sependiente, desarrollé una demostracion parecida.
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TEOREMA DE MORLEY. Los tres puntos de interseccion de las trisec-
trices adyacentes de los dngulos de un tridngulo cualquiera forman un
trigngulo equilatero.

En otras palabras, de cualquier tridngulo ABC se obtiene un tridngulo
equildtero POR al trisecar los dngulos 4, B, C por medio de AQ y AR, BR y
BP, CP y CQ, como se tiene en la figura 1.9a. (Experimentaremos grandes
dificultades si intentamos tomar el punto de vista directo, pero desaparecen si
trabajamos hacia atrds, es decir, si empezamos por el tridngulo equilitero y
construimos un tridngulo general que se identificard posteriormente con el
tridngulo dado ABC.)

En los lados correspondientes OR, RP, PQ de un tridngulo equildtero dado
erijanse tridngulos isosceles P’'OR, Q'RP, R'PQ en los que los dngulos de la
base, @, B, v, cumplan las ecuaciones y desigualdades siguientes:

a4+ B+ vy=120%, a<60°, B<60°, y<60°

A continuacion prolonguese, cada lado de los tridngulos isosceles por
debajo de sus bases hasta que se vuelvan a encontrar en los puntos 4, B, C.
Puesto que &+ +7v + 60° = 180°, podemos inferir de inmediato las magni-
tudes de otros angulos, como se ha sefialado en la figura 1.9a. Por ejemplo, el
tridngulo AQR ha de tener un dngulo de 60° — & en el vértice A, puesto que
sus dngulosen Q y R son a+fy v+ a.

Si nos referimos a 1.51, observaremos que una de las maneras de
caracterizar el incentro / de un tridngulo ABC consiste en describirlo en
relacion con la bisectriz del dngulo 4 en la que estd situado a una distancia
tal que

/BIC = 90° + }A.

Al aplicar este principio al punto P del tridngulo P'BC, observamos que la
recta PP’ (que es la mediana del tridngulo equilitero POR y del tridngulo
isosceles P’'QR) biseca al dngulo en P'.. Tambxen, la mitad del dngulo que se
encuentra en P’ es de 90° —a, y

/BPC = 180° — a = 90° + (90° — a).

En consecuencia, P es el incentro del tridngulo P’BC. De la misma manera, Q
es el incentro de Q'CA y R lo es de R'AB. Por lo tanto, los tres dngulos
pequefios que estdn en C son iguales; y lo mismo sucede con los que estin en
A y en B. En otras palabras, se han trisecado los dngulos del tridngulo ABC.

Los tres dngulos pequefios en A son cada uno de—A 60° — a: lo mismo
en By C. Asi,

@=60°—4d4, B=60°—4B, vy=60"—3%C

Al escoger estos valores para los dngulos de la base de nuestros tridngulos
isosceles, podemos asegurar que el procedimiento anterior concluye en un
tridngulo ABC que es semejante a cualquier tridngulo dado.

Asi queda completa la demostracion.
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EJERCICIOS

otras palabras} las trisectrices de A, B, C se intersectan otra vez en los vértices de otro
tridngulo P'O'R', que estd en perspectiva con el tridngulo equilitero POR. (Por lo
general, Q'R no es equilitero.)

2. ;Con qué valores de @ B, v se tendri el tridngulo ABC (i) equilitero, (ii)
rectingulo e isdsceles? Dibijese en cada caso Ia figura.

3. Sean P, y P, (en CA y AB) las imagenes de P por reflexién en CP' y BP'
Entonces se tendra que los cuatro puntos Py, Q, R, P, se sitiian a espacios iguales a lo
largo de una circunferencia que pasa por A. Cuando se presenta el caso especial en el
que el tridngulo ABC es equildtero, los cuatro puntos se dan entre los vértices de un
enedgono (poligono de nueve lados) regular en el que 4 es el vértice opuesto al lado
OR.

www.elsolucionario.net

9



O "’n_:'-m'é}é F=al}

Poligonos regulares

Este capitulo empieza con el estudio (sin demostraciones) de la cons-
truccion de ciertos poligonos regulares por medio de los instrumentos
euclidianos. A continuacion, consideraremos los mismos poligonos desde el
punto de vista de la simetria, al margen de las cuestiones de construccion.
Por dltimo, extenderemos el concepto de poligono regular de manera que
queden incluidos los poligonos en forma de estrella.

2.1 CICLOTOMIA

jUno, dos! ;Uno, dos! ;Hasta hacerlo pedazos
Se hundié una y otra vez ¢l filo vorpal! *

Lewis Carroll

[Dodgson 2, Cap. 1]

Los postulados de Euclides implican una restriccion en los instrumentos
para realizar construcciones, que han de ser la regla y el compds. Construye
asi un tridngulo equildtero (I.1), un cuadrado (IV.6), un pentigono regular
(IV.11), un exdgono regular (IV.15), y un poligono regular de 15 lados
(IV.16). El numero de lados puede duplicarse una y otra vez por medio de
bisecciones sucesivas de dngulos. Es natural que nos preguntemos por los
demds poligonos regulares que se pueden construir con los instrumentos de
Euclides. Gauss (1777—1855) respondié por completo a esta pregunta a la
edad de diecinueve afios. [véase Smith 2, pdgs. 301-302]. Descubrié que un
enégono (poligono de n lados) regular, que denotaremos por {n}, puede

" * One, two! One, two! And through and through
The vorpal blade went snicker-snack!  (T)

. . 51
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construirse de la manera descrita si los factores primos impares de n son
“nimeros primos de Fermat™” diferentes entre si:

F = 22% 4 1.
Los (nicos primos de esta clase que se conocen son
Fo=214+1=3 FF=24+1=5 F 24 + 1 =17,
F3 =28 4 1 =257, Fy= 216 4 | = 65537.

Ptolomeo y Richmond* han dado construcciones mds sencillas que la de
Euclides para inscribir un pentdgono regular en una circunferencia dada. La
de Ptolomeo se encuentra en muchos libros de texto. La otra es asi (figura
2.1a).

Para inscribir un pentdgono regular PoP,P,P3P; en una circunferencia
de centro O: tricese el radio OB de manera que sea perpendicular a OP,;
unanse Py y D, el punto medio de OB; biséquese el dngulo ODP, con el
objeto de obtener N; en OP,, y tricese la perpendicular N,P; para

obtener P, en la circunferencia. Entonces PgP; es uno de los lados del
pentdgono que se quiere construir.

p, B
BY P,
D
& - & P
0 N, Fo Ny F OE N, 0
Figura 2.1a Figura 2.1b

También se debe a Richmond una construccion sencilla del {17}
PoPy...Pyg (figura 2.1b). Unase P, con el punto J que estd a la cuarta
parte del camino de O a B. En el didmetro que pasa por P, témense E, F
tales que LOJE mida la cuarta parte de LOJP y LFJE sea de 45°.
Témese ahora la circunferencia cuyo didmetro es FPy, que cortard a OB en
K, y témese también la circunferencia cuyo centro es £ y cuyo radio es
EK, que cortari a OP, en N3 (entre O y Py) y en Ns. Tricense
perpendiculares a OP, en ambos puntos, que cortardn a la circunferencia
original en P; y Ps. Entonces el arco P3Ps (y lo mismo sucede con el
arco P,Py) mide <% de la circunferencia. (En la demostracién se aplica
repetidamente el principio de que las raices de la ecuacién x* + 2x cot
2C—1=0sontanCy —cotC.)

En 1832, Richelot y Schwendenwein construyeron el poligono regular
de 257 lados. J. Hermes pasé diez afios trabajando en el poligono regular de

* H. W. Richmond, Quarterly Journal of Mathematics, 26 (1893), pigs. 296-2977
véase también H. E. Dudeney, Amusements in Mathematics (Londres 1917), pag. 38.
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) la triseccion de un angulo 53
65537 lados y depositd el manuscrito en una caja grande y lo guardd en la
Universidad de Gotinga, donde alin se encuentra.

El nimero siguiente de la forma Fy =22% + 1 es Fs = 4294967297. Inco-
rrectamente, Fermat lo supuso primo. G. T. Bennet dio la siguiente demos-
tracion® de que es compuesto [Hardy y Wright 1, pig. 14]: el nimero

641 = 54 4 24 = 5.27 4+ 1,
que divide a

54 - 228 +232 y 3 54 + 228 — | también divide a su diferencia, que es Fs.

Se plantea naturalmente la pregunta acerca de que Fj sea primo para
valores mayores de k. Actualmente sabemos que esto sucede solo cuando
divide a 3'"s=1/2+ 1. Con este criterio, las computadoras electrénicas han
senalado que Fy es un nimero compuesto cuando 5 < k< 16. jPor lo tanto,
no se volverd a intentar una construccién como la de Hermes!

EJERCICIOS

1. Verifiquese la construcciéon de Richmond del {5} (figura 2.1a).
2. A partir de la construccion de Richmond del {17}, ;coémo se inscribird en la
misma circunferencia {51}?

2.2 LA TRISECCION DE UN ANGULO

Al trisecar un dngulo dado, podemos proceder a encontrar el
seno del dngulo —sea a— y, entonces, si x es el seno de un
éngu{o que mida la tercera parte del dado, tenemos
4x =3x —a.

W. W. Rouse Ball (1850-1925)
[Ball 1, pag. 327)

Es casi seguro que Gauss advirti6 que su condicién ciclotémica es tan
necesaria como suficiente, pero nunca lo sefialé de modo explicito. El paso
que faltaba lo dio Wantzel,i que demostr6 que si los factores primos impares
de n no son nimeros primos de Fermat diferentes entre si, {n} no se puede
construir con regla y compds. Por ejemplo, como 7 no es un primo de
Fermat, los instrumentos de Euclides no bastan para el eptigono regular {7};
y como los factores de 9 no son distintos entre si, lo mismo pasa con el
enedgono {9} .

El problema de efectuar la triseccion de un dngulo cualquiera con regla y
compis ha estimulado la imaginacion de los matemiticos tanto profesionales
como amateur durante més de dos mil anos [Ball 1, pags. 333-335]. Es ficil,
por supuesto, trisecar determinados dngulos, como el recto. Pero si hubiera
una manera de trisecar un dangulo cualquiera, se podria aplicar a un dngulo de

*Descubierta de nuevo por P. Kanagasabapathy, Mathematical Gazette 42 (1958) p. 310.
FP. L. Wantzel, Journal de Mathematiques pures et appliquées, 2 (1837), pags. 366-372.
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60°, y entonces podriamos trazar el enedgono regular. Al considerar el
teorema de Wantzel, podemos decir que desde 1837 se sabe que el problema
clasico de la triseccion carece de solucion.

Por esta razon tal vez el teorema de Morley (§.1.9) no se descubrié hasta
el siglo veinte: a la gente no le gustaba hablar de las trisectrices de un dngulo.
Sin embargo, aunque las trisectrices no se puedan construir con regla y
compds, existen otras maneras de encontrarlas [Cundy y Rollett 1, pags.
208-211]. Aunque no se hubieran descubierto instrumentos mads versitiles, el
teorema seguiria teniendo significado. La mayor parte de los matematicos
acepta la existencia de cosas que no se han podido construir. Por ejemplo, se
demostrd en 1909 que los numeros de Fermat F y Fy son compuestos, pero
aun no se han podido calcular sus minimos factores primos.

EJERCICIO

El nimero 2" + 1 es compuesto cuando n no es potencia de 2.

2.3 1SOMETRIA

Una manera de describir la estructura del espacio, que
preferian tanto Newton como Helmholiz, consiste en emplear
la idea de congruencia. Las partes congruentes del espacio, V,
V', son tales que las puede ocupar un mismo cuerpo rigido en
dos de sus posiciones. Si se mueve el cuerpo de una a otra
posicion, la particula del cuerpo que cubria un punto P de V
cubrird después un punto determinado de V', P', y asi el
resultado del movimiento es un mapeo PP de V en
Podemos extender el cuerpo rigido, ya sea de hecho o con la
imaginacion, de modo que cubra cualquier punto P d:l
espacio, y en consecuencia el mapeo congruente P—P' puede
extenderse a todo el espacio.

Hermann Weyl (1885-1955)
[Weyl 1, pig. 43]

Encontraremos conveniente emplear la palabra fransformacion en el sen-
tido especial de una correspondencia uno-a-uno P - P’ entre todos los puntos
del plano (o del espacio), es decir, una regla que asocia pares de puntos,
donde se entiende que cada par se compone de un primer miembro P y un
segundo miembro 13, y que cada punto aparece como el primer miembro de
un solo par y también como el segundo miembro de un solo par. Puede
suceder que los miembros de un par coincidan, es decir, que P’ coincida con
P; en este caso, P se llama punto invariante (o “doble™) de la transformacion.

En particular, una isometria (‘“‘transformacién congruente™. o “congruen-
cia”) es una transformacion que preserva la longitud, de manera que si (P,
P) y (Q, Q') son dos pares de puntos correspondientes, determinardn los
segmentos congruentes PQ =P'Q": PQ y P'Q'. Por ejemplo, una rotacion
del plano en torno a P (o en torno a una recta que pase por P y sea
perpendicular al plano) es una isometria en la que P s um punto
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invariante, pero una fraslacion (o ‘“‘desplazamiento”™ paralelo) carece de
punto invariante: todos los puntos se mueven.

Una reflexion es una clase especial de isometria en la que los puntos
invariantes son los de una recta (o de un plano) que se llama espejo.

Una clase mas sencilla de transformacion (tan sencilla que a primera vista
puede parecer excesivamente trivial mencionarla) es la idenridad, que deja a
cada punto como estaba. El resultado de aplicar sucesivamente varias
transformaciones en su producto. Si el producto de dos transformaciones es
la identidad, cada una se llama inversa de la otra, y su producto en el orden
inverso es también la identidad.

231. Si en una isometria hay mds de un punto invariante, es o bien la
identidad, o bien una reflexion.

Con el objeto de demostrar lo que acabamos de enunciar, sean A y B dos
puntos invariantes y P un punto cualquiera que no esté en la recta AB (figura
1.3b). El punto correspondiente P’, que satisface

AR =P BPt — BP,

debe quedar en la circunferencia cuyo centro es 4 y cuyo radio es AP, y en
la circunferencia cuyo centro es B y cuyo radio es BP. Como P no estd en
AB, las circunferencias no se tocan solamente, sino se intersectan en dos
puntos, uno de los cuales es P. Por lo tanto, P es o bien P mismo, o su
imagen por reflexion en 4B.

24 SIMETRIA

jTigre! ;Tigre! llama espléndida

En los bosques de la noche,

(Qué inmortales manos o mirada

Se atrevieron a concebir tu pavorosa simetria? *

William Blake (1757-1827)

Cuando decimos que una figura es “‘simétrica” entendemos por ello que le
podemos aplicar ciertas isometrias que se llaman operaciones de simetria, que
dejan a la figura entera sin alteracion mientras se permutan sus partes. Por
ejemplo, las letras mayisculas E y A (figura 2.4a) tiene simetria bilateral,y
el espejo es horizontal en la primera y vertical en la segunda. La letra N
(figura 2.4b) es simétrica por un semigiro o rotacion de 180° (“‘reflexion en
un punto” o “inversion central”), que se puede considerar como el resultado
de reflejar horizontal y verticalmente, o viceversa. La svistica (figura 2.4¢) es
simétrica por rotacion de dngulo recto en dngulo recto.

*Tyger! Tyger! burning bright

In the forests of the night,

What immortal hand or eye

Dare frame thy fearful simmetry? (T)

www.elsolucionario.net



e/

Figura 2.4a Figura 2.4b

Cuando se enumeran las operaciones de simetria que tiene, una figura se
acostumbra incluir a la identidad: en cualquier figura hay esta simetria trivial.
Asi, la svéstica admite cuatro operaciones diferentes: rotaciones de 1, de 2,
de 3 y de 4 dngulos rectos. La ultima es la identidad. La primera y la tercera
son inversas entre si, pues su producto es la identidad.

El empleo que se hace de la palabra “producto’ sugiere una simbologia
algebraica en la que las transformaciones se denotardn por mayusculas y la
identidad por 1. (Algunos autores la denotan por E en lugar de 1.) Sea S
igual a un cuarto de giro en el sentido contrario al de las manecillas del reloj;
tendremos que las cuatro operaciones de simetria de la svistica son

S, 82, 88 = S-1 y St = 1.

Decimos que S es de periodo cuatro debido a que la potencia menor a la que
se ha de elevar S para obtener la identidad es la cuarta. De la misma manera,
el semigiro S* es de periodo 2 [véase Coxeter 1, pag. 39]. La unica
transformacion de periodo 1 es la identidad. Una traslacion es aperiodica (es
decir, carece de periodo) pero por convenio se dice que es de periodo
infinito.

Hay figuras que admiten simultdneamente como operaciones de simetria
rotaciones y reflexiones. La letra H (figura 2.4d) tiene un espejo horizontal
(como E) y uno vertical (como A), V¥, ademds, un centro de simetria
rotacional (como N) en el punto donde los dos espejos se intersectan. Y, de
esta manera, posee cuatro operaciones de simetria: la identidad, 1, la
reflexion horizontal R, la reflexion vertical R, y el semigiro RjRy = RaR;.

|

—_—

Figura 2.4¢c Figura 2.4d
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EJERCICIOS

1. Toda isometria de perfodo 2 es o bien una reflexién o bien un semigiro
[Bachmann 1, pigs. 2-3].

2. Exprésense () un semigiro, (b) la cuarta parte de un giro, como transforma-
ciones de (i) coordenadas cartesianas, (i) coordenadas polares. (Tomese el origen como
centro de rotacion.)

2.5 GRUPOS

la simetria, ya sea que se defina en un sentido amplio o
restringido, es una idea por medio de la que el hombre de
todas las épocas ha tratado de comprender vy crear la belleza,
el orden y la perfeccion,

Hermann Weyl [1, pig. 5]

Un conjunto de transformaciones [Birkhoff y MacLane 1, pags. 115-118]
forma un grupo cuando contiene a la inversa de cada una y al producto de

dos cualquiera (incluso el producto de una consigo misma o con su inversa). -

El nimero de transformaciones diferentes entre si se llama orden del grupo,
(El orden puede ser finito o infinito.) Es claro que las operaciones de
simetria de cualquier figura forman un grupo, que se denomina grupo de
simetria de la figura en cuestion. En el caso extremo, cuando la figura es
completamente irregular (como sucede con la numeral 6) su grupo de
simetria es de orden 1, y consiste solamente en la identidad.

El grupo de simetria de las letras E v A (figura 2.44) se suele llamar grupo
diedral de orden 2, generado por una sola reflexion, que se denota por D,.
(Elnombre es ficil de recordar, pues la raiz griega de “diedral” es casi equivalen-
te a la latina de “bilateral”.) El grupo de simetria de la letra N (figura
2.4b) es también de orden 2, pero en este caso el generador es un semigiro, y
aqui hablamos del grupo eiclico C,. Ambos grupos, D, y C,, son, desde el
punto de vista abstracto, idénticos 0 _isomorficos; son diferentes representa-
ciones geométricas de un solo grupo abstracto de orden 2, que se define por
medio de la relacion

251 IR2 —

o también R = R [Coxeter y Moser 1, pag. 1].

El grupo de simetria de la svdstica es Cy, el grupo ciclico de orden 4, que
genera el cuarto de giro S, y se define en lo abstracto por medio de Ia
relacion S* = 1. El de la letra H (figura 2.4d) es D,, el grupo diedral de
orden 4 que generan las dos reflexiones Ry, Ry, vy se define en lo abstracto
por medio de las relaciones

2.52 Ri2=1, Re2=1, R;R;= R3R;.

Aunque C; y D, son ambos de orden 4, no son isomorficos: tienen
estructuras diferentes, es decir “tablas de multiplicacion™ propias. Para
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entender esto basta con observar que Cy contiene dos operaciones de periodo
4, mientras todas las operaciones en D, (con la excepcion de la identidad)
son de periodo 2: los generadores de un modo evidente, pero también sus
productos, puesto que

(R1R2)2 = RleRle = R1R2R2R1 - R1R22R1 = R1R] ~— ng - l_

La Gltima observacién senala con claridad el significado de la afirmacion
de que 2.52 es una definicion abstracta de D,. a saber, que toda relacion
vilida en la que intervienen los generadores R,, R, es una consecuencia
algebraica de estas sencillas relaciones. Una definicion abstracta del mismo
grupo que se presenta como alterna es
2.53 Riz2=1 R2=1, (RiRy)?2 =1,

a partir de donde podemos deducir con facilidad R; R, = RaR;.
El grupo ciclico general €y, de orden n, se define en lo abstracto como

2.54 Sr=uly

Su (nico generador S, de periodo n, queda representado de modo conve-
niente por una rotacion a través de 360°/n. Entonces tenemos que sk es una
rotacion a través de k veces este dngulo, y las n operaciones de C, se
determinan por valores de k desde 1 hasta n, de 0 a n—1. En particular,
C; se presenta en la naturaleza como el grupo de simetria de la margarita,
EJERCICIO

Exprésese una rotacion a través del dngulo & con respecto al origen como una

transformacion de (i) coordenadas polares, (ii) coordenadas cartesianas. Sea f(r 8) =0 la

ecuacion de una curva en coordenadas polares; jcudl es la ecuacion de la curva
transformada?

2.6 EL PRODUCTO DE DOS REFLEXIONES

Tit. en tu lago, te contemplas
A ti mismo.

J. M. Legaré (1823-1859)
(A un lirio)

En cualquier grupo de transformaciones, la ley asociativa
(RS)T = R(ST)

se cumple de manera automitica, pero la ley conmutativa

RS = SR
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no se satisface necesariamente, y se ha de tener cuidado al invertir un
producto, como, por ejemplo,
(RS) 1 = §S1R"1,

y no R'S'. (Esto se comprende con mis claridad al comparar a R y S con
las operaciones de ponernos los calcetines y los zapatos, respectivamente.)

c B

Figura 2.6a

El producto de las reflexiones en dos rectas (o planos) que se intersectan
es una rotacion que recorre un dngulo de una magnitud dos veces mayor que
el que hay entre ellas. De hecho, si tenemos A, B, C, D... a los mismos
espacios en una circunferencia cuyo centro es O, podemos designar R, y R,
las reflexiones en OB y OC (figura 2.6a). Entonces, R, reflejari el tridngulo
OAB en el OCB, que a su vez R, reflejara en OCD; de esta manera, R; R, es
la rotacion que recorre L AOC, o L BOD, es decir, ¢l doble de L BOC. Como
una rotacién se determina por completo a partir de su centro y su dngulo,
RiR; es igual al producto de-las reflexiones en dos rectas cualquiera que
pasen por O al mismo dngulo que forman OB y OC. (Las reflexiones en OA4
y OB son en realidad R,R,R, y R, cuyo producto es RyR,R,? = RiE>)
En particular, tenemos que el semigiro en torno a O es el producto de
reflexiones en dos rectas perpendiculares cualquiera que pasen por O.

Como R;R; es una rotacion en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj, RoR; serd la rotacion en el sentido de las manecillas del reloj con
respecto a la primera; de hecho, tendremos

R2R; = Rs—1R;— ! = (RyRp)-1.

@Que es lo mismo 'que Ry R, si ambos espejos forman dngulos rectos, en cuyo
caso Ry R, es un semigiro y (R, R.P =1.

EJERCICIOS

1. El producto de cuartos de giro (en el mismo sentido) alrededor de C y B es el
semigiro alrededor del centro de un cuadrado cuyo lado es BC.

2. Sean los cuadrados ACPQ v BARS sobre los lados AC y BA de un tridngulo
ABC. Si tenemos que B y € quedan fijos mientras 4 varia libremente, PS pasa por un
punto fijo.
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2.7 EL KALEIDOSCOPIO

T D, es un caso especial del grupo diedral general D, que cuando n> 2, es
el grupo de simetria del enégono regular, n. (Véase la figura 2.7a, que
contiene los casos n =3, 4, 5.) Es evidente que se trata de un grupo de
orden 2n, consistente en n rotaciones (en las que recorre los multiplos
efectivamente diferentes entre si de 360°/n, cuyo nimero es n) y n
reflexiones. Cuando n es impar, por medio de cada uno de los n espejos se
une un vertice con el punto medio del lado opuesto; cuando n es par, los
pares de vértices opuestos quedan unidos por-1-n espejos, y los pares de lados
opuestos son bisecados por -}-n espejos [véase Birkhoff y MacLane 1, pigs.
117-118, 135].

> C

Figura 2.7a

Las n rotaciones son precisamente las operaciones del grupo ciclico Cy.
Asi, tenemos que las operaciones de D, incluyen a todas las de C),. si
empleamos el lenguaje técnico, diremos que C, es un subgrupo de D,. La
rotacion que recorre 360°/n y que genera el subgrupo, puede describirse
como el producto de reflexiones S = R, R, en dos espejos adyacentes (como
OB y OC en la figura 2.7a) cuyo dngulo de inclinacion es de 180°/n.

Denotemos las n reflexiones en su orden natural por Ry, Ry, ..., R,.
Entonces, RiRg41, que es el producto de reflexiones en dos espejos cuya
inclinacion es de k, veces 180°/n, es una rotacién que recorre k veces el
angulo 360°/n:

RiRj4+1 = Sk,
Asi, Rg4+1 = R, Sk, y las n reflexiones se pueden expresar como
Ri, RiS, RS2, ..., R,Sn-1,
En otras palabras, D, es generado por R; y S. Al substituir R, R, en lugar

de S, veremos que el mismo grupo es generado igualmente por R; y por R,,
que cumplen con las relaciones

2.71 Ri?2=1 R2=1 (RiRy)" = 1.

(Las dos primeras relaciones provienen de 2.51 y la tercera de 2.54.) Se
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demuestra que estas relaciones son suficientes para una definicion abstracta
[véase Coxeter y Moser 1, pags. 6, 36].

Una manera prdctica de construir un modelo de D, consiste en unir por
medio de una bisagra dos espejos comunes y colocarlos uno con respecto al
otro como OB lo estd con OC en la figura 2.7a, de manera que formen un
dngulo de 180°/n. Cualquier objeto que se coloque entre los espejos se
reflejard en 2n imdgenes (contando también al objeto). Si el objeto es la
mano derecha, habrd n imdgenes con apariencia de mano izquierda, y esto
ejemplifica el principio de que el producto de cualquier nimero par de
reflexiones lo invierte, debido a que una reflexion invierte el sentido.

Parece que fue Athanasius Kircher, en 1646, el primero que publicé una
descripcion de este instrumento. El nombre kaleidoscopio (de xaMos, bello;
eidos, forma, y okomew, ver) lo acufié Sir David Brewster, que escribié un
tratado de su teoria y su historia. En €l desaprobaba [Brewster 1, pig. 147]
que Kircher permitiera que el dngulo entre los espejos fuera cualquier
submultiplo de 360° en lugar de restringirlo a los submiltiplos de 180°.

El caso de n =2 es, por supuesto, familiar a cualquiera. De pie entre dos
espejos perpendiculares (como los hay a veces en el rincon de un cuarto),
podemos ver nuestra imagen en cada uno, y también la imagen de la imagen,
que es la manera en que otro nos observa.

Como hemos escogido el simbolo D, para el grupo diedral que generan las
reflexiones en dos planos dispuestos a un dngulo *“diedral” de 180°/n,
extenderemos nuestra notacion, como es natural, de manera que abarque
también el valor extremo de n=1. Asi, D, es el grupo de orden 2 que
genera una sola reflexion, es decir, el grupo de simetria de las letras E o A,
mientras el grupo isomérfico C,, que genera un semigiro, es el grupo de
simetria de la letra N_J

Segiin Weyl [1, pigs. 66, 69], se debe a Leonardo da Vinci el descubrimiento de que
los {inicos grupos finitos de isometrfas en el plano son

Cy,Cy, Cy,y ...\

Dy, D3, Dy, . . ..
El tema le interesaba desde el punto de vista de los planos arquitecténicos. Los grupos
predominantes en la arquitectura han sido, por supuesto, siempre Dy y D5. Pero en las
pirimides de Egipto se exhibe el grupo D4, v la indicacién de Leonardo se ha seguido
en cierta medida en tiempos recientes: el edificio del Pentidgono en Washington tiene el
grupo de simetria Ds, y el Templo Bahai, que estd cerca de Chicago, tiene el Dg. En la
naturaleza, encontramos muchas flores con grupos diedrales de simetria como el Dg. El
grupo de simetria de un copo de nieve suele ser el Dg v sdlo ocasionalmente el Dj.
[Kepler 1, pags. 259-280.]

Si se corta una manzana de la manera en la que casi toda la gente corta una naranja,
se verd que su corazon tiene el grupo de simetria Ds. Al extender la estrella de cinco
puntas por medio de cortes rectos en cada mitad, se divide toda la manzana en diez

trozos, y de cada uno de ellos se puede retirar el corazon en la forma de dos hojuelas
muy delgadas.

EJERCICIOS
1. Describanse los grupos de simetria de
(a) un tridngulo escaleno, (b) un tridngulo isosceles,
(c) una parabola (d) un paralelogramo
(e) un rombo () un rectingulo

(g) una elipse
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2. Demuéstrese algebraicamente, por medio de la ley asociativa y el concepto de
transformacion inversa, la “regla de cancelacién™ que afirma que la relacion

RT = ST

implica R = 8.

3. Seilese la manera en la que las relaciones definitorias acostumbradas de D3, a
saber, 2.71 cuando n =3, se pueden deducir algebraicamente de las relaciones mis
sencillas

Ri* =1, R;R:R; = RsR Ra.

4. El grupo ciclico Gy, es un subgrupo de C,, si y s6lo si el niimero m es un divisor
de n. En particular, si n es primo, los tnicos subgrupos de Cj; son el mismo C,, v Cy.

2.8 POLIGONOS EN FORMA DE ESTRELLA

En lugar de haber derivado el grupo diedral D,, del poligono regular {n},
podriamos haber derivado el poligono del grupo: los vértices del poligono
son precisamente las # imdgenes de un punto P, (C en la figura 2.7a) en uno
de los dos espejos del kaleidoscopio. Y ni siquiera necesitamos de la totalidad
del grupo, Dy: su subgrupo C, serd suficiente. El vértice Py del poligono
PoPy... P, _; puede derivarse a partir del vértice inicial P, por medio de
una rotacion que recorra un dngulo de k veces 360°/n.

De un modo mis general, las rotaciones alrededor de un punto fijo O que
recorren dngulos @, 20,30, . .. transforman un punto cualquiera P, (distinto
de O) en puntos Py, P,, P5, ... en la circunferencia cuyo centro es O y cuyo
radio es OPF,. En general, estos puntos se hacen mds y mds densos sobre la
circunferencia; pero si el dngulo @ es conmensurable con un dngulo recto,
serdn distintos solamente un nimero finito de ellos. En lo particular, si
0 = 360°/n, donde n es un entero positivo mayor que 2, entonces habrd n
puntos Py, cuyas rectas de union

PoPy, P1Ps, ... ; Py_1Po

son sucesivamente los lados de un enégono regular ordinario.

Extendamos esta idea al permitir que n sea cualquier nimero racional
mayor que 2, digamos la fraccion p/d, donde p y d son primos entre si. De
acuerdo con esto, definiremos un poligono regular (generalizado) {n}, donde
n=pld. Sus p vértices se han derivado de P, por medio de rotaciones
sucesivas que recorren 360°/n, y sus p lados (que encierran al centro d veces)
son

PoPy PP P, P

Como un rayo proveniente del centro que no pase por un vértice cortard d
de los p lados, este denominador d serd la densidad del poligono [Coxeter 1,
pigs. 93-94]. Cuando d = 1, de modo que n = p, tenemos el pégono regular
ordinario, { p}. Cuando d>1, los lados se cruzan unos a otros, pero los
puntos en los que se cruzan no cuentan como vértices. Como d puede ser
cualquier entero positivo primo con respecto a p y menor que -;-p, hay un
poligono regular {n} que corresponde a cada racional n>2. De hecho, a
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veces resulta conveniente incluir también al digono {2}, aunque sus dos
lados coinciden.

Cuando p =5 tenemos el pentigono {5} de densidad 1 y el pentagrama
{3} de densidad 2, que los babilonios y los pitagoricos usaban como simbolo
de significado especial. De la misma manera, el octagrama {%) v el decagrama
{} tienen densidades 3, mientras el dodecagrama (¢} tiene densidad 5
(figura 2.8a). Estos poligonos, en particular, tienen nombres ademas de
simbolos porque se presentan como caras de poliedros y mosaicos intere-
santes.*

ﬁxxﬁ

& {3} 2}

Figura 2.8a

Los poligonos en los que d > 1 se suelen llamar poligonos de estrella. Se
usan mucho con fines decorativos. El estudio matematico mas antiguo acerca
de ellos se debe a Thomas Bradwardine (1290-1349), que durante el altimo
mes de su vida fue arzobispo de Canterbury. El gran cientifico aleméin Kepler
(1571-1630) también los estudio [vease Coxeter 1, pag. 114]. El primero
que los simbolizo numéricamente fue el matematico suizo L. Schlifli
(1814-1895), con una notacion como{ p/d}. La notacion se justifica debido
a que se presentan formulas que se cumplen igualmente para {n} cuando n es
entero y cuando es una fraccion. Por ejemplo, cualquier lado de {n} forma
con el centro @ un tridngulo isosceles OPo P, (figura 2.8b) con un dngulo en
O que mide 27n/n. (Hemos escrito 2w en lugar de 360°, haciendo uso de la
medida en radianes, debido a que la introduccion de ideas trigonométricas lo
hace conveniente.) La base de este tridngulo isosceles, que es el lado de un
poligono, queda denotada convenientemente por 2/. Los demas lados del
tridgngulo son iguales al circunradio R del poligono. La altura de la mediana
desde O es el inradio r del poligono. Y asi tenemos

2.81 R=1Icsc®, r=1lcot?.
n n

Si n=p/d, el drea del poligono queda naturalmente definida como la
suma de las dreas de los p tridngulos isosceles, a saber

282 plr = pl cot "—;
*H. S. M. Coxeter, M., S. Long.l L O 0ol s Ml]ler, Uniform Polyhedra,
Philosophical Transactions of th oyal efy A, 246 (1954), pags. 401-450.
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Figura 2.8b

Cuando d = 1, esto es simplemente p/* cot m/p; en otros casos, la definicion
de drea que hemos dado tiene como efecto que cada parte del interior es
contada un nimero de veces igual a la “densidad local” de esa parte: por
ejemplo, la regién pentagonal en la mitad del pentagrama {3} se cuenta dos
veces.

El dngulo PoP P, que forman dos lados adyacentes de {n}, como es la
suma de los dngulos de la base del tridngulo isosceles, viene a ser el
suplemento de 2m/n, es decir

2.83 ( L %)w

El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados adyacentes
se llama figura vertical de {n}. Es claro que mide

2.84 2lcos T
n
" [Coxeter 1, pdgs. 16, 94].

EJERCICIOS

1. Si son iguales los lados de un poligono inscrito en una circunferencia, el
poligono es regular. X
2. Si un poligono inscrito en una circunferencia tiene un nimero impar de vértices
¥ sin son iguales todos sus dngulos, el poligono es regular. (Marcel Riesz.)

3. Encuéntrese el valor de los dngulos de los poligonos

55 &) {9 8} ()
4. Encuéntrese los radios y figuras verticiales de los poligonos.
(8}, (&), (12}, (%)

5. Obténganse las coordenadas polares del késimo vértice Py de un poligono {n}
de circunradio 1, con el centro en el polo, si se toma Py como (1, 0).

6. ;Se puede cortar un pastel cuadrado en nueve rebanadas de manera que cada
quien tenga la misma cantidad de pastel y de cubierta?
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Isometria en el plano
euclidiano

Es natural, pues hemos estado hablando de reflexiones. rotaciones y
traslaciones, que nos preguntemos por qué tenemos en la rotdcion y en la
traslacion un desplazamiento (0 *“movimiento”) continuo, cuando asi se le
considera, mientras no podemos hacerlo asi con una reflexién. Y también es
razonable la pregunta que inquiere por alguna otra clase de isomefria que se
parezca en este aspecto a la reflexion. Cuando hayamos respondido a estas
preguntas en términos de “‘sentido”, la informacion nos servira para de-
mostrar un notable teorema (§3.6) y para describir las siete maneras posibles
de repetir un disefio en una franja sin fin (§3.7).

3.1 ISOMETRIAS DIRECTAS Y OPUESTAS

“Cuida del sentido, pues entonces los sonidos se cuidardn solos.'*
Lewis Carroll

[Dodgson 1, Capitulo 9]

Al hacer varias aplicaciones del Axioma 1.26 se puede demostrar que un
punto cualquiera P que estd en el plano de dos tridngulos congruentes ABC,
A'B'C’ determina un punto correspondiente P’ tal que AP =A'P', BP = B'P,
CP=CP'. De la misma manera, de otro punto Q se tiene Q', y PQ=PQ'"
En consecuencia,

3.11 Dos triangulos congruentes cualquiera se relacionan por medio de
una isometria unica.

Vimos en §1.3 que en la demostracion de Papo de Pons asinorum

* “Take care of the sense, and the sounds will take care of themselves.”
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intervenia la comparacién de dos tridngulos coincidentes 4BC, ACB. Po-
demos ver de una manera intuitiva que aqui hay una distincion de sentido: si
uno es el contrario al de las manecillas del reloj, el otro es el de las
manecillas del reloj. Tenemos una propiedad “topologica” del plano eucli-
diano en que la distincion se puede extender de los tridngulos que coinciden
a los que son distintos: dos tridngulos “dirigidos™ cualquiera, ABC yA'B'C o
bien tienen el mismo sentido, o bien tienen sentidos diferentes. (Esta idea
intuitiva se puede investigar de manera mas profunda en Veblen y Young [2,
pags. 61-62] o en Denk y Hofmann [1, pag. 56].)

Si ABC y A'B'C’ son congruentes, se dice que la isometria con la que se
relacionan es directa u opuesta segiin conserve o invierta el sentido, es decir,
de acuerdo con que ABC y A'B;C' tengan sentidos iguales o distintos. Se
observa con facilidad que esta propiedad de la isometria no depende del
tridngulo ABC que se escoja: si una misma isometria relaciona a DEF con
D'E'F’, donde DEF tiene el mismo sentido que ABC entonces D'E'F’ tiene el
mismo sentido que A'B'C’. Es claro que las isometrias directas y Opuestas se
combinan como los nimeros positivos ¥ negativos (por ejemplo, el producto
de dos isometrias opuestas es una directa). Como una reflexion es opuesta,
una rotacion (que es el producto de dos reflexiones) es directa. En particular,
la identidad es directa. Algunos autores se refieren a las isometrias directas y
Opuestas como ‘“‘desplazamientos y reversiones” o también como “‘congruen-
cias propias e impropias.”

El teorema 2.31 puede extenderse de la manera siguiente:

/o Figura 3.1a

3.12 Si se dan dos segmentos de recta (0 pares de puntos) congruentes
AB, A'B', se relacionan por medio de dos isometrias: una directa y una
opuesta.

Para demostrarlo, témese un punto cualquiera C que no esté en la recta
AB, y constriyase C', de manera que el tridngulo A'B'C’ sea congruente con
ABC. Las dos posiciones posibles de C’ (que en la figura 3.1a se han sefialado
como C', C") proporcionan ambas isometrias. Puesto que cualquiera de ellas
se puede derivar de la otra si se la refleja en A'B’, una de las isometrias es
directa y la otra es opuesta.
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Con el objeto de que el estudio sea completo, necesitamos el teorema
siguiente [Bachmann 1, pdg. 3]:

B’ B
Figura 3.1b

3.13 Cada isometria del plano es producto de no mds de tres reflexiones.
Cuando hay un punto invariante, el “tres” se puede reemplazar por “dos.”

Esto lo demostraremos en cuatro pasos por medio de 3.11. Si los
tridngulos ABC, A'B'C’ coinciden, la isometria es la identidad, trivialmente
(la identidad es el producto de una reflexion consigo misma). Si 4 coincide
con A', y B con B', mientras C y C’ son distintos, los tridngulos se relacionan
por la reflexion en AB. El caso en el que solamente A coincide con 4’ se
puede reducir a uno de los casos anteriores al reflejar ABC en m, la mediatriz
de BB' (véase la figura 3.10). Por dltimo, el caso general se puede reducir a
cualquiera de los tres primeros al reflejar ABC en la mediatriz de A4’
[Coxeter 1, pdg. 35].

Como una reflexion invierte el sentido, una isometria es directa u opuesta
de acuerdo con que sea producto de un nimero par o impar de reflexiones.

Como la identidad es producto de dos reflexiones (a saber, de cualquier
reflexion consigo misma), podemos decir con sencillez que una isometria
cualquiera es el producto de dos o de tres reflexiones, segiin se tenga que sea
directa u opuesta. En lo particular,

3.14 Toda isometria con un punto invariante es una rotacion o una
reflexion, segun sea directa u opuesta,

EJERCICIOS

1. Menci6nense dos isometrias directas.
2. Mencionese una isometria opuesta. ;Hay alguna otra clase?
3. SiAB y A'B' se relacionan por medio de una rotacién icomo se puede construir
_el centro de rotacion? (Indicacién: Las mediatrices de 44 y de BB' no son
necesariamente diferentes.)

4. El producto de reflexiones en tres rectas que pasan por un punto es otra recta
que pasa por el mismo punto [Bachmann 1, pag. 5
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3.2 TRASLACION

Y siguio (Enoc) caminando en pos de Dios, y desaparecio,
porque Dios le trasladé

Génesis V, 24

Hasta aqui hemos venido considerando ciertas isometrias, a saber, re-
flexiones (que son opuestas) y rotaciones (que son directas), que siempre
tienen por lo menos un punto invariante. Una isometria conocida que no
deja ningun punto como invariante es la traslacion [Bachmann 1, pag. 7], que
se puede describir como el producto de semigiros alrededor de dos puntos
distintos O, O' (figura 3.2a). El primer semigiro transforma a un punto
arbitrario P en PH, y el segundo, a su vez, transforma a éste en PT, con el
resultado final de que PPT es paralelo a O0' y de doble longitud. Asi,
tenemos que la longitud y la direccion de PPT son constantes e independien-
tes de la posicion de P. Puesto que su longitud y su direccion determinan por
completo a una traslacion, el producto de los semigiros alrededor de O y de
0’ es igual al producto de semigiros alrededor de Q y de Q', donde QQ' es
igual y paralelo a 00'. (Esto significa que 00'QQ’ es un paralelogramo que
se puede derrumbar para formar cuatro puntos colineales, como se tiene en la
(figura 3.2a.) Asi, dada una traslacion, se le puede asignar arbitrariamente el

~ centro de uno de los dos semigiros.

3.21 El producto de dos traslaciones es otra traslacion.

Veamos: podemos disponer los centros de manera que la primera trasla-
cion sea producto de semigiros alrededor de O, y O,, mientras la segunda
resulte del producto de semigiros alrededor de O, y O5. Al combinarse, se
cancelan mutuamente los semigiros alrededor de O, lo que nos deja
solamente el producto de semigiros alrededor de O, y de O;.

PT

Q

<N\

Figura 3.2a Figura 3.2b

De la misma manera, si m y m' (figura 3.2b) son las rectas que pasan por
Oy 0"y son perpendiculares a 00', los semigiros alrededor de O y O’ son
producto de las reflexiones en m y en 00, 00’ y m'. Al combinarse,
las dos reflexiones en 0Q' se cancelan mutuamente, y no nos queda sino
el producto de las reflexiones en m y en m'. En consecuencia
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3.22 El producto de reflexiones en dos espejos paralelos es una trasia-
cion que recorre el doble de la distancia entre los espejos. =

Si la traslacion T lleva a P y PT y a Q hasta QT, tendremos que el*
segmento QQ" es igual y paralelo con respecto a PPT; por lo tanto, POQTPT
es un paralelogramo. De la misma manera, si otra traslacion U coloca a P en
0, llevard también a PT hasta QT ; por lo tanto, :

TU = UT.

(Si queremos examinarlo en detalle, veremos que si Q es PY, Q7 serd PUT,
Pero U traslada a PT hasta PTV. Por lo tanto, PTV y PUT Coinciden para
toda posicion de P.) En otras palabras,

3.23  Las traslaciones son commnutativas.

El producto de un semigiro H y una traslacion T es otro semigiro; pues
siempre podremos expresar la traslacion como producto de dos semigiros,
. 1
uno de los cuales es H, por ejemplo, T= HH', y entonces tendremos que

HT = H2H' = H":

3.24 El producto de un semigiro y una traslacion es otro semigiro,

EJERCICIOS

1. Si Tes el producto de semigiros alrededor de 0 y 0', ccudl serd el producto de
semigiros alrededor de 0' y 07 -

2. Al expresar una traslacion como producto de dos reflexiones, ien qué medida se
puede tomar arbitrariamente uno de los dos espejos?

3. jQué es el producto de rotaciones que recorren dngulos opuestos (&t y — @)
alrededor de dos puntos distintos?

4. El producto de las reflexiones en tres rectas paralelas es la reflexion en otra recta
que pertenece al mismo haz de paralelas.

5. Todo producto de tres semigiros es un semigiro [Bachmann 1, pag. 7).

6. SiH,y, Hy, Hy son semigiros, HyHyHy =HaHoH,.

7. Exprésese la traslacion que recorre una distancia 2 a lo largo del eje de las x
como una transformacién de coordenadas cartesianas, Si f(x, ¥) =0 es la ecuacién de
una curva jcudl serd la_ecuacion de la curva transformada? Considérese, como ejemplo,
fa circunferencia x“ +y° — 1 =0.

3.3 REFLEXION EN DESLIZAMIENTO

Conocemos ya tres clases de isometria: reflexion, rotacion y traslacion.
Otra clase la constituye la reflexion en deslizamiento (0. con mds sencillez,
“deslizamiento™), que es el producto de la reflexion en una recta ¢ y la
traslacion a lo largo de la misma recta. Si nos representamos la recta como
un camino en la nieve, tendremos huellas consecutivas que se relacionan entre
si_por medio de un deslizamiento. Una isometria como ésta queda deter-
minada por su eje @ y por la expresién de la traslacion componente. Como
una reflexion es opuesta mientras una traslacion es directa, su producto serd
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una isometria opuesta. Decimos, entonces, que una reflexion en desliza-
miento es una isometria opuesta que carece de punto invariante [Coxeter 1,
| pag. 36].

Si una reflexién en deslizamiento G transforma un punto arbitrario P en
PS (figura 3.3a), P y PG equidistan del eje a desde lados opuestos. En
consecuencia,

Por el punto medio del segmento de recta PPS pasa el eje, para toda
posicion de P.

m

Figura 3.3a Figura 3.3b

Denotemos por R, y T la reflexion y traslacion componentes. Es evidente
que se conmutan, de manera que

G = R.;T = TR]

Hemos visto (figura 3.2b) que se puede expresar la traslacion T como
producto de dos semigiros o dos reflexiones paralelas. Si identificamos la
recta @ de la figura 3.3a con la recta 00' de la figura 3.3b, sean entonces R,
R’ las reflexiones en m, m'. Tendremos que el producto de los dos semigiros

H = RR; = R4R, H’' = R'R; = R4R’
€s T = HH' = RR1R1R' = RR',

y la reflexion en deslizamiento serd
G = RyT = R;RR’ = HR’
= TR; = RR'R; = RH".

Y asi, una reflexion en deslizamiento se puede expresar como producto de
tres reflexiones (dos de ellas perpendiculares a la tercera) o de un semigiro y
una reflexion, o aun de una reflexién y un semigiro. Y, al revés, el producto
de un semigiro cualquiera y una reflexion cualquiera (o viceversa) es una
reflexion de deslizamiento, siempre y cuando el centro del semigiro no esté
situado en el espejo. [Bachmann 1, pig. 6.]

Vimos en 3.13 que toda isometria directa es, en el plano, producto de dos
reflexiones, es decir, una traslacion o una rotacion segin los espejos fueran
paralelos o intersecantes; también que cualquier isometria opuesta que tenga
un punto invariante es una reflexion. Nuestro catdlogo de isometrias quedara
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completo al afadir una isometria opuesta en la que no hay punto invariante,
Sl una isometria como esta tltima, sea S, transforma el punto arbitrario 4 en
A', considérese el semigiro H que intercambia ambas puntos. El producto HS,
que es una isometria opuesta en la que el punto A’ permanece invariante, no
puede ser sino una reflexion, R. Por lo tanto, la isometria opuesta dada es la
reflexion en deslizamiento

S = H1R = HR:

Toda isometria opuesta que carece de punto invariante es una reflexion en
deslizamiento.

En otras palabras,

3.31 Todo producto de tres reflexiones es o bien una sola reflexion o
bien una reflexion en deslizamiento.

En particular, el producto RT de una reflexion cualquiera y de una
traslacion cualquiera es una reflexion en deslizamiento, que degenera en una
reflexion pura cuando el espejo de R es perpendicular a la direccion de la
traslacion T (y en este caso, las reflexiones R y RT se pueden tomar como
dos reflexiones paralelas cuyo producto es T). Pero como la reflexion G ha
de tener un eje definido (el lugar geométrico de los puntos medios de los
segmentos PPG), su descomposicion en una reflexién y una traslacion a lo
largo del espejo es Unica (distinta de su descomposicion en una reflexion y
un semigiro, donde podemos tomar como espejo cualquier perpendicular al
eje o, de manera equivalente, el centro del semigiro como un punto
cualquiera del eje).

EJERCICIOS

1. Si el punto medio de AC es B, ;qué clase de isometria transformard (i) AB en
CB, (ii) AB en BC?

2. Toda isometria directa es producto de dos reflexiones. Toda isometria opuesta es
producto de una reflexion y un semigiro.

3. Describase el producto de la reflexién en 00" y del semigiro alrededor de O.

4. Describase el producto de dos reflexiones en deslizamiento cuyos ejes son
perpendiculares.

5. Todo producto de tres reflexiones en deslizamiento es una reflexion en desliza-
miento.

6. El producto de tres reflexiones es una reflexion si y solo si los tres espejos son o
bien concurrentes o bien paralelos.

7. Si R,, Ra, R3 son tres reflexiones, (R R;Ral es una traslacién [Rademacher y
Toeplitz 1, pag. 29].

8. Describase la transformacion

(x, ) —=(x 4+ a, —)).

Justifiquese la afirmacién de que, al aplicarla, se transforma la curva fix, ¥) =0 en
fix—a, —y)=
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72 isometria en el plano euclidiano

3.4 REFLEXIONES Y SEMIGIROS

Thomsen* ha desarrollado una teoria de gran belleza en la que se expresan

las propiedades geométricas de los puntos O, Oy, O,, ...y las rectas m, m,,
M, . ..(donde se entiende que son diferentes entre si) como relaciones entre
los semigiros H, H;, H,,...y las reflexiones R, R;, R;,... correspon-

dientes. El lector se convencerd con prontitud de la equivalencia logica de los
pares de afirmaciones siguientes:

RR, = R;R «—s m ym, son perpendiculares.
HR = RH «— O esun punto de m.
RiR:R3 = R3R2R; 4—»‘ ny,my, m3 o bien concurren o bien son paralelas.
H,H = HH, «— O eselpunto medio de 0,0,.
H;R = RH, «—— m esla mediatriz de 0,0;.
EJERCICIO

Interprétense estas relaciones: (a) HyHaH3Hg = 1; (b) Ry R =RR,,

3.5 RESUMEN DE LOS RESULTADOS ACERCA DE ISOMETRIAS

Y al fin acudieron en rapido tropel
Cada vez mds y mds, y mds.

Lewis Carroll

[Dodgson 2, Capitulo 4]

Tal vez algunos lectores se encuentren confundidos por la profusion de
términos técnicos. muchos de los que son palabras conocidas a las que se les
han asignado significados de precision desusada. Por esta razon repetiremos
algunas definiciones, insistiendo en sus analogias y diferencias.

En el contexto que nos ocupa, una transformacion es una correspondencia
uno-a-uno de la totalidad del plano (o el espacio) consigo misma. Una
isometria es una clase especial de transformacion, a saber, la que preserva la
longitud. Una operacién de simetria se aplica a una determinada figura y no
tanto a todo el plano: es una isometria que transforma la figura en otra que
es ella misma.

En el plano, una isometria directa (que preserva el sentido) es una
rotacion o una traslacion, pues es el producto de dos reflexiones, tenga o no

* G, Thomsen, The treatment of elementary geometry by a group-calculus, Marhe-
matical Gazette, 17 (1933), pag. 232. Bachmann [1] ha dedicado todo un libro,
al desarrollo de esta idea.

And thick and fast they came at last
And more, and more, and more. (T)
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tenga un punto invariante, es decir, segiin que los espejos, se intersecten o
sean paralelos. En el tltimo caso, la longitud de-la traslacion es el doble de la
distancia entre los espejos: en el primero, el dngulo de rotacién es el doble
del dngulo entre los espejos. En particular, el producto de las reflexiones en
dos espejos perpendiculares es un semigiro, es decir, una rotacién que recorre
dos dngulos rectos. Ademas, el producto de dos semigiros es una traslacion.

Una isometria opuesta (que invierte el sentido) es, en general, una
reflexion en deslizamiento, pues es el producto de tres reflexiones: el
producto de una reflexion y una traslacion. El caso especial en el que la
traslacion es la identidad (es decir, una traslacién que recorre una distancia
de cero), la reflexion en deslizamiento se reduce a una sola reflexién con
toda una recta de puntos invariantes, a saber, los puntos del espejo.

Para resumir lo dicho:

3.51 Una isometria directa cualquiera es o bien una traslacion o bien
una rotacion. Una isometria opuesta auwlquiera es o bien una reflexion o
bien una reflexion en deslizamiento.

EJERCICIOS

I. Si$ esunaisometria opuesta, > es una traslacion.

2. SiRy, Ry, Ry, son tres reflexiones, (R;R3RR2R3)? es una traslacién a lo largo
del primer espejo. (Indicacion: Como RyRaR3 y RyR3R; son reflexiones en desliza-
miento, sus cuadrados son conmutativos, por 3.23; asi,

" (RiRzR3)*R2R3R )2 = (RaRAR | )HR RoR )2,

es decir, Ry y (R2R3R;R;R1)? son conmutativos [cf. Bachmann 1, pig. 13].

3.6 EL TEOREMA DE HJELMSLEV

-+« dnterviene en gran medida lo inesperado, en combinacion
con la inevitabilidad y la economia.

G. H. Hardy [2, pag. 53]

Ya vimos, en 3.12, que dos segmentos de recta congruentes AB, A'B’ se
relacionan por no mds de dos isometrias: una directa y otra opuesta. Ambas
tienen el mismo efecto sobre cada punto que es colineal con A y B, es decir,
sobre todos los puntos de la recta infinita AB (por ejemplo, el punto medio
de AB se transforma en el punto medio de A'B’). La isometria opuesta es
una reflexion o una reflexién en deslizamiento en la que el espejo o el eje
contienen todos los puntos medios de los segmentos con los que se unen los
pares de puntos correspondientes. Cuando coinciden dos de los puntos
medios, la isometria es un semigiro, y coinciden también todos los demds.
Por lo tanto,

TEOREMA DE HIELMSLEV. Cuando todos los puntos P de una recta
se relacionan por medio de una isometria con todos los puntos P' de otra
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74 isometria en el plano euclidiano

recta, los puntos medios de los segmentos PP’ son diferentes y colineales o,
de no ser asi, coinciden todos.

C
B | !
I A :
ini ¢
A | :
e .
: b T T B B
1 | [
! | |
A [ |
| | C
|
| A’
B’ i
c
Figura 3.6a

En particular, se tiene que si 4, B, C estin en una recta y 4', B', C'
estin en otra, donde

3.61 AB = A'B', BC = B'C’

(figura 3.6a) entonces los puntos medios de AA4', BB', CC' o bien son

colineales o bien coinciden en un solo punto (I. T. Hjelmslev,
1873—1950).

3.7 DISENOS EN UNA FRANJA

i o PR pT !i
pH PG
Figura 3.7a

Dos circunferencias iguales se pueden relacionar por medio de cualquier
isometria. Por ejemplo, el punto P de la primera circunferencia de la figura
3.7a se transforma en PT de la segunda mediante una traslacién, en PR
mediante una rotacién, en PH mediante un semigiro y en PG mediante una
reflexion en deslizamiento. (Se han puesto flechas en las circunferencias para |
sefialar lo que sucede con el sentido de rotacion de la primera.) Las cuatro ;
isometrias tienen en comin una propiedad importante: conservan invariante 1
la totalidad de una recta infinita, a saber, la que une los centros de ambas -
circunferencias. (En el cuarto caso, se trata de la tnica recta invariante.)

Hemos visto (figura 3.2b) que el producto de las reflexiones en dos
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i disefios en una franja 75

espejos paralelos m, m' es una traslacion. Podemos considerarla como el caso
Iimite de una rotacién cuyo centro estd muy lejos, pues los espejos paralelos
son el caso limite de dos espejos que se cortan a un dngulo muy pequefio. De
acuerdo con esta consideracion, el grupo infinito que genera una sola
traslacion se denota por C_, y el grupo infinito que generan dos reflexiones
paralelas se denota por D_. En un sentido abstracto, C_ es el “grupo libre
con un generador™. Si T es la traslacion generatriz, el grupo consistird en las
traslaciones
ot IS R s R IR I

m m’

Figura 3.7b

De la misma manera, D., que es generado por las reflexiones R, R’ en espejos
paralelos m, m' (f“gura 3.7b), consiste en las reflexiones y traslaciones

SRR, RER; Bk R RRY RRRGc 0.

[Coxeter 1, pdg. 76]; su definicion abstracta es sencillamente

R2 = R2 = L.
Este grupo se puede observar cuando nos sentamos en lasilla del peluquero entre
dos espejos paralelos (cf. el New Yorker, febrero 23 de 1957, pag. 39, donde
la reflexion RR'RR'R viene a resultar en un demonio).

Una representacion geométrica diferente del mismo grupo abstracto D,_ se
obtiene al interpretar los generadores Ry R’ como semigiros. Hay también
una representacion intermedia en la que uno es una reflexion y el otro un
semnigiro; pero en este caso, el producto no es ya una traslacion, sino una
reflexion en deslizamiento.

Al continuar de esta manera, obtendremos pronto la lista completa de los
siete grupos de simetria infinitos “unidimensionales™: las siete maneras
esencialmente distintas de repetir un disefio en una franja o en una cinta
[Speiser 1, pigs. 81-82]:

Disenos tipicos Generadores Grupo Abstracto
(...L L L L... 1 traslacién } &
() T SRR B U )l 1 reflexion en deslizamiento e
(i) .V Vi ¥ N 2 reflexiones
(iv)...N N N N... 2 semigiros 3 D,
). ..V AV A, 1 reflexioén
y 1 semigiro
(vi)...D DD D.. 1 traslacion
y 1 reflexién C. X Dy
(vii)...H H H H... 3 reflexiones D. X Dy

www.elsolucionario.net



76 isometria en el plano euclidiano

En el caso (iii), ambos espejos son verticales y uno se encuentra en el
punto medio de una V, de modo que la refleja en si misma, mientras el otra
la refleja en uno de sus vecinos; asi, una mitad de la V colocada entre ambos
espejos, es la que origina el disefio entero. En los casos (vi) y (vii) hay un
espejo horizontal, y los simbolos de la dltima columna indican “productos
directos™ [Coxeter 1, pdg. 42]. En todos estos grupos hay cierta libertad de
eleccion .de generador, con la excepcion de (i) y (ii); por ejemplo, en (iii) o
en (iv) se podria substituir uno de los dos generadores por una traslacion.

En un sentido estricto, estos siete grupos no son “‘unidimensionales”, sino
que corresponden a una dimension de l‘, es decir, se trata de grupos de
simetria bidimensionales en los que interviene una traslacion en una dis
reccion. En un dmbito puramente unidimensional solamente hay dos grupos
infinitos de simetria: C_, que es generado por una traslacion, y D_, que es
generado por dos reflexiones (en espejos—puntos).

EJERCICIOS
1. Identifiquense los grupos de simetria de los disefios siguientes: ¢
' asbib bibg e
IO 16 = e e e
..bdbd ;
w014 . bq .
bd pgbdp q

2. ;Cuiles son los grupos de simetria de (@) una cicloide, (b) la curva del seno?

www.elsolucionario.net



Cristalografia bidimensional

La cristalografia matematica constituye una de las aplicaciones mds
importantes de la geometria elemental a la fisica. La teoria tridimensional es
complicada, pero su andloga en dos dimensiones es facil de visualizar, sin que
por ello sea trivial. Los disefios que abarcan el plano provienen de una
manera natural de los disefios de franjas que se consideraron en § 3.7. Sin
embargo, a pesar de la restriccion a dos dimensiones, una relacién completa
de la enumeracion de los grupos infinitos de simetria no entra en los
propdsitos de este libro.

4.1 LAS CELOSIAS* Y-SUS REGIONES DE DIRICHLET

Durante varios minutos, Alicia permanecio de pie, sin hablar,
mientras recorria con la mirada el campo en todas direc-
ciones. . . “A mi parecer, esto se ha marcado como un enorme
tablero de ajedrez. ..y asi estd todo el mundo —si acaso es
mundo.”’

Lewis Carroll

[Dodgson 2, Capitulo 2]

Los grupos infinitos bidimensionales (los grupos de simetria de disefios
que se repiten, como los que se ven en el papel tapiz o en los pisos de
baldosa) se distinguen de los grupos infinitos “‘unidimensionales” debido a la
presencia de traslaciones independientes; es decir, traslaciones cuya direccion

* El término inglés es larrice. En su aceptacion numérica ha sido traducido a veces
como “red”. (T)

7
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78  cristalografia hidimensioml}

no es ni paralela ni opuesta. El cristalografo E. S. Fedorov demostré que no
hay sino diecisiete de esos grupos de isometrias. En nuestro siglo fueron
redescubiertos por Poélya y Niggli* Los simbolos que emplearemos para
denotarlos son los de las Tablas Internacionales de Cristalografia de Rayos X.

El caso mas sencillo es el del grupo pl, al que generan dos traslaciones

Figura 4.1a

independientes X, Y. Como la inversa de una traslacion es otra traslacion y el
producto de dos traslaciones es también una traslacion (3.21), este grupo
consiste solamente de traslaciones. Como XY = YX, estas traslaciones son
simplemente X*YY para todo par de enteros x, y. De una manera abstracta,
tenemos aqui el “‘producto directo” C_ X C_, que tiene una sola relaciéon que
lo define:

XY ="YX

[Coxeter y Moser 1, pdg. 40]. Un objeto cualquiera, como la numeral 6 de la
figura 4.1a, es transformado por el grupo pl en una coleccién infinita de
objetos, dispuestos de manera que forman un disefio. Y también pl es el
grupo de simetria completo del disefio, puesto que el objeto carece de
simetria intrinseca. Cuando el objeto es un solo punto, el disefio serd una
coleccion de puntos que se llama celosia bidimensional, y que puede ser
visualizado como el plano de una huerta infinita. Cada punto de la celosia se
asocia de manera natural con el simbolo de la traslacion por medio de la que
se le derivo del punto original 1 (figura 4.15).

Q o Q o o o
yiys y? xy2 X*yY
Q o o [o] [a] o
X"ty Y XY X2y
o] [o] o o] o] o (o]
¥l 1 X Xz
(] i o 5 [o] o] o o]
Y~ XY~
o] [=] o (s] o] o]
Y_2
Figura 4.1b

* E. S. Fedorov, Zapiski Imperatorskogo S. Peterburgskogo Mineralogicheskogo
Obshchestva (2), 28 (1891), pédgs. 345-390; G. Pdlya y P. Niggli, Zeitschrift fir
Kristallographie und Mineralogie, 60 (1924), pigs. 278—298. [Véase también Fricke y
Klein 1, pags. 227-233.] La tabla de Fedorov sefiala que 16 de los 17 grupos habian
sido descritos por C. Jordan en 1869. El que faltaba fue reconocido por L. Sohncke en
1874; pero dejo de advertir tres de los otros.

www.elsolucionario.net
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Cualquiera que entre en una huerta puede observar la alineacién de drboles
en muchas direcciones; esto se parece a una propiedad tipica de una celosia:
la recta que una dos de sus puntos contiene también una infinidad de ellos, a
espacios regulares, es decir, una “celosfa unidimensional™. De hecho, la recta
que une los puntos 1 y X*YY también contiene los puntos

Xnr/idyny'd — (X:r‘ded)n

donde d es el miximo comun divisor de x y de p, y n puede ser cualquier
entero. En particular, las potencias de X se encuentran todas sobre una recta,
las de Y en otra, y las rectas que son paralelas a éstas y pasan por los demds
puntos de la celosia forman un mosaico de paralelogramos congruentes que
llena el plano sin dejar intersticios (figura 4.1¢). (Empleamos el término
mosaico para designar cualquier arreglo de poligonos que encajan entre si de
manera que cubren todo el plano sin que ninguno se traslape.)

A W
AR R e,
Ay, BT
i il e e o

Figura 4.1c

Un paralelogramo tipico es el que forman los cuatro puntos 1, X, XY, Y.
La traslacion T = X*YY transforma a este paralelogramo en otro que tiene
como “primera” esquina el punto T (en lugar de 1). Hay asi una correspon-
dencia uno-a-uno entre todas las celdas o piezas del mosaico y las transfor-
maciones del grupo, con la propiedad de que cada transformacion lleva un
punto cualquiera del interior de la celda original a un punto situado de
manera parecida en la nueva celda. Por esta razon, el paralelogramo tipico se
llama region fundamental.

La forma de la region fundamental dista mucho de ser Gnica. Cualquier
paralelogramo servird siempre y cuando tenga por vértices cuatro puntos de la
celosia y no haya ninguno dentro de él ni en sus lados [Hardy y Wright 1,
pdg. 28]. Esta es la contrapartida geométrica de la afirmacién algebraica
acerca de que el grupo que generan X, Y, se genera igualmente por X9Y?,
XeY4, siempre y cuando

ad — be = *+1.

Para expresar los viejos generadores en términos de los nuevos, observaremos
que

[XaYb)d(Xch)—b = xw—bc’ (XaYb)-c(Xch)u = Yad—bc,

Pero no es necesario que la region fundamental sea un paralelogramo; por
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ejemplo, podemos reemplazar cada par de lados opuestos por un par de
curvas congruentes, como se ha hecho en la figura 4.1d.

Q o o
L&) O o
\ :
o] (o]
Figura 4.1d

Cualquiera de las posibles regiones fundamentales, ya sea que hayamos
escogido un paralelogramo o cualquier otra forma, tendrd la misma drea que
el paralelogramo tipico de la figura 4.1c. Esto se explica al considerar que en
el interior de un circulo suficientemente grande el nimero de puntos de la
celosia serd igual al niimero de réplicas de cualquier region fundamental (con
un error insignificante, debido a las regiones mutiladas por la circunferencia);
asi, cada forma tiene como drea la misma fraccion del drea del circulo
grande.* Un hecho interesante es que cualquier region fundamental convexa,
es, en lo que se refiere al grupo de traslacion, un poligono de simetria central
(a saber, un paralelogramo o un exdgono de simetria central).f

Entre los distintos paralelogramos posibles, podemos escoger un paralelo-
gramo como norma, al que llamaremos reducido, al tomar el generador Y
como la traslacion mds corta (o una de las mas cortas) del grupo, y a X
como una traslacion, igual o la mas cercana, en otra direccion. Si tenemos
entonces que el dngulo entre X y Y es obtuso, invertimos la direccion de Y.
Asi, entre todos los paralelogramos susceptibles de servir como regiones
fundamentales, nuestro paralelogramo tiene los lados mds cortos. Las trasla-
ciones a lo largo de estos lados se llaman, de manera natural, generadores
reducidos. :

Al unir los vértices X, Y del paralelogramo reducido y los pares
correspondientes de vértices de sus réplicas, obtenemos un mosaico de
triagngulos congruentes con vértices en los puntos de la celosia, ninguno de
cuyos angulos es obtuso. Cada punto de la celosia pertenece a seis de los
triangulos; por ejemplo, los tridngulos que rodean al punto 1 lo unen a pares
de puntos adyacentes en el ciclo

LY XY X YR K

* Gauss se sirvio de esta idea con el objeto de determinar 7 [Hilbert y Cohn Vossen 1,

33-34
TA M th, Canadian Journal of Mathematics, 13 (1961), pag. 177.
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(figura 4.1e). Al unir los circuncentros de los seis tridngulos, se obtiene la

region de Dirichlet (o “poligono de Voronoi”) de la celosia: un poligono
cuyos puntos interiores son todos los puntos del plano que estin mds cerca

&y y x~Ly Y

y—! Xy =1 y~1 xy~1

Figura 4.1e

de un punto de la celosia en particular (como el punto 1)que de cualquier
otro.* Estas regiones, tales que cada una rodea a un punto de la celosia,
evidentemente encajan bien y llenan todo el plano; de hecho, la region de
Dirichlet es una clase particular de region fundamental.

La celosia es simétrica por medio de un semigiro alrededor del punto 1 (u
otro cualquiera de la celosia), pues al aplicarlo se intercambian los pares de
puntos de la celosia X¥Y¥, XxY-¥. (En el lenguaje técnico se dice que el
grupo pl tiene un automorfismo de periodo 2 que reemplaza a X y a Y por
sus inversos.) Por lo tanto, la region de Dirichlet es simétrica por un semigiro.
Su forma precisa depende de las longitudes relativas de las traslaciones
generatrices X, Y y del dngulo que forman. Si el dngulo es recto, la region de
Dirichlet serd un rectingulo (o un cuadrado), puesto que el circuncentro de
un tridngulo rectingulo es el punto medio de la hipotenusa. En todos los
demds casos es un exigono (no ha de ser necesariamente un exigono regular;
pero como tiene simetria central, los pares de lados opuestos son iguales y
paralelos).

Si se hace variar la celosia al permitir que el dngulo que forman las
traslaciones X y Y aumente gradualmente hasta 90°, veremos que dos de los
lados opuestos del exdgono se encogen hasta convertirse en vértices, y
entonces los cuatro lados restantes formardn un rectangulo (o un cuadrado).

Las reflexiones en cuatro de los seis lados de la region de Dirichlet
transforman el punto central de la celosia, I, en cuatro o seis puntos
distintos de la celosia, que se llaman naturalmente vecinos del punto 1.

EJERCICIOS
1. Dos lados opuestos cualesquiera de una region de Dirichlet son perpendiculares a
la recta que une sus puntos medios.

2. Dibijense los distintos tipos de celosias que se pueden presentar si se sujeta a X

* G. L. Dirichlet, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 40 (1850),
pags. 216-219.
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y Y a las restricciones siguienteso: pueden tener la misma longitud y el angulo que
formen puede ser de 90° o de 60°. Sedalese la regién de Dirichlet en cada uno de los
casos y averigiiese el grupo de simetria de esta region, que puede ser C,, D3, Dy, o Dg.

42 EL GRUPO DE SIMETRIA DE LA CELOSIA GENERAL

De la investigacion de las simetrias de una estructura matema-
tica dada han surgido siempre los resultados mas poderosos.

E. Artin (1898-1962)

[Artin 1, pég. 54]

Es facil observar que cualquier celosia es simétrica por el semigiro
alrededor del punto medio del segmento que une dos puntos cualquiera de la
celosia [Hilbert y Cohn—Vossen 1, pdg. 73]. Esos puntos medios forman una
nueva celosia de malla més fina, cuyas traslaciones generatrices tienen una
longitud que es la mitad de la de X y Y (véanse los puntos “abiertos” de la
figura 4.2a).

) (- o o o
oY o o XY o e X%y
o o o
E o X o ox?
Figura 4.2a

La celosia “‘general” se presenta cuando los generadores reducidos son de
longitudes diferentes y el dngulo que forman no es de 90° ni 60°. En un caso

.asi, las traslaciones XXY” y los semigiros que hemos mencionado son sus

{inicas operaciones de simetria. En otras palabras, el grupo de simetria de la
celosia general se deriva de pl al afadir una nueva transformacion H, que es
el semigiro alrededor del punto 1. Este grupo se denota por p2 [Coxeter y
Moser 1, pigs. 41-42]. Lo generan el semigiro H y las traslaciones X, Y, en
cuyos términos el semigiro que intercambia los puntos 1 y T = X*YY es HT.
(Adviértase que la misma Tes ya producto de H y HT.) El grupo se genera
también por medio de los tres semigiros HX, H, HY, o (aunque es
redundante) por estos tres y su producto

HX - H+ HY = HXY,

que son semigiros alrededor de los cuatro vértices del paralelogramo de la
figura 4.2:.

Una caracteristica notable de cualquier tridngulo o cualquier cuadringulo
simple (no necesariamente convexo) consiste en que sirven como regiones
fundamentales de p2. Los semigiros alrededor de los puntos medios de los

-,
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tres o cuatro lados siempre se pueden identificar con HX, H, HY (figura
4.2b) o con HX, H, HY, HXY (figura 4.2¢).

Figura 4.2b

EJERCICIOS

I. ;Por qué razon forman los vértices de los cuadringulos de la figura 4.2¢ dos
celosfas superpuestas?

2. Dibijese el mosaico de las regiones de Dirichlet que corresponden a una celosia
determinada. Dividase a continuacién cada region en dos mitades por medio de una
diagonal. El mosaico que resulta es un caso especial del mosaico de tridngulos escalenos
(figura 4.2b) o de cuadringulos irregulares (figufa 4.2¢), segin sea la region de Dirichlet
rectangular o exagonal.
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Lamina 1

43 EL ARTE DE M. C. ESCHER

Los grupos pl y p2 son dos de los grupos discretos de isometria, mds
sencillos, de los diecisiete en los que intervienen dos traslaciones indepen-
dientes. En esta y en la siguiente secciones mencionaremos algunos mas. Los
generadores adecuados de todos ellos se han enumerado en la tabla I de la
pdgina 413.

El desarrollo del arte que consiste en llenar un plano con un disefio que se
repite alcanz6 su climax en la Espafia del siglo trece, cuando los moros
aplicaron los diecisiete grupos en sus intrincados diseiios decorativos de la
Alhambra [Jones 1]. Su inclinacién hacia los disefios abstractos provino de la
estricta observancia del Segundo Mandamiento. El artista holandés M. C.
Escher, que carece de esos escripulos, aplica con gran ingenio estos grupos al
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86  cristalografia bidimensional

G2 = G2

proporcione por si sola la definicion abstracta completa de este grupo
[Coxeter y Moser I, pdg. 43]. Es claro que el jinete y su montura (al
considerar cualquier color) constituyen una region fundamental de Pg. Pero
debemos combinar ambas regiones, una clara con una oscura, para obtener

De
€scarabajos (limina I) parece a primera vista pm, generado por dos reflexio-
nes verticales y una traslacion vertical. Pero al observar cuidadosamente, se
advierte que hay escarabajos oscuros, ademas de los claros, y que los colores

© izquierda de un escarabajo de cualquier color, es generado por una
reflexion vertical en deslizamiento junto con una reflexion vertical, Sj
queremos obtener una region fundamental del 8rupo més “pequefio” pm,
deberemos combinar [a mitad derecha de un escarabajo de un color con la

EJERCICIOS

I.  Ubiquense los ejes de dos reflexiones en deslizamiento tales que generen pg en
kas liminas [ y I1,

2, Dos paralelogramos cualesquiera cuyos lados estén a lo largo de dos direcciones
uales pueden, entre ambos, llenar todo el plano si se les repite por medio de

traslaciones.

4.4 SEIS DISENOS DE LADRJLLOS

En la figura 444 se puede ver que seis de Jos diecisiete grupos espaciales
~ de dos dimensiones Surgen como grupos de simetria de disefios familiares de
rectangulos, a los que podriamos considerar como ladrillos o baldosas. Los
\generadores le sefialan de esta manera: unga linea punteada denota un espejo,
una “lente” denota un semigiro, un cuadrado pequefio denota un cuarto de
- 80 (es decir, una rotacion que recorre 90°)y una “media flecha” denota
- una reflexion en deslizamiento.
" En cada caso, I3 region fundamental se ha sombreado. Esta region se elige
de manera hasta cierto punto arbitraria, con la excepcion de la depmm,
nde queda totalmente limitada por espejos.
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El procedimiento para analizar un disefio asi es el que daremos a
continuaciéon. Tenemos que el grupo de simetria de un solo ladrillo es D, (de
orden 4), que contiene a los subgrupos C, y D;. Si todas las operaciones de
simetria del ladrillo son también operaciones de simetria de todo el disefio,
como se tiene en €mm ypmm, la region fundamental es la cuarta parte de
un ladrillo, dos de los generadores son las reflexiones que generan D,, y el
otro generador es el que transforma nuestro ladrillo en un ladrillo vecino. Si
solamente pertenece a todo el disefio el subgrupo C, o el D, (de la manera
en que C; pertenece a p2 o apgg.y D, a pmgo a pdg).la region
fundamental es la mitad de un ladrillo, y los generadores ya no se
determinan de una manera obvia.
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88 cristalografia bidimensional

Figura 4.4a
EJERCICIO

Se entiende que en todos estos disefios un “ladrillo” es un rectingulo, uno de
cuyos lados es dos veces mayor que el otro. En cada caso, todo ladrillo se relaciona
con el disefo entero de la misma manera en que cualquier otro lo hace. (En lenguaje
técnico, el grupo de simetria es transitivo en los ladrillos.) ;Son estos seis los tinicos
disefios transitivos de ladrillos?

4.5 LA RESTRICCION CRISTALOGRAFICA

El matemdtico, como el pintor o el poeta, es un construc-
tor de disefios. El hecho de que sus disefios sean mds
permanentes que los de los otros se debe a que estin
hechos con ideas.

G. H. Hardy |2, pag. 24]

La relacion completa de los diecisiete grupos espaciales y bidimen-
sionales ocuparia demasiado espacio; pero vale la pena dar aquila elegante
demostracion de Barlow* de que los tnicos subgrupos ciclicos posibles son
Cy, C3, C4, y Cy. Dicho de otra manera:

Los unicos periodos posibles de una operacion rotacional de simetria de
una celosia son 2, 3, 4, 6.

Sea P un centro cualquiera de rotacion de periodo n. Las demis
operaciones de simetria de la celosia transforman a P en infinitos centros
diferentes de rotacion que tienen el mismo periodo. Sea Q uno de estos
centros distintos de P (figura 4.52) tal que esté a la menor distancia
posible de él. Un tercer centro, P', se deriva a partir de P mediante una

* W. Barlow, Philosophical Magazine (6), 1 (1901), pag. 17.
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rotacién que recorre 2m/n alrededor de Q; y un cuarto, P’, se deriva de Q
por medio de una rotacion de 2m/n alrededor de P'. Por supuesto, los
segmentos PQ, QP', P'Q" son todos iguales. Puede suceder que Py Q
coincidan; entonces se tiene que n = 6. En todos los demas casos, debido a
que hemos tomado O a la menor distancia posible de P, tendremos que
PQ'>PQ; por lo tanto, n<4. (Cuando n=4, POP'Q" es un cuadrado.
Cuando n=S5, PQ' es obviamente mas corto que PQ. Cuando n=6, PQ
corta a P'Q’, pero no necesitamos emplear ya Q': tenemos que PP’ < PQ,
que es un resultado suficientemente absurdo.)

Q' ____________________

:i?

Figura 4.5a

EJERCICIOS

l. Si §y T son rotaciones que recorren 27/n alrededor de P y Q, ;qué es T'sT?

2. Si en un grupo discreto de simetria hay dos rotaciones alrededor de centros
diferentes, incluye dos rotaciones de esas que tienen el mismo periodo, y, por lo tanto,
también una traslacion. Si el periodo es mayor que 2, incluye dos traslaciones
independientes.

4.6 MOSAICOS REGULARES

Los diseiios del matemdtico, como los del pintor o el poeta,
han de ser bellos; las ideas, como los colores o las palabras,
deben relacionarse de manera armoniosa. La belleza es la
primera prueba: no hay lugar permanente en el mundo para
las matemadticas feas.

G. H. Hardy [2, pag. 25]

Probablemente, Kepler (1571-1630) fue el primero que investigd las
maneras posibles de llenar el plano con poligonos iguales y regulares.
Encontraremos que resulta conveniente usar el simbolo de Schlifli {p, g} para
describir el mosaico de pégonos regulares donde ¢ de ellos rodean a cada
vértice |Schlifli 1, pag. 213]. Los casos

(6,3}, (4.4}, (3,6}

se representan en la figura 4.6a donde en cada caso el poligono en lineas mas
gruesas es la figura vertical: el gugono cuyos vértices son los puntos medios
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de las g aristas que acuden a un vértice. (Como los mosaicos tienen ciertas
analogias con los poliedros, es natural el empleo de la palabra arista al hablar
de lados comunes de poligonos adyacentes, como también diremos cara para
significar a los poligonos mismos.)

" dial

s, 3 4, af
Figura 4.6a

En busca de una definicion formal, diremos que un mosaico es regular
cuando tiene caras regulares y una figura vertical regular en todos los vértices.

El mosaico {6, 3} se ve con frecuencia en los pisos de los cuartos de
bafio, y también en cualquier panal. {4,4} nos es familiar en las formas de
papel cuadriculado; en términos de coordenadas cartesianas, sus vértices son
los puntos en los que x y y son enteros. {3, 6} es el mosaico dual de {6, 3}
en el sentido siguiente: el dual de { p, ¢} es el mosaico cuyas aristas son las
mediatrices de las aristas de {p, ¢} (véase la figura 4.6b). Asi, el dual de {p,
q} es {q, p}, y viceversa; los vértices de cualquiera de ellos son los centros

de las caras de otro. En particular, el dual de {4, 4} es uno igual a él, (4,
4).

L9 %

Figura 4.6b

Obtenemos con facilidad los valores posibles de p y g al igualar el angulo
de un pedgono, a saber (1 — 2/p)m, con el valor que ha de tener cuando hay
g de estos poligonos reunidos en un vértice:

2w 1, 1_1
( )“q p TVg s
7= HNg— D=4

De las tres maneras posibles de factorizar 4, a saber
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provienen los tres mosaicos que ya hemos descrito. Sin embargo, antes de
afirmar que éstos son los wénicos mosaicos regulares, debemos investigar las
soluciones fraccionarias de nuestra ecuacion; pues podriamos tener —es decir,
podemos concebir— un mosaico de “estrella” {p, g} en el que la cara {p} y
la figura vertical {g} sean poligonos regulares de la clase que consideramos
en § 2.8. Por ejemplo, en la figura 4.6¢ tenemos diez pentigonos que se han
colocado juntos en un vértice comin. Aunque se traslapan, podriamos pensar
en anadir nuevos pentdgonos con la esperanza de formar un mosaico {5, 42}
(cuya figura vertical sea un decagrama), que cubra el plano un nimero
determinado de veces. Pero, como veremos en seguida, este nimero es
infinito.

Consideremos el mosaico regular general {p, ¢}, donde p=n/d. Si
cubriera el plano un numero finito de veces, deberia haber una distancia
minima entre los centros de los pares de caras. Sean P, Q los centros de caras
tales que los separa la distancia minima. Puesto que son centros de rotacion
de periodo n, el argumento del que nos servimos en § 4.5 sefiala que los
Unicos valores posibles de n son 3, 4, 6. Por lo tanto, d = 1, y estos son los
linicos valores posibles de p. En consecuencia, no hay mosaicos regulares de
estrella [Coxeter 1, pag. 112].

Es posible cubrir tres veces una esfera por medio de doce *“pentigonos”
cuyos lados son arcos de los circulos mayores [Coxeter 1, pag. 111].

Figura 4.6¢

Para encontrar el grupo de simetria de un mosaico regular, aplicamos a su
cara el tratamiento que dimos a los ladrillos de § 4.4. Es claro que el grupo
de simetria de {p, g} se deriva del grupo de simetria D, de una de sus caras
al anadir la reflexion en uno de los lados de la cara. Asi, queda generado por
las reflexiones en los lados de un tridngulo cuyos dngulos serin n/p (en el
centro de la cara), /2 (en el punto medio de una arista) y m/q (en un
vértice). Este tridngulo constituye una region fundamental, puesto que se
transforma en tridngulos vecinos por medio de las tres reflexiones gene-
ratrices. Como cada generador conserva invariantes los puntos de uno de los
lados, la region fundamental es Gnica: no se puede modificar mediante sumas
y restas de la manera en que Escher modifica las regiones fundamentales de
algunos grupos.
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La reticula de estos tridngulos, que llena el plano, es cortada por todas las
rectas de simetria del mosaico regular. Las rectas de simetria incluyen las
rectas de las aristas de {p, ¢} y de su dual {g, p}. En el caso del {6, 3} y el
(3,6} (figura 4.6b) estas rectas de las aristas son suficientes: en el caso de
los duales {4,4) necesitaremos considerar también las diagonales de los
cuadrados. Las regiones alternas se han sombreado en la figura 4.6d para
exhibir tanto los grupos completos de simetria pém, p4m como los subgru-
pos “directos” p6, p4 (que consisten en rotaciones y traslaciones) que
preservan los colores y la direccion del sombreado [Brewster 1, pig. 94;
Burnside 1, pdgs. 416, 417].

Pero, en lugar de derivar esta reticula de tridngulos del mosaico regular,
podemos proceder al revés, y derivar el mosaico de la reticula. Con este
propésito, escogeremos un punto de la reticula donde los dngulos sean de
7/p, es decir, donde los p tridngulos sombreados y los ¢ blancos se retinen.
Estos 2p tridngulos se combinan para dar forma a una cara de {p. q}.

\ \\ A

i

LS

=

Figura 4.6d

EJERCICIOS

1. Justifiquese la definicion formal que se dio de “regular” en la péagina 90.
(Implica que las caras son iguales entre si y que los vértices estin rodeados de la misma
manera.)

2. Por medio de un argumento general, demuéstrese que los puntos medios de las
aristas de un mosaico regular pertenecen a una celosia. (/ndicacién: Considérese el grupo
P2 que generan los medios giros alrededor de tres puntos como ésos.)

3. Seiidlense los puntos medios de las aristas de {6, 3}. Verifiquese que pertenecen
a una celosia. ;Constituyen la totalidad de la celosia?

] 4. Tricense porciones de celosfas cuyos grupos de simetria sean p2, pmm,emm,

p4m, p6m.
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4.7 EL PROBLEMA DE LOS PUNTOS COLINEALES DE SYLVESTER

Reductio ad absurdum, que tanto amaba Euclides, es una de
las mejores armas del matemdtico. Es un gambito mucho mds
fino que uno cualquiera del ajedrez: un jugador de ajedrez
puede ofrecer el sacrificio de un pedn o de otra pieza mayor,
pero el matematico ofrece el juego.

G. H. Hardy [2, pég. 34]

Como vimos en § 4.1, una celosia es un conjunto discreto de puntos con
la propiedad de que la recta que une a dos de ellos contiene ademds un
niimero infinito de puntos de la celosia. La figura 4.62 nos muestra una
“huerta” finita en la que nueve puntos estin dispuestos en diez filas de tres
cada una [Ball 1, pag. 105]. Es probable que haya sido al investigar estas
configuraciones que a Sylvester* se le ocurrio el problema que propuso en
1893:

Demuéstrese que no se puede colocar mngin niumero finito de puntos
reales de manera que una recta que pasa por cada dos de ellos pase también
por un tercero a menos que estén todos sobre la misma recta.

= R R Py
Figura 4.7a Figura 4.7b

Ni Sylvester ni ninguno de sus contemporineos pudieron pensar en una
demostracion satisfactoria. El asunto fue olvidado hasta 1933, cuando
Karamata y Erdos lo revivieron, v T. Gallai (aligs Griinwald) finalmente tuvo
éxito, con un argumento bastante complicado. La afirmaciéon “‘negativa”™ de
Sylvester fue redactada de nuevo y “positivamente” por Motzkin: '

Si en el plano real se tiene que n puntos no estin en la misma recta,
existe una recta tal que contiene a dos de los puntos, exactamente.

La demostracion que daremos a continuacion, que se parece un poco a la
demostracion de Barlow de la restriccion cristalogrifica (§ 4.5), se debe a L.
M. Kelly.

* 1. J. Sylvester, Mathematical Questions and Solutions from the Educational
Times, 59 (1893), pdg. 98 (Pregunta 11851). Véanse también R. Steinberg, American
Mathematical Monthly, 51 (1944), pag. 170; L. M. Kelly, ibid., 55 (1948), ;aég. 28; T.
Motzkin, Transactions of the American Mathematical Society, 70 (1951), pag. 452; L.
M. Kelly y W. O. 1. Moser, Canadian Journal of Mathematrics, 10 (1958), pag. 213.
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Los n puntos P,,..., P, estdn unidos por no mds de 3'-n(n — 1) rectas
P\P,, P,P;, etc. Consideremos ahora los pares P, PiP, que consisten en un
punto y una recta de union que no son incidentes. Como no puede haber
mis de 2 n(n —1)(n —2) de estos pares, habrd por lo menos uno, digamos
Py, P;P;, con respecto al cual la distancia P, Q desde el punto a la recta es la
menor distancia de las que ocurren.

Entonces tenemos que la recta P,P; no contiene ningin otro punto del
conjunto, pues si contuviera a P4, habria por lo menos dos de los puntos P,
P;, P4 que quedaran a un lado de la perpendicular P,Q (o también es posible
que uno de los puntos P coincidiera con Q). Denominemos ahora a los
puntos de manera que estos dos sean P,, P;, donde P, estd mas cerca de Q
(o coincide con Q). Entonces P,, P3P, (figura 4.7b) es otro par que estd a
una distancia menor que P, 0, lo que es absurdo.

Esto completa la demostracion de que siempre hay una recta que contiene
exactamente a dos de los puntos. Por supuesto, puede haber mis de una
recta; de hecho, Kelly y Moser han demostrado que el niimero de esas rectas
no es menor que 3n/7.

EJERCICIOS

1. La demostracién anterior implica la presencia de una recta que contenga
solamente dos de los puntos P. El punto Q de hecho esti entre P, y Pj.

2. Si se tiene que n puntos no estin en la misma recta, tienen por lo menos n
rectas diferentes de unién [p Coxeter 2, pag. 31].

3. Tricese una configuracion de n puntos con respecto a los que se obtiene el
limite més bajo de 3n/7 rectas “ordinarias™ que los unen. (/ndicacién: n =1.)
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La semejanza en el plano
euclidiano

Veremos en los tltimos capitulos que la geometria euclidiana no es, en
absoluto, la tnica geometria posible: hay otras clases que son igualmente
logicas, y casi tan utiles como ella; y, en algunos aspectos, mas sencillas. De
acuerdo con el famoso programa Erlangen(la alocucion inaugural de Klein en
la Universidad de Erlangen en 1872), el criterio que distingue a una geometria
de otra es el grupo de transformaciones bajo el cual sus proposiciones
conservan su validez. En el caso de la geometria euclidiana, podriamos
esperar en principio que nuestro grupo fuera el grupo continuo de todas las
isometrias. Pero como tenemos que las proposiciones se conservan vilidas al
alterar la escala de medida, como cuando hacemos una ampliacion fotogra-
fica, el “grupo principal” que corresponde a la geometria euclidiana [Kiein 2,
pdg. 133] incluye también las “semejanzas™ (en las que las distancias pueden
cambiar, aunque, por supuesto, preservan los dngulos). En este capitulo
clasificaremos estas transformaciones del plano euclidiano. Veremos que las
“dilataciones™, en particular, tienen un papel muy util en la teoria del centro
de los nueve puntos de un tridngulo. Estas semejanzas y otras también
“directas” se suelen tratar en los textos habituales, pero las semejanzas
“opuestas” (§ 5.6) parecen haber sido olvidadas, por desgracia.

5.1 DILATACION

“Estoy segura de que al comer uno de estos pastelitos,”

penso, “‘cambiaré de tamario.”... De manera que se tragd
uno ... y con alegria descubrié que se empezaba a encoger
directamente.

Lewis Carroll

[Dodgson 1, Capitulo 4]

: : 95
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Resulta conveniente extender la definicion habitual de paralela al afirmar
que dos rectas (infinitas) son paralelas cuando no tienen ningin punto en
comin o cuando tienen dos puntos en comin. (En este ultimo caso las rectas
coinciden.) Esta convencion nos permite afirmar que, sin excepcion,

5.11 Para todo punto Ay recta r, hay una sola recta que pasa por Ay
es paralela a r.

Se dice que dos figuras son homotéticas cuando son semejantes y se
encuentran colocadas de manera semejante, es decir, si las relaciona una
dilatacién, que se definird de la manera siguiente [Artin 1, pag. 54]:

Una dilatacién es una transformacion que preserva (o invierte) la direc-
cion: es decir, transforma toda recta en una paralela a ella.

A Q B

Figura 5.1a

5.12 Dos segmentos de recta paralelos AB, A'B' se relacionan por medio

de una dilatacion tnica AB > A'B".

Pues tenemos que todo punto P que no esté en AB se transforma en el
punto P', que es el punto de interseccion de la recta que pasa por A'yes
paralela a AP con la recta que pasa por B’y es paralela a BP (figura 1.5a); y
todo punto Q que esté en AB se transforma en el punto Q', que es el punto
de interseccion de A'B’ con la recta que pasa por P'y es paralela a PQ.

“ Dicho de otra manera, una dilatacion queda totalmente determinada por

" su efecto en dos puntos dados cualquiera [Coxeter 2,851].*

Es evidente que la inversa de la dilatacion AB -4 B’ es la dilatacion
A'B' - AB. También se tiene que AB — AB es la identidad, AB - BA es un
semigiro (alrededor del punto medio de AB), y si ABB'A’ es un paralelo-
gramo, AB - A'B' es una traslacién.
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Cuando se tiene cualquier dilatacion distinta de la identidad, se pueden
escoger los dos puntos A4 y B tales que 4 no sea un punto invariante v AB
no sea una recta invariante. Una dilatacion asi AB—~A'B' (figura 5.1b)
transforma a un punto cualquiera P de A4’ en un punto P' situado en la
paralela que pasa por A', que es la misma AA’. Igualmente, transforma a un
punto cualquiera @ de BB' en un punto Q' de BB'. Si AA" y BB' no son
paralelas, estas dos rectas invariantes se intersectardn en un punto invariante
O. En consecuencia,

5.13 Toda dilatacion que no sea también una traslacion tiene un punto
invariante.

Este punto invariante O es unico. Pues una dilatacion que tenga dos
puntos invariantes no puede ser sino la identidad, que se puede considerar de
manera razonable como una traslacion, a saber, la traslacion que recorre una
distancia de cero [Weyl 1, pdg. 69].

" Es claro que un punto cualquiera P se transforma en un punto P’ de OP.
Escribamos

OF = \OP,

donde por convencion el nimero A serd positivo o negativo segin estén
situados P y P’ en el mismo lado de O o en lados opuestos. Con la ayuda de
algunos tridngulos homotéticos (como los de la figura 5.16) podremos ver
que A es constante, es decir, independiente de la posicion de P. Tenemos,
incluso, que un segmento cualquiera PQ serd transformado en un segmento
de longitud | A | veces la longitud original y en direccién opuesta cuando
A <0. Emplearemos como simbolo de la dilatacién cuyo centro es O y que
estd en la razén X, O(X). (Court [2, pig. 40] prefiere “(O, A)™.) -

En particular, podemos afirmar que O(1) denota la identidad y que
O(—1) denota un semigiro. Es claro que las tnicas dilataciones que también
son isometrias son los semigiros y las traslaciones. En el caso de una
traslacion, el simbolo O(X) pierde su utilidad,

Figura 5.1c

EJERCICIOS

1. ;Cudl es la inversa de la dilatacion O(N)?

2. Siel producto de @1(\;) ¥ O3 (\g) es O (\;)3), ;dbnde estd 07

3. Exprésese la dilatacion O(N\) en términos de (a) coordenadas polares, (b)
coordenadas cartesianas.
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98 la semejanza en el plano euclidiano

4. Expliquese el funcionamiento del pantdgrafo (figura 5.1c), el instrumento que
invento Christoph Scheiner hacia 1630 con el propdsito de hacer copias, reducidas o
aumentadas, de cualquier figura dada. Se compone de cuatro varillas rectas con bisagras
en los extremos que son los vértices de un paralelogramo A4 BC, cuyos dngulos pueden
variar. Los tres puntos colineales O, P, P' situados en las barras AA4', AC, A'B
respectivamente conservan su colinealidad cuando se altera la forma del paralelogramo.
El instrumento tiene un centro de rotaciéon en O. Al insertar la puntilla de un lapicero
en P' y una punta de trazado en P (o viceversa), y se recorre con la segunda la linea de
una figura dada, la puntilla de lapicero dibuja la copia homotética. Las posiciones de O
y P son ajustables en sus varillas correspondientes de manera que se puedan elegir
distintas razones de las proporciones OA : O4”. (Se ha de tener cuidado, por supuesto,
para que O y P se mantengan colinealmente con respecto a P.)

5. ;Como se ha de modificar el pantdgrafo de manera que se obtenga una
dilatacién O()\), donde A sea negativa?

5.2 CENTROS DE SIMILITUD

Me he preguntado con frecuencia cudl serd la razén de haber
metido la “‘similitud” en la geometria elemental. . .. Estoy
seguro de que los muchachos se sentirian considerablemente
mds tranquilos frente al problema de un par de circunfe-
rencias si les hablaramos sencillamente de centros de “‘seme-
Janza”, en lugar de hacerles imaginar que es una idea nueva la
que se les insinua.

E. H. Neville (1889-1961)

Figura 5.2a

La dilatacion O(\), que transforma a C en C', transforma el circulo de
centro C' y de radio r en un circulo de centro C' y de radio |A| r. Y de la
manera contraria, si dos circunferencias como las que vemos en la figura 5.2a,
tienen centros diferentes C, C' y radios desiguales a, a', se relacionan por
medio de dos dilataciones, O(a'/a) y O,(—d'[a), cuyos centros O y O,
dividen al segmento CC’ externa e internamente en la proporcion de a:a'
[Court 2, pdg. 184]. A estos puntos O y O, se les llama centros de similitud
de las dos circunferencias. Para construirlos, tomamos un didmetro arbitrario
PCP, del primer circulo y un radio paralelo del segundo, C'P’ (dénde P’ estd en
el mismo lado de CC’ que P); entonces O se encuentra en PP’y O, en P, P’

www.elsolucionario.net
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Cuando dos circunferencias son concéntricas o iguales, se siguen relacio-
nando por dos dilataciones, pero solamente hay un centro de similitud. En el
caso de las circunferencias concéntricas, se debe a que ambas dilataciones tienen
el mismo centro. En el caso de las circunferencias iguales, se debe a que una de
las dilataciones es una traslacion, que no tiene centro (la otra es un semigiro
alrededor de O, que es ahora el punto medio de CC".)

A. Vandeghen v R. Veldkamp (American Mathematical Monthly, 71 (1964), pig. 178)
descubrieron que, con respecto al tridngulo que se estudié en el ejercicio 10 de § 1.5
(pagina 39), los centros de similitud de las dos “‘circunferencias de Soddy™ son el incentro
y el punto de Gergonne, que es ¢l punto al que concurren las rectas que unen los vértices
con los puntos de contacto de los lados respectivamente opuestos y la circunferencia
inscrita.

EJERCICIOS

1. Si dos circunferencias iguales carecen de un punto en comun, tienen dos tangentes
paralelas y comunes, y otras dos tangentes comunes que pasan por @y (la mitad del camino
entre los centros). Si las circunferencias se tocan, tienen solamente tres tangentes comunes.
Si se intersectan, no tienen més que las dos tangentes paralelas comunes a ambos.

2, Una tangente comiin a dos circunferencias desiguales pasa por uno de los centros de
similitud. Dibujense las posiciones de los centros de similitud y sefidlese el nimero de
tangentes comunes en los cinco casos esencialmente diferentes de dos circunferencias como
ésas. (Dos de los casos se encuentran en la figura 5.24.)

3. A partir de dos dilataciones O(N), @ ()\;), donde A5, , describase la posicion de
un punto tnico, C, en el cual ambas tienen el mismo efecto.

5.3 EL CENTRO DE LOS NUEVE PUNTOS

Considérese un tridngulo arbitrariamente elegido ABC, cuyo circuncentro sea
0, tenga centroide G y ortocentro H. Sean A'B'C’ los puntos medios de los
lados, y A"B"'C" los puntos medios de los segmentos HA, HB, HC, como se
tiene en la figura 1.7a. Es claro que los dos tridngulos A'B'C’, A"B"C" son
homotéticos con respecto a ABC, pues se han derivado de ABC mediante las
dilataciones respectivas G(—4), H(4). Por medio de la segunda dilatacion se
puede demostrar de una manera nueva que las medianas son concurrentes y se
trisecan unas a otras.

Puesto que G(——;—) y H(é-) son las dos dilataciones por medio de las que se
puede derivar la circunferencia de los nueve puntos a partir de la circunferencia
circunscrita [Court 2, pag. 104], los puntos G, H son los centros de similitud de
las dos circunferencias correspondientes, y la recta de Euler GH contiene los
centros de ambas: no solamente el circuncentro O, como ya sabiamos, sino
también el centro de los nueve puntos, N. Como los valores de u con respecto a
las dilataciones son -1, el radio de los nueve puntos es la mitad del circunradio,
y los centros de similitud H, G dividen al segmento ON externa e internamente
en la proporcion de 2 : | (figura 5.3a). Asi, tenemos que N es el punto medio
de OH.

o o
(0] G N H

Figura 5.3a

www.elsolucionario.net



100 la semejanza en el plano euclidiano

EJERCICIOS

1. Por medio de coordenadas cartesianas, encuéntrense las ordenadas y de los centros
0, G, N, H del tridngulo isdsceles cuyos vértices estan en (0, 10), (£6, — 8).

2. Si ABCH es un cuadringulo ortocéntrico (véase 1.72), las cuatro rectas de Euler de
los tridngulos BCH, CAH, ABH, ABC concurren a un mismo punto.

5.4 ELPUNTO INVARIANTE DE UNA SEMAJANZA

Cuando se amplifica una figura de manera que se conserve su
forma, todas sus rectas siguen siendo rectas, y sus dngulos
siguen siendo congruentes consigo mismos. Todas las partes de
la figura se amplifican por igual. Cuando una figura es la copia
amplificada de otra, se dice que las dos son semejantes El grado
de amplificacion que interviene para que una figura sea igual a
la otra se llama razon de similitud. La razén de dos rectas de
una figura serd igual a la razén de las dos rectas correspon-
dientes de la otra.

W. K. Clifford (1845-1879)

(Mathematical Papers, pig. 631)

Una semejanza (o “transformacion semejante™, o “similitud’) es una trans-
formacion que lleva cada segmento AB a un segmento A'B’, de longitud dada
por
donde p es un nimero constante y positivo (igual para todos los segmentos) que
se llama razén de amplificacion (la “razon de similitud” de Clifford). En conse-
cuencia, un tridngulo cualquiera se transforma en otro semejante a €l, y un
dngulo cualquiera en otro semejante (u opuesto). Cuando p = 1, la semejanza es
una isometria. Otros casos especiales son los de las dilataciones O(x p).

A

Figura 5.4a Figura 5.4b

Un caso menos conocido es el de la rotacion dilatativa (o “semejanza de
espiral”, figura 5.44), que es el producto de una dilatacion O(u) y de una
rotacion alrededor de 0. Otro lo constituye la reflexion dilatativa (figura 5.4b)
que es el producto de una dilatacion O(u) y la reflexion en una recta que pase
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por O. No obtendremos ningin elemento nuevo (en cualquiera de los casos)
al substituir esta dilatacion O(u) por O(— ). Esto se debe a que, como
O(—w=0(—1) "+ 0(pn), y O(— 1) es un semigiro, el producto de O(u) y una
rotacion que recorra un dngulo o alrededor de O es igual al producto de
O(—p) y una rotacion que recorra un dngulo a + m; y puesto que O(—1) es
el producto de dos reflexiones perpendiculares, el producto de O(u) y la
reflexion en una recta m que pase por O es igual al producto de O(—pu) y
la reflexion en la recta que pase por O y es perpendicular a m. De hecho, una
reflexion dilatativa tiene dos rectas perpendiculares que se conservan invarian-
tes (sus ejes), que son las bisectrices interna y externa de L A0A' (y de
L BOB').
Entonces, es evidente que (cf. 3.11)

5.41 Dos triangulos semejantes cualesquiera ABC, A'B'C' se relacionan
por medio de una semejanza tinica ABC - A'B'C’, que serd directa u opuesta
de acuerdo con que el sentido de A'B'C’ concuerde o no con el de ABC.

Dicho de otro modo, una semejanza se determina completamente por su
efecto en tres puntos no colineales cualquiera. Por ejemplo, los dos triingulos
CBF, ACF que se emplearon para demostrar el teorema de Pitdgoras (figura
1.3d) se relacionan mediante una rotacion dilatativa, que es el producto de la
dilatacion F(AC/CB) y un semigiro; y los dos tridngulos ABC, ACF (de la
misma figura) se relacionan mediante una reflexion dilatativa cuyos ejes son
las bisectrices del dngulo 4. -

He aqui otra manera de expresar la misma idea:

Dos segmentos cualesquiera de recta, AB, A'B’, se relacionan por medio de
exactamente dos semejanzas: una directa y otra opuesta.

Por ejemplo, se puede completar el segmento AB, de manera que forme
un cuadrado ABCD en ambos extremos de la recta AB, y hay dos maneras
también de colocar un cuadrado A'B'C'D' en A'B'. La semejanza

ABCD — A'B'C'D’

serd directa u opuesta segin concuerden o no los sentidos alrededor de
ambos cuadrados.

Figura 5.4¢
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El teorema S5.13 nos sugiere la posibilidad de que toda semejanza en la
que pu# | tenga un punto invariante.

Si una semejanza dada no es una dilatacion, hay alli por lo menos una
recta que no ha sido transformada en su paralela. Sean AB y A'B' segmentos
correspondientes en un par de esas rectas, y quede la semejanza existente
(directa u opuesta) determinada por paralelogramos ABCD vy A'B'C'D',
semejantes, pero no congruentes (por ejemplo, por cuadrados, como se hizo
anteriormente).

Denotemos por P, @, R, S los puntos de interseccion de los pares de
rectas correspondientes AB y A'B', BCy B'C’,CDy C'D', DA y D'A’, como
en la figura 5.4c. Supongamos que la semejanza existente transforma a P (de
AB)en P’ (de A'B)y a R (de CD) en R’ (de C'D"). Sea O el punto comin
de las rectas PR, PR’ (que no pueden ser paralelas, pues de lo contrario,
PRR'P’ seria un paralelogramo y los segmentos PR, P'R' serian congruentes,
lo que contradice la hipétesis de que P'R' = uPR). Puesto que los pares de
puntos PP' y RR’ quedan en las paralelas A'B" y C'D’, tenemos

oP _oF
OR ~ OR"

Por lo tanto, la semejanza conserva invariante a O. Ademis, O es el unico
punto invariante. Pues si una semejanza donde ps 1 tuviera dos puntos
invariantes 0, y O, la distancia 0,05 quedaria sin cambio alguno, en lugar
de ser multiplicada por . En consecuencia,

542 Toda semejanza que no sea una isometria tiene un solo punto
invariante.

Figura 5.4d

Pero si incluso se nos dan dos paralelogramos semejantes ABCD y
A'B'C'D', podemos emplear el método que se sefiala en la figura 5.4d para
construir el centro de la semejanza que los relaciona. Pues una vez que se
observa que O estd en la recta PR, podemos aplicar el mismo proceso de
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razonamiento (donde emplearemos BC y DA en lugar de AB y CD) para
demostrar que O estd en la recta 0. Tenemos aqui una recta diferente, pues
si P, Q, R, S fueran puntos colineales tendriamos que

B s P4 RC_RQ.RC
PE PO PP ' RD_RS RD
lo cual hace tanto a P como a R invariantes. En consecuencia, O se puede
construir como el punto de interseccion de las rectas PR y QS.

EJERCICIO

;Cémo podria emplearse la idea de continuidad para demostrar de otra manera el
teorema 5.427

5.5 SEMEJANZA DIRECTA

Considérese una semejanza directa determinada, cuya razén de ampliacién
i no sea 1. Como hay un punto invariante, sea O, esta semejanza se podra,
expresar como producto de la dilatacion O(u) y una isometria directa tal que
conserve invariante a O. Por el teorema 3.14, esa isometria no es sino una
rotacion alrededor de O. Por lo tanto,

5.51 Toda semejanza directa que no es una isometria, es una rotacion
dilatativa.

EJERCICIOS

1. ;Cuil es el producto de dos rotaciones dilatativas?

2. ;Como hay que proceder para, a partir de dos circulos, ubicar el punto
invariante de la semejanza directa que relaciona a dos segmentos de rectaincongruentes
que se han determinado sobre rectas no paralelas? [Casey 1, pag. 186.]

5.6 SEMEJANZA OPUESTA

Considérese una determinada semejanza opuesta cuya razon de ampliacion
i no sea 1. Como existe un punto invariante, sea O, nuestra semejanza podra
expresarse como producto de la dilatacion O(u) y una isometria opuesta que
conserve invariante a . Mediante el teorema 3.14, podemos afirmar que esa
isometria no es sino una reflexion en una recta que pasa por O. Por lo tanto,

5.61 Toda semejanza opuesta que no es una isometria, es una reflexion
dilatativa.

EJERCICIOS

1. Si se dibujan dos mapas del mismo pais a escalas diferentes en papel de china y
se superponen, habra un solo lugar que representa el mismo punto en ambos mapas. (Se
debe entender que uno de los mapas puede colocarse sobre el otro por el anverso o el

« reverso.) [Lachlan 1, pdgs. 137, 139.]

2. Cuando se tiene que todos los puntos P en una recta AB se relacionan mediante

una semejanza con todos los puntos P en A’B’, los puntos que dividen a los segmentos
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104 la semejanza en el plano euclidiano

Figura 5.6a

PP en la razén de AB : A'B' (interna o externamente) son distintos y colineales o, de
no ser asi, coinciden todos.

3. Si S es una semejanza opuesta S? es una dilatacion.

4, ;Qué es el producto de (a) dos reflexiones dilatativas? (b) una rotacion y una
reflexion dilatativas?

5. Sean AB y A'B' dos segmentos de recta de diferentes longitudes. Sean A} y A3
tales que dividan a AA" en la razon de AB . A'B'. interna y externamente (como se tiene
en la figura 5.62). Sean B, y B tales que dividan a BB' de la misma manera. Entonces,
las rectas A 1B, y A2B2 forman un dingulo recto y son los ejes de la reflexion dilatativa
que transforma a AB en A'B'. [Lachlan 1, pag. 134; Johnson 1, pag. 27.] (Se supone
tacitamente que A, #By y Ag #B,. Sin embargo, siAy y By coinciden, los ejes serdn
A B y la recta perpendicular que pasa por Asz.)

6. Describase la transformacion

(r,0) — (. 0 + a)
de coordenadas polares, y la transformacion

(x,y) = (px. — py)

de coordenadas cartesianas.
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Circulos y esferas

Este capitulo muestra la manera en la que la geometria euclidiana, en la
que las rectas y los planos tienen un papel fundamental, puede extenderse a
la geometria inversiva, en la que el mismo papel lo toman los circulos y las
esferas. Y veremos también la manera de substituir la afirmacién obvia, que
dice que las rectas y los planos no son sino circunferencias y superficies
esféricas de radios infinitos, por la mas sofisticada que sefiala que las rectas y
los planos son las circunferencias y superficies esféricas que pasan por un
punto “ideal”, al que se le llama “punto en el infinito”., En §6.9 estu-
diaremos brevemente una geometria ain menos habitual, que se llama
eliptica, y es una de las celebradas geometrias “‘no euclidianas”.

6.1 LA INVERSION EN UN CIRCULO

(Serd posible que todos los grandes cientificos del pasado
hayan estado en realidad jugando, dentro de un juego en el
que las reglas no las ha escrito el hombre sino Dios? ... Al
Jjugar, no se pregunta por qué se juega; se juega, sencilla-
mente. El juego carece de codigo moral, aparte del extraiio
codigo que se impone misteriosamente en el juego. ... Uno
puede buscar en la literatura cientifica sefiales de motivacion,
pero serd un esfuerzo vano, Y en lo que se refiere al extraiio
codigo moral que los cientificos observan, ;qué puede ser
mads raro que la consideracion abstracta de la verdad en un
mundo tan lleno de mentira, de cosas que se esconden y de
prohibiciones? . . . Al poner a su consideracién esta idea de
que la mente humana alcanza un estado 6ptimo cuando juega,
Yo mismo estoy jugando, y esto me hace sentir que en lo que
digo puede haber un elemento de verdad.

1. L. Synge (1897 ) s
* Hermatena, 19 (1958), pag. 40; se cita con la autorizacion del editor.
105
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Todas las transformaciones que hemos estudiado hasta el momento han
consistido en semejanzas, que transforman rectas en rectas y angulos en
dngulos iguales. La transformacion que se llama inversién, que inventd L. J.
Magnus en 1831, es novedosa en un aspecto, pero conocida en otro:
transforma a rectas en circunferencias, pero continia transformando dngulos
en dngulos iguales. Como la reflexion y el semigiro, es involutoria (es decir,

de periodo 2). Como la reflexion, tiene una infinidad de puntos invariantes; -

éstos no se encuentran en una recta, sino en una circunferencia, y el centro
del circulo es “singular”: jcarece de imagen!

Figura 6.1a

A partir de un circulo fijo cuyo centro es O y cuyo radio es k, definimos
el inverso de un punto cualquiera P (que no sea Q) como el punto P' del
rayo OP tal que su distancia a O satisface la ecuacion ¥

OP x.0OP = K=

La consecuencia de esta definicion es que el inverso de P' serd el mismo P.
Ademds, todo punto que quede fuera del circulo de inversion se transforma
en un punto del interior, y todo punto del interior (con la excepcion de O,
el centro) en un punto del exterior. El circulo es invariante en el sentido
estricto de que todos sus puntos son invariantes. Toda recta que pase por O
serd invariante en su conjunto, mas no punto por punto.

El inverso de un punto dado P (distinto de 0) que esté dentro del circulo
de inversion, se puede construir al considerar el extremo T de la cuerda que
pasa por P y es perpendicular a OP, como se tiene en la figura 6.la.
Entonces, la tangente en T cortard a la prolongacién de OP en el punto que
se busca, P. Como tenemos que los tridngulos rectangulos OPT, OTP' son
semejantes y que OT =k,

OP. .k

k or

Para construir el inverso de un punto dado P, situado en el exterior del
circulo de inversion, sea T uno de los puntos de interseccion de este circulo
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con uno nuevo que trazamos con didmetro OP' (figura 6.1a). Entonces, el
punto que queremos encontrar es el pie de la perpendicular desde T a OF'.

Cuando OP >k, se puede construir con facilidad el inverso de P por
medio del compgs, sin que intervenga la regla. Con este fin, tomese la
circunferencia que pasa por O y cuyo centro es P, que cortard al circulo de
inversion en Q@ y Q'. Entonces tenemos que P’ es la segunda interseccién de
las circunferencias que pasan por O de centros Q y Q'. (Esto se comprende
con facilidad al observar los tridngulos isésceles semejantes POQ, QOP'.)

Hay una relacion interesante entre la dilatacion y la inversion:

611 £l producro de las inversiones en dos circulos concéntricos cuyos
radios son k y k' es la dilatacion O(u), donde pu = (k'/k)?.

Para demostrar esta afirmacion, observemos que este producto transforma
a P en P" (de OP), donde

OP X OP' = k2, OP' x OP" = k'?

y por lo tanto, oP” it (i(.r)g
oP k)
EJERCICIOS

I. Por medio solamente del compés, constriyanse los vértices de un exdgono
regular.

2. Por medio solamente del compds, ubiquese el punto B tal que el segmento OB
sea el doble de un segmento dado OA.

3. Por medio solamente del compas, constriiyase el inverso de un punto que dasta
1k del centro O del circulo de inversion. Describase un procedimiento para invertir
puntos que estén arbitrariamente cerca de O.

4. Por medio solamente del compas, biséquese un segmento dado.

5. Por medio solamente del compds, triséquese un segmento dado. Describase un
procedimiento para dividir un segmento en cualquier niimero de partes iguales.

Nota. Los problemas anteriores pertenecen a la Geometria del Compids, que fue
desarrollada de modo sndcpcndlenlc por G. Mohr en Dinamarca (1672) y por L.
Mascheroni en Italia (1797). La versién concisa de toda la historia se puede encontrar en
Pedoe [1, pigs. 23—25] o Courant y Robbins [1, pags. 145-151].

6.2 CIRCULOS ORTOGONALES

Como circulo soy un objeto feliz:
Considera que la dichosa perpendicular
Que se yergue en el beso de tangencia
Ha de alcanzar mi centro, mi avatar,
Soy hermoso, y no obstante

Bastan 3 puntos para determinarme. *

Christopher Morley (1890— )

* A circle is a happy thing to be—
Think how the joyful perpendicular
Erected at the kiss of tangency

Must meet my central point, my avatar.
And lovely as I am, yet only 3

Points are needed to determine me.
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Se dice que dos circulos son orfogonales si se cortan en dngulos rectos, es
decir, si se intersectan en dos puntos en los que el radio de cada uno es una
tangente del otro (figura 6.2a)

De Euclides I11.36 (véase la pag. 30) podemos deducir que una circun-
ferencia cualquiera que pase por dos puntos inversos es invariante: el circulo
de inversion la descompone en dos arcos que se relacionan entre si
inversamente: uno, invertido, es el otro. Ademads, un circulo asi es ortogonal
con respecto al circulo de inversion, y se puede afirmar que, en este sentido,
todo circulo ortogonal al circulo de inversion es invariante. Por un par de
puntos inversos podemos trazar todo un haz de circulos (una infinidad de
ellos), tales que todos serin ortogonales al circulo de inversion. En con-
secuencia,

621 El inverso de un punto dado P es la segunda interseccion de dos
circulos cualquiera que pasan por Py son ortogonales al circulo de inversion.

Figura 6.2a

Por medio de los comentarios anteriores se llega a una solucion sencilla al
problema de trazar por un punto dado P una circunferencia (o una recta)
ortogonal a dos circulos dados. Sean Py, P, los inversos de P en ambos
circulos. Entonces la circunferencia PP, P, (o la recta por los tres puntos, si
se tiene que sean colineales) es ortogonal a los dos circulos dados.

Si O y C son los centros de dos circulos ortogonales w y v, como se tiene
en la figura 6.2a, la circunferencia del circulo cuyo didmetro es OC pasa por
los puntos de interseccion T, U. Todos los demas puntos de esta circun-
ferencia estin dentro de uno de los dos circulos ortogonales y fuera del otro.
Por lo tanto, si a y b son dos perpendiculares que pasan respectivamente por
O yC,obienatocaayybtocaaw,obienacortaayy b queda fuera de
w, o bien @ queda fuera de v y b corta a w.

6.3 INVERSION DE RECTAS Y CIRCULOS

Hemos visto que las rectas que pasan por O se invierten én si mismas.
;Qué sucede con otras rectas? Sea A el pie de la perpendicular que va de O
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inversion de rectas y circulos 109

Figura 6.3a

a una recta que no pase por 0. Sean A’ el inverso de 4 y P’ el inverso de
otro punto cualquiera de la recta. (Véase la figura 6.3¢, donde, con el fin de
simplificar, no se ha dibujado el circulo de inversién.) Como

OP X OP' = k? = OA x 0A’,

los tridngulos OAP, OP'A’ son semejantes y la recta AP se invierte en la
circunferencia cuyo didmetro es OA’, que es el lugar geométrico de los
puntos P’ desde los que OA’ subtiende dngulos rectos. Asi, una recta
cualquiera que no pase por O se invierte en una circunferencia que pasa por
0, y viceversa.

Figura 6.3b

Finalmente, ;qué sucederd con un circulo que no pase por 0?7 Sea P un
punto cualquiera de su circunferencia, donde el centro es C y sea Q nueva-
mente el punto donde OP corta a la circunferencia. Por Euclides II1.35
nuevamente, el producto
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es independiente de la posicion de P en la circunferencia. De acuerdo con
Jacob Steiner (1796—1863), llamaremos a este producto potencia de O con
respecto al circulo. Es positiva cuando O estd afuera del circulo, cero cuando
estd en la circunferencia, y se le considera naturalmente negativa cuando O
estd dentro (de manera que OP y OQ se miden en direcciones opuestas). Sea
la dilatacion O(k?/p) que transforme al circulo dado y su radio CQ en otro
circulo (o tal vez el mismo circulo) y su radio paralelo DP' (figura 6.3b, cf.
figura 5.24), de manera que

OP _ 0D _k

00 o€ S p’
Como OP X 0Q = p, tenemos, al multiplicar,

OP x OP' = k2.

Asi, P' es el inverso de P,y el circulo cuyo centro es D es el inverso que
busciabamos del circulo de centro C. (El punto D suele no ser el inverso de
()

Asi, hemos demostrado que el inverso de un circulo que no pasa por O es
otro circulo de la misma clase. o tal vez el mismo circulo dado. La ultima
posibilidad se presenta solamente en dos casos: (1) cuando el circulo dado es
ortogonal al circulo de inversion, de manera que p = k* y la dilatacion es la
identidad; (2) cuando el circulo que se da es el mismo circulo de inversion,
de manera que p = —k? y la dilatacién es un semigiro.

Cuando p es positivo (véase la mitad izquierda de la figura 6.3b), de
manera que O queda fuera del circulo cuyo centro es C, este circulo serd
ortogonal al circulo cuyo centro es O y cuyo radio es v/ p; es decir, el
segundo circulo permanece invariante bajo la inversién con respecto al
primero. En efecto, hemos expresado la inversion dada como producto de la
nueva inversion, que lleva P a Q y la dilatacion O(k? Ip), que lleva Q a P
Cuando p es negativa (como se tiene en la mitad derecha de la figura 6.3b), P
y Q se intercambian por una “anti-inversion:” el producto de una inversion
cuyo radio es v/ —p y un semigiro [Forder 3, pdg. 20].

Cuando estudiamos las isometrias y las demds semejanzas, sefialamos las
diferencias entre las transformaciones directas y las opuestas al observar sus
efectos en un tridngulo. Como al examinar este aspecto solamente nos
preocupa el sentido, podriamos haber reemplazado el tridngulo por su
circunferencia circunscrita. Podemos continuar sefialando la distincion en las
inversiones (y sus productos), que transforman circulos en circulos. En lugar
de un tridngulo, nos serviremos de un circulo: no uno cualquiera, sino
“pequefio”, cuyo inverso serd también “pequefio”, es decir, un circulo dentro
del cual no esté O. Volvamos a referirnos a la figura 6.3b, mitad izquierda,
para observar que P y O describen en sentidos opuestos la circunferencia del
circulo de centro C, mientras Q y P’ describen dos circunferencias en el
mismo sentido. De esta manera, tenemos que los puntos inversos entre si, Py
P’ proceden en sentidos opuestos, y

La inversion es una transformacion opuesta.

Por lo tanto, tendremos que el producto de un nimero par de inversiones
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serd directo. Tenemos un caso familiar: el producto de las inversiones con
respecto a dos circulos concéntricos es una dilatacion.

Figura 6.3d

EJERCICIOS

I. Con cualesquiera dos circulos desiguales que no se corten, se tiene que uno de
los dos centros de similitud (§5.2) es el centro de un circulo que invierte a cualquiera
de los circulos originales en el otro. Para dos circulos intersecantes desiguales, ambos
centros de similitud tienen esta propiedad. ;Qué sucede en el caso de circulos
intersecantes iguales?

2, Expliquese el modo de accién de la celda de Peaucellier (figura 6.3¢), el
instrumento que inventd A. Peaucellier en 1864 con el propésito de trazar el inverso de
cualquier lugar geométrico dado. Se compone por cuatro varillas iguales, todas ellas
sujetas con bisagras en los vértices de un rombo APBP', y dos varillas (mis largas)
iguales entre si que conectan dos vértices opuestos, 4 y B con un punto de apoyo fijo
O. Cuando se inserta una puntilla de lapicero en P’ y una punta de trazado en P (o
viceversa), y se lleva la segunda sobre las curvas de una figura, la primera traza la figura

*inversa. En particular, si se introdujeran una séptima varilla y otro punto de apoyo, de
manera que P se mantenga sobre una circunferencia que pasa por O, ¢l lugar geométrico
de P’ serd una recta. Este eslabonamiento constituye una solucion exacta al problema de
convertir un movimiento circular en otro rectilineo. [Lamb 2, pig. 314.]

3. Expliquese el funcionamiento de los eslabones de Hart (figura 6.3d), el instru-
mento que inventé H. Hart en 1874 con el mismo propésito que el de la celda de
Peaucellier. Solamente intervienen cuatro varillas, con bisagras en los vértices de un
“paralelogramo cruzado™ ABCD (donde AB =CD, BC =DA). Los tres puntos colineales
O, P, P' en las varillas correspondientes AB, AD, BC se conservan colineales cuando la
forma del paralelogramo cruzado se altera (es decir, permanecen en una recta paralela a
ACvya B]D). Como anteriormente, el instrumento se apoya en el punto fijo O. [Lamb 2,
pag. 315.

4. Sea p la potencia de un punto exterior O con respecto al circulo de radio r.
Entonces, el circulo con centro en O y radio k invierte a Y en un circulo de radio kzr!p.

6.4 EL PLANO INVERSIVO
Visto lo cual dijo el Plomero con voz de fastidio: *'Sugiero
que nos dirijamos de inmediato al infinito.”
J. L. Synge [2, pdg. 131]
Hemos visto que la imagen de un punto dado P por reflexién en una recta
(figura 1.3b) es la segunda interseccién de dos circunferencias cualquiera que

pasan por Py son ortogonales al espejo, y que el inverso de P en un circulo
es la segunda interseccién de dos circunferencias cualquiera que pasan por P
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y son ortogonales al circulo de inversion. Debido a esta analogia, se dice a
veces que la inversion es una “reflexién en un circulo™ [Blaschke 1, pdg. 47],
y extendemos la definicion de circulo de modo que podamos incluir su
circunferencia como una linea recta en un caso especial (o “limite”): un
circulo de radio infinito. Podemos decir entonces que tres puntos cuales-
quiera se encuentran en una circunferencia unica y que un circulo cualquiera
se invierte en un circulo.

Al proseguir con el mismo espiritu, extendamos el plano euclidiano
mediante la invencion de un punto en el infinito “ideal” O', que es
simultineamente punto comin y el centro comin de todas las rectas, cuando
las consideramos como circunferencias de radio infinito. Dos circulos que
tienen un punto comin o bien se tocan o bien se vuelven a cortar. Esto
conserva su obviedad cuando una de ellas se reduce a una recta. Cuando
ambas son rectas, o bien son paralelas, y en ese caso se tocan en O, o bien
se intersectan, y en ese caso O' es el segundo punto de interseccion [Hilbert
y Cohn—Vossen 1, pag. 251].

Podemos afirmar ahora que fodo punto tiene un inverso. Todas las rectas
que pasan por O, como son “circunferencias” de circulos ortogonales al
circulo de inversién, se vuelven a cortar en O', el inverso de O. Cuando se
tiene que el centro O es el mismo O, la “circunferencia” del circulo de
inversion es una recta’'y la inversion se reduce a una reflexion.

Cuando se anade al plano euclidiano 0', se llama plano inversivo (o
“conforme”).* En este plano se basa la inversion para alcanzar un srafus
pleno como ‘“‘transformacion™ (§2.3): una correspondencia uno-a-uno sin
excepeion.

En el punto en el que dos curvas se cortan, se define con naturalidad su
dngulo de interseccion como el dngulo que forman sus tangentes. Al trasladar
el espiritu de esta definicion, tendremos que dos circunferencias que se
intersectan forman dngulos iguales en sus dos puntos de interseccion, debido
a que son simétricas por reflexion en su recta de centros. Por medio de esta
consideracion, podremos demostrar que

6.41 Todo dngulo se invierte en un angulo igual (o, mas estrictamente,
en un angulo opuesto).

Empezaremos por considerar un dngulo en un punto P que no estd en la
circunferencia del circulo de inversion. Como se puede describir como la
direccién de un circulo apropiado que pasa por P y por su inverso P’
cualquier direccion en ese punto, se tiene que dos de las direcciones
mencionadas quedan determinadas por dos de esos circulos. Como los
circulos se invierten sobre ellos mismos, sirven para determinar las direcciones
correspondientes en P'. Para demostrar que el dngulo en P se preserva cuando
P es su propio inverso, nos valdremos de 6.11 para expresar la inversién dada
como producto de una dilatacion y la inversion en un circulo concéntrico tal
que no pasa por P. Debido a que ambas transformaciones preservan los
angulos, su producto se comporta de la misma manera.

En particular, tenemos que los dngulos rectos se invierten en dngulos
rectos, y que

* M. Bacher, Bulletin of the American Mathematical Society, 20 (1914), pag. 194
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6.42 Los circulos ortogonales se invierten en circulos ortogonales (donde
incluimos también las rectas como sus casos especiales).

Figura 6.4a

Si se emplea 6.21, la inversion puede definirse en términos de ortogo-
nalidad. Por lo tanto, un circulo y un par de puntos inversos se invierten (en
otro circulo) en un circulo y un par de puntos inversos. Con mds precision,
si se tiene que un circulo vy invierte a Pen Q y que un circulo w invierte a
v, P, Qen v, P, Q' entonces el circulo ¥’ invierte a P’ en Q'. Se presenta
un caso especial de importancia (figura 6.4a) cuando Q coincide con O, el
centro de w, de modo que Q' es O, es decir, el punto en el infinito.
Entonces, P es el inverso de O en v, y P’ es el centro de y'. Dicho de otra
manera, si 7y invierte a O en P, mientras w invierte a yy Pen v y P,
entonces P es el centro de v'.

Dos circunferencias o bien se tocan, o bien se cortan una a otra en dos
puntos, o bien carecen de un punto comun. En el tltimo caso (en el que uno
de los circulos queda fuera del otro o, de no ser asi, uno encierra al otro),
podemos decir de manera conveniente que los circulos 1o se encuentran.

Si se tiene que dos circulos, o; y a;, son ambos ortogonales a otros dos
circulos B, y B2, podemos efectuar la inversion de los cuatro circulos en un
circulo cuyo centro sea uno de los puntos de interseccion de a; y f;, de
manera que obtengamos dos circulos ortogonales y dos didmetros perpen-
diculares entre si, como se hacia notar al final de § 6.2. Por lo tanto, se
tendrd que, o bien &, toca a ap y B, toca a f;. o bien «; corta a @, y f; no
encuentra a f,, o bien @, no encuentra a &, y §; corta a .

6.5 CIRCULOS COAXIALES

En esta seccion, nos apartaremos del plano inversivo para regresar al
euclidiano, con la finalidad de hablar de distancias.

Si tenemos que P y P’ son puntos inversos en la circunferencia de w (con
centro en 0), como en la figura 6.5a, todas las rectas que pasan por P’ se
invierten en todas las circunferencias que pasan por O y P: un haz
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Figura 6.5a

intersecante (o ‘“‘eliptico”) de circulos coaxiales, en el que se incluye la recta
OPP' como el caso degenerado. El sistema de circulos concéntricos de centro
P, que consiste en los circulos ortogonales a estas rectas, se invierte en un
haz no intersecante (o “hiperbolico™) de circulos coaxiales (que se ha trazado
con lineas punteadas). Cada uno de estos circulos no encuentra a ningin
otro, y son todos ortogonales con respecto al haz intersecante. Uno de ellos
degenera en una recta (vertical), cuya inversa es la circunferencia (con centro
en P') que pasa por O.

————————e—— o ——_—_—_ — ——— — —

Figura 6.5b

www.elsolucionario.net




- circulos coaxiales 115

Se presenta una especie de caso limite cuando O y P coinciden (figura
6.5b): los circulos que tocan una recta fija en un punto fijo O constituyen
un haz tangente (o “‘parabdlico™) de circulos intersecantes. Se invierten (en
un circulo cuyo centro es O) en todas las rectas paralelas a la recta fija.
Tenemos un sistema de la misma especie que es ortogonal a estas rectas y se
invierte en un haz tangente y ortogonal de circulos coaxiales. Y nuevamente
se tiene que cada miembro de cualquiera de los haces es ortogonal a todo
miembro del otro.

Dos circulos cualquiera pertenecen a un haz de circulos coaxiales de una
de las tres clases que hemos descrito, y el haz estard constituido por todos
los circulos ortogonales a dos circulos cualquiera que sean a su vez
ortogonales a los dos circulos dados. (Dicho de una manera mds concisa, los
circulos coaxiales consisten en todos los circulos ortogonales a los circulos
dados.) Dos circulos que se cortan pertenecen a un haz intersecante (y se
pueden invertir en rectas intersecantes); dos circulos que se tocan pertenecen
a un haz tangente (y se pueden invertir en rectas paralelas); dos circulos que
no se encuentran pertenecen a un haz no intersecante (por lo dicho al final
de § 6.4).

Cada haz contiene una recta (una circunferencia de radio infinito) que se
llama eje radical (del haz entero o de dos miembros cualquiera).* En el caso
del haz intersecante, se trata de la recta que une los dos puntos comunes a
todas las circunferencias (OP en el caso de las circunferencias *“‘continuas” de
la figura 6.5¢). En el caso del haz tangente, es la tangente comin. Cuando el
haz es no intersecante, se trata de la recta que estd a mitad de camino entre
los dos puntos limite (o circulos de radio de cero) que son los puntos
comunes del haz intersecante ortogonal. Cada haz tiene su recta de centros
correspondiente, que es el eje radical del haz ortogonal. Por lo tanto,

6.51 Si se pueden trazar tangentes a los circulos de un haz coaxial desde
un punto del eje radical, todas las tangentes tendrdn la misma longitud.

El eje radical de dos circulos dados puede definirse como el lugar
geométrico de los puntos de potencias iguales (§ 6.3) con respecto a ambos
circulos. Se puede medir esta potencia como el cuadrado sobre la tangente,
con la excepcion del caso en el que los dos circulos se intersectan en dos
puntos O, P, y el punto considerado, 4, se encuentra en el segmento OP; en
ese caso, la potencia es el nimero negativo AOQ X AP.

En consecuencia, si tenemos tres circulos tales que sus centros formen un
tridngulo, los tres ejes radicales (de los circulos tomados por parejas)
concurren a un punto que se llama centro radical y que tiene la misma
potencia con respecto a los tres circulos. Cuando la potencia es positiva, su
raiz cuadrada es la longitud de las tangentes a uno cualquiera de los circulos,
y el centro radical es centro de un circulo (de este radio) que es ortogonal a
todos los circulos dados. Pero cuando la potencia es negativa, no existe tal
circulo,

La posibilidad de invertir dos circulos cualquiera no intersecantes en
circulos concéntricos (al tomar O en uno de los puntos Iimite) constituye
la esencia de una demostracion notablemente sencilla del porisma de

* Louis Gaultier, Journal de I'Ecole Polytechnique, 16 (1813), pag. 147.
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Figura 6.5¢c

.

Steiner:* si tenemos dos circulos (no concéntricos) tales que uno esté
dentro de otro, y se trazan circunferencias tales que toquen a ambos y se
toquen entre si, como en la figura 6.5c, puede suceder que el anillo de
circulos se cierre, es decir, que el ultimo toque. al primero. La afirmacion que
hace Steiner consiste en que si esto sucede una vez cualquiera, sucederd
siempre, al margen de la posicion que demos al primer circulo del anillo. Para
demostrarlo, solamente necesitamos invertir los dos circulos originales en
circulos concéntricos, para los cuales la afirmacion resulta obvia.

EJERCICIOS

1. En un haz de circulos coaxiales, cada miembro, si se le usa como circulo de
inversion, intercambia a los miembros restantes por parejas, e invierte a cada miembro
del haz ortogonal en si mismo.

2. Los dos puntos limite de un haz no intersecante son cada uno el inverso del otro
en cualquier miembro del haz.

3. Si dos circulos tienen dos o cuatro tangentes comunes, el eje radical que les
corresponde une los puntos medios de las tangentes comunes. ;Como se puede construir
el eje radical de dos circulos que no tienen tangente comin (es decir, tales que uno
rodea por completo al otro)?

4. Cuando un haz no intersecante de circulos coaxiales se invierte en un haz de
circulos concéntricos, jqué pasa con los puntos limite?

5. En el porisma de Steiner, los puntos de contacto de los circulos sucesivos del
anillo quedan todos sobre una circunferencia, y su circulo se empleara para invertir los
dos circulos originales mutuamente. ;Estin en una circunferencia los cenfros de los
circulos del anillo? :

6. Con respecto al triangulo del ejercicio 10 de § 1.5 (pédgina 39), el circulo inscrito
es coaxial en relacion con los “‘otros dos circulos™ (los circulos de Soddy).

* Forder [3, pag. 23]. Véase también Coxeter, Interlocked rings of spheres, Scripta
Mathematica 18 (lags 2), pags. 113-121, o Yaglom [2, pag. 199].
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6.6 EL CIRCULO DE APOLONIO

La analogia entre la reflexion y la inversion resalta en el siguiente

PROBLEMA. Encontrar el Iugar geométrico de un punto P tal que sus
distancias a dos puntos fijos, A, A', tienen una razén constante de 1: u, de
manera que

A'P = pAP.

Figura 6.6a

Cuando u =1, es evidente que el lugar geornetnco consiste en la mediatriz |
de AA', es decir, la recta que refleja A en A, Veremos que cuando u toma |
otros valores es un circulo que invierte 4 en A'. (Apolonio de Perga, hacia

260-190 a. J. C.) r.

Supongamos que p# 1, y sea P un punto cualquiera en el que se cumple §
la igualdad A'P = pAP. Sean A, y Az los puntos de interseccion de las i
bisectrices mtcrna y externa de L APA' con AA' (como se tiene en la figura i
6.6a, donde pu=-1). Tomense E y F en AP de manera que A'E sea paralela a :

AP y A'F sea paralela a A,P, es decir, perpendicular a A4,P. Como
FP PA' = PE, tenemos que

AA; AP _ AP AA; _ AP _ 4p

A d" — PE S P4’ AAs FP  PA r

(Este ultimo resultado es Euclides VI.3.) De esta manera, 4; y A, dividen al
segmento AA' interna y externamente en la razén de 1 : U, y su ubicacion es
independiente de la posicion de P. Como £ A, PA, es un dngulo recto, P estd
en la circunferencia cuyo didmetro es A;4,.

Y, al revés, si definimos a 4; y 4, por su propiedad de dividir 44’ en la
razon de 1 : yu, y P es un punte cualquiera de la circunferencia cuyo didmetro
es A, A, tenemos que

L_Ady _AP
PE 44" 5 A'Ads  FP’
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De esta manera, FP =PE, y como P es el punto medio de FE, es también el
circuncentro del tridngulo rectingulo EFA’. Por lo tanto, PA' = PE, y

AP _ AP _ 1
PATNEPE: - i
[Court 2, pdg. 15]. .

Por tltimo, el circulo de Apolonio 4,4,P invierte A en A’. Pues, si O es
su centro y k su radio, las distancias a=AO y a'=A'0O cumplen las
igualdades

a—k _AAl _AAz _~G+k
E—a = A4 Ady K

de donde aa’ = k2.

EJERCICIOS

1. Cuando M varia mientras A y A’ permanecen fijos, los circulos de Apolonio
forman un haz no intersecante cuyos puntos limite son 4 y A",

2. A partir de una recta ! y dos puntos 4, A’ (que no estén en [), ubiquense los
puntos P de / para los que la razon A'PJAP es maxima o minima. (Indicacion:
Considérese el circulo cuya circunferencia pasa por 4, A’ y cuyo centro estd en I. El
problema se debe a N. S. Mendelsohn y la indicacion a Richard Blum.)

3. Exprésese k/AA' en términos de [

4. Si nos expresamos con la notacion de la figura 5.6z (que estd incluida en la
figura 6.6b), los circulos cuyos didmetros son 4,4, y BB, se cortan en dos puntos O

Figura 6.6b
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y O tales 3ue los t.n'in;ulos OAB y OA'B' son semejantes, y lo mismo sucede con los
tridngulos OAB y OA'B’. De las dos semejanzas

OAB — OA'B° vy OAB — OA’'B,

una es opuesta y la otra es directa. De hecho, O es el punto de interseccion de 45,
con AzB;, y O queda en los cuatro circulos A4'P, BB'P, ABT, A'B'T (cf. ejercicio 2 de
§ 5.5). [Casey 1, pag. 185.] Cuando A’ coincide con B, O estd en AB'.

5. Definamos la distancia inversiva entre dos circulos no intersecantes como el
logaritmo natural de la razon de los radios (del mayor al menor) de dos circulos
concéntricos en los que se pueden invertir los circulos dados. Entonces, si un haz no
intersecante de circulos coaxiales incluye a o, 05, 03 (en este orden), las tres distancias
inversivas satisfacen la igualdad

(o, az) + (az, ag) = (a3, az).

6. Dos circulos dados que sean desiguales se relacionan por medio de una infinidad
de rotaciones dilatativas y una infinidad de reflexiones dilatativas. El lugar geométrico
de los puntos invariantes (en cualquiera de los dos casos) es el circulo cuyo didmetro es
el segmento que une los dos centros de similitud de los circulos dados. (Este lugar
geométrico se conoce como circulo de similitud con respecto a los otros.) ;Qué
resultado corresponde al mismo problema cuando los circulos que se dan son iguales?

7. Al invertir en dos circulos determinados un punto de la circunferencia del
circulo de similitud, los inversos que resultan son imagen cada uno del otro por medio
de una reflexion en el eje radical de ambos circulos [Court 2, pag. 199].

6.7 TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN EL CIRCULO

Hemos observado que la inversion es una transformacion de todo el plano
inversivo (que incluye al punto en el infinito) en si mismo, que lleva circulos
a circulos; nos preguntamos ahora, naturalmente, cudl es la transformacién de
esta clase mds general. Distinguimos dos casos, segin sea invariante el punto
en el infinito o no lo sea.

En el primer caso, los circulos no solamente se transforman en circulos:
también las rectas se transforman en rectas. Si acudimos a Euclides I11.21
(véase pag. 30), deduciremos que la igualdad de dngulos se preserva, y, en
consecuencia, se preserva también la medida de dngulos, de manera que todos
los tridngulos se transforman en tridngulos semejantes, y la transformacién es
una semejanza (§ 5.4).

Si, por otra parte, la transformacion T lleva un punto ordinario O al
punto en el infinito O', habremos de considerar el producto J, T, donde J, es
la inversion en el circulo unitario cuyo centro es O. Este producto J,; T,
debido a que conserva invariante a O', es una semejanza. Sea su razon de
amplificacion k* y sea Ji la inversién en el circulo cuyo centro es O y cuyo
radio es k. Puesto que, por 6.11, J,J; es la dilatacion O(k?), se puede
expresar la semejanza J, T como J,J;S, donde S es una isometria. Asi

T =S,

que es el producto de una inversion y una isometria.
Podemos resumir diciendo

6.71 Toda transformacion que preserve el circulo es, en el plano
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inversivo, o bien una semejanza, o bien el producto de una inversion y una
isometria.

Por consiguiente, toda transformacién que preserve el circulo ha de ser el
producto de no mds de cuatro inversiones (siempre y cuando consideremos
'que una reflexion es una clase especial de inversion) [Ford 1, pdg. 26]. Una
transformacion asi se llama homografia o antihomografia segin sea par o
impar el nimero de inversiones. El producto de dos inversiones (donde
cualquiera de las dos podria ser una reflexién) se llama homografia rotaria o
parabélica, o dilatativa, segin sean los dos circulos de inversion intersecantes,
tangentes o no intersecantes (es decir, seglin sea el haz ortogonal de circulos
invariantes no intersecante, tangente o intersecante). Como casos especiales,
tenemos respectivamente la rotacion, la traslacion y la dilatacion. La clase
mds importante de homografia rotacional es la involucion de Mobius, que es
la contrapartida inversiva del semigiro y, por lo tanto, consiste en el producto
de las inversiones en dos circulos ortogonales (por ejemplo, el producto de la
inversion en un circulo y la reflexiéon en un didgmetro). Un producto
cualquiera de cuatro inversiones que no se puede reducir al producto de dos
se llama homografia loxodromica [Ford 1, pdg. 20].

EJERCICIO

Al expresar una transformacién dada que preserva el circulo como IS (donde J es
una inversion y S una isometria), J y S son {nicos. Tenemos también una expresion
lgualmcnte vilida, S, en la que la isometria prccedc a la inversion. jPor qué interviene
la misma S en el producto revisado? ;Bajo qué condiciones tendremos que J' =1J?

6.8 LA INVERSION EN UNA ESFERA

Si hacemos girar las figuras 6.la, 6.2a, 6.3a, 6.3b y 6.4a alrededor de la
recta de los centros (OP, OA u OC), veremos que toda la teoria de la
inversion se extiende con facilidad de los circulos del plano a las esferas del
espacio. A partir de una esfera cuyo centro es O y cuyo radio es k, definimos
el inverso de un punto cualquiera P (que no sea 0)como el punto P’ del
rayo OP cuya distancia a O cumple la igualdad

OP X 'OP="K~

Por otra parte, P es el segundo punto de interseccion de tres esferas que
pasan por P y son ortogonales a la esfera de inversion. Toda esfera invertida
es una esfera, siempre y cuando incluyamos como esfera de radio infinito el
plano, que es el inverso de la esfera que pasa por O. Asi, la inversion es una
transformacion del espacio imversivo (o “conforme™), que se deriva del
espacio euclidiano mediante el postulado del punto en el infinito, que
pertenece a todos los planos y rectas.

Al hacer girar el circulo de Apolonio (figura 6.6a) alrededor de la recta
AA' obtenemos la esfera de Apolonio, que se puede describir de la manera
siguiente:

6.81 A partir de dos puntos A, A' y de un niimero positivo p, sean A, y
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A, tales que dividan a AA' interna y externamente en la razon de 1 : p.
Entonces la esfera cuyo didmetro es A, A, constituye el lugar geométrico de
un punto P cuyas distancias desde A y A' estin en esa razon.

EJERCICIOS

1. Si una esfera con centro O invierte 4 en A’ y B en B', los tridngulos OAB y
OB'A’' son semejantes.
2. En términos de a=0A4 y b = 0B, tenemos (segiin la notacion del ejercicio 1)

AI’B! kJAB
ab
3. La “razon cruzada” de cuatro puntos cualquiera es preservada por cualquier
inversion:
AB/BD  A'B/B'D
AC/CD ~ A'C/CD’

[Casey 1, pag. 100.]

4. Dos esferas que se tocan en O se invierten en planos paralelos.

5. Sean @, f3, ¥ tres esferas que se tocan unas a otras. Sea la secuencia de esferas 0y,
0Oy, ... tales que se tocan unas a otras sucesivamente y, ademas, tocan todas a @, B, v
Entonces 0g toca a 0y, de manera que tenemos un anillo de seis esferas que se entrelaza
con el anillo original de tres.* (/ndicacion: Inviértase en una esfera cuyo centro sea el
punto de contacto de ay f.)

6.9 EL PLANO ELIPTICO

De una manera indescriptible, mientras [Davidson] iba de un
lado a otro en Londres, su mirada iba de un lado a otro de
manera correspondiente por aquella isla lejana. . . . Cuando yo
le sefialé que no se podia alterar el hecho de que ese lugar [la
isla Aml'poda] estaba a ocho mil millas de distancia, me
respondié que aunque dos puntos estuvieran separados por
una yarda en una hoja de papel, se les podia poner uno junto
al otro al dar vuelta al papel sobre si mismo.

H. G. Wells (1866 1946)
(The Remarkable Case of Davidson’s Eyes)

Sea S el pie de la perpendicular desde el punto MV al plano o, como en la
figura 6.9a. Una esfera (que no se ha dibujado) de centro N y radio NS
invierte el plano o en la esfera o' cuyo digmetro es NS [Johnson 1, pag.
108]. Hemos visto que las esferas se invierten en esferas (o planos); por lo
tanto, los circulos, como son intersecciones de esferas se invierten en circulos
(o en rectas). En particular, todos los cuculos de o se invierten para dar
circulos (mayores o menores) de la esfera o', y todas las rectas de o se
invierten en circunferencias que pasan por N. (‘ada punto P de o tiene un
punto correspond:ente P' en o', a saber, la segunda interseccion de la recta
NP con o'. Y, al revés, cada punto P' de o, con la excepcién de N,
corresponde a un punto P en el que NP’ corta a o. I_a excepcion puede eliminar-

* Frederick Soddy, The Hexlet, Nature, 138 (1936), pag. 958; 139 (1937), pag: 77
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se si hacemos de ¢ un plano inversivo, cuyo punto en el infinito es el in-
verso de N.

Esta inversion, que crea entre los puntos del plano inversivo y de los de la
esfera una correspondencia uno-a-uno, se conoce como proyeccion estereo-
grdfica. Constituye una de las maneras mas sencillas de trazar un mapa del
globo geogrifico en un plano. Como se preservan los dngulos, las islas
pequefias quedan en el mapa con su forma correcta, aunque en diferentes
escalas segin su latitud.

Figura 6.9a Figura 6.9b

Otra manera de hacerlo consiste en la proyeccion central, en la que se
proyecta no desde N, sino desde 0. el centro de la esfera, como en la figura
6.9b. Cada punto P de o tiene una recta correspondiente OP, que lo une con
0. Este didgmetro corta a la esfera en dos puntos antipodas Py, P2, que son
mapeados en el mismo punto P. Cada recta m tiene un plano correspondiente
Om, que la une con O. Este plano diametral corta a la esfera en un circulo
mayor. Y, al revés, cada uno de los circulos mayores de la esfera, con la
excepcion del “ecuador” (cuyo plano es paralelo a o), corresponde a una
recta de 0. Y aqui la excepcion se elimina al afiadir al plano euclidiano una
recta en el infinito (que representa al ecuador)con todos sus puntos en el
infinito, que representan parejas de puntos antipodas en el ecuador. Asi,
todas las rectas paralelas a una recta dada contienen el mismo punto en el
infinito, pero las rectas que tienen direcciones diferentes contienen puntos en
el infinito diferentes, todos sobre la misma recta en el infinito. (Esta idea se
debe a Kepler y a Desargues.)

Cuando la recta en el infinito es tratada como cualquier otra, el plano que
se ha extendido de esta manera se llama plano proyectivo, o, con mds
precision, plano proyectivo real [Coxeter 2]. Dos paralelas se encuentran en
un punto en el infinito, y una recta ordinaria se encuentra con la recta en el
infinito en un punto en el infinito. En consecuencia

6.91 Dos rectas cualesquiera del plano proyectivo se encuentran en un
punto.

En lugar de tomar una seccion de todas las rectas y planos que pasan por
0, podriamos proceder de una manera mds simétrica (aunque mads abstracta)
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y decir que, por definicién, los puntos y rectas del plano proyectivo son las
rectas y planos que pasan por O. Asi, ya no resulta tan sorprendente la
afirmacion de 6.91; no dice sino que dos planos cualquiera que pasan por O
se encuentran en una recta que pasa por O.

Lo mismo seria decir que, por definicion, las rectas del plano proyectivo
son los circulos mayores de una esfera, dos cualquiera de los que se
encuentran en dos puntos antipodas. Asi, los puntos del plano proyectivo
son los pares de puntos antipodas, que se identifican abstractamente. Esta
identificacion abstracta fue descrita vivamente por H. G. Wells en un cuento,
El Caso Notable de los Ojos- de Davidson. (Una catdstrofe repentina
distorsiona el campo de vision de Davidson, de modo que todo lo ve como si
estuviera en una posicion exactamente antipoda de la tierra.)

Cuando se deriva de la esfera el plano inversivo mediante la proyeccion
estereogrifica, las distancias se distorsionan inevitablemente, pero se preserva
el dngulo al que se intersectan dos circulos. En este sentido, el plano
inversivo tiene una métrica parcial: se miden los dngulos de la manera
acostumbrada, pero nunca se habla de distancias [Graustein 1, pdgs. 377,
388, 395].

Por otra parte, la proyeccion central nos permite, si asi lo queremos, dar
al plano proyectivo una métrica completa. Se define la distancia entre dos
puntos Py QO de o (figura 6.9a) como el angulo POQ (medido en radianes), y
se define el dngulo entre dos rectas m y n de o como el dangulo que forman
los planos Om y On. (Esto concuerda con la medida habitual de distancias y
angulos en una esfera, como se hace en la trigonometria esférica.) Hemos
obtenido de esta manera el plano eliptico® o, con mas precision, el plano
proyectivo real con una métrica eliptica® [Coxeter 3, capitulo VI; E. T. Bell
2, pags. 302-311; Bachmann 1, pag. 21].

Puesto que los puntos del plano eliptico estin en una correspondencia de
uno a dos con los puntos de la esfera unitaria, cuya drea total es 4w, tenemos
que el drea total del plano eliptico (segin la definicion mds natural de
“drea”) es 2m. De la misma manera, la longitud total de una recta (que es
representada por ‘“‘un semicirculo maximo™) es . La simplificacion que
proviene de emplear el plano eliptico en lugar de la esfera se ejemplifica en el
problema de calcular el drea de un tridngulo esférico ABC, cuyos lados son
arcos de tres de los circulos mayores. La figura 6.9c muestra estos circulos
mayores en su proyeccion estereografica y en su proyeccion central. El plano
eliptico se descompone por medio de las tres rectas BC, CA, AB en cuatro
regiones triangulares. Una de ellas es el tridngulo dado A con dngulos en A,
B, C; las otras tres se han sefialado con a, B, ¥ en la figura 6.9¢. (En la
esfera, por supuesto, no tenemos cuatro regiones, sino ocho.) Las dos rectas
CA, AB descomponen el plano en dos lunulas, cuyas dreas, por ser
proporcionales a los dngulos suplementarios 4 y m— A4, son exactamente 24

* El nombre “eliptico™ tal vez sea causa de confusion. No implica ninguna relacion
directa con la curva llamada elipse, sino mds bien una analogia lejana. Una conica
central se llama elipse o hipérbola segin carezca de asintotas o tenga dos asintotas. De
la misma manera, se dice que un plano no euclidiano es eliptico o hiperbdlico (capitulo
16) segiin cada una de sus rectas no contenga ningin punto en el infinito o contenga a
dos puntos en el infinito.
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y 2(m—A). La linula cuyo dngulo es A estd compuesta por las dos regiones A
y . En consecuencia

A+ a=24.

De la misma manera, A + =28 y A + y= 2C. Al sumar las tres ecuaciones y
substraer

A+a+B+7v=2m
deducimos la férmula del “‘exceso esférico™ de Girard

A=A4 + B+ C—m,

que también es vilida en relacién con la esfera y el plano eliptico. (A. Girard,

Invention Nouvelle en algébre, Amsterdam, 1629.)

Figura 6.9¢

EJERCICIOS
1. En el plano eliptico, dos circulos pueden tener hasta cuatro puntos de interseccion.

2. El drea de un pégono es en el plano eliptico igual al exceso de la suma de sus
dngulos sobre la suma de los dngulos de un pégono en el plano euclidiano.
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Isometria y semejanza
en el espacio euclideano

Este capitulo constituye la contrapartida tridimensional de los capitulos 3 y
5. En § 7.5 encontraremos una demostracion (al margen del Quinto Postulado
de Euclides) del teorema (que descubrié en 1830 Michel Chasles)-de que cada
movimiento es una forcedura. En § 7.6 veremos que toda semejanza (con la
excepcion de la torcedura y de la reflexion en deslizamiento, que son isome-
trias) es una rotacion dilatativa tridimensional. ;
La mayor parte de las isometrias nos son familiares en la vida cotidiana.
uando se camina en linea recta se experimenta una traslacion. Al dar vuelta a
la esquina, es una rotacion; al ascender por una escalera de caracol, una tor-
cedura. La transformacion que nos intercambia con nuestra imagen frente a un
espejo comun es una reflexion, y es facil ver la manera de combinarla con una
rotacién o una traslacién para obtener una reflexion rotatoria o una reflexion
en deslizamiento, respectivamente. ]

7.1 ISOMETRIAS DIRECTAS Y OPUESTAS

Una congruencia es o bien propia, tal que hace de un tornillo de
cuerda izquierda otro de cuerda izquierda y de un tornillo de
cuerda derecha otro de cuerda derecha, o bien es impropia o
reflexiva, tal que hace del tornillo de cuerda izquierda otro de
cuerda derecha y viceversa. Las congruencias propias son las
transformaciones que . . . relacionan las posiciones de puntos de
un cuerpo rigido y después de un movimiento.

H. Weyl [1, pags. 43-44]

Los axiomas de congruencia, de los que dimos una muestra en 1.26, se
pueden extender de manera natural de la geometria plana a la solida. En el
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espacio, una isometria (la “congruencia”” de Weyl) sigue siendo una transfor-
macion que preserva la longitud, de manera que el segmento de recta PQ re-
sulta, al ser transformado, en un segmento congruente P'Q’. Los ejemplos mds
conocidos son el de la rofacion alrededor de una recta dada queé recorre un
dngulo dado y la fraslacion en una direccion dada que recorre una distancia
dada. En el primer caso, el eje de rotacion tiene sus puntos invariantes; en el
segundo, no hay punto invariante, con la excepcion del caso en el que la
distancia es cero, de manera que la traslacion es la identidad.@na reflexion es
una clase especial de isometria que conserva invariante todo un plano de pun-
tos: el espejo; Por medio de un argumento sencillo en el que intervienen tres
esferas en lugar de dos circulos, podemos demostrar con facilidad el siguiente
andlogo del teorema 2.31:

7.11  Si una isometria tiene tres puntos no colineales invariantes, es o bien
una identidad, o bien una reflexion .

Cuando dos tetraedros ABCP, ABCP' son imdgenes uno del otro por re-
flexién en una cara comin, podemos considerar la “linea quebrada™ que
forman las tres aristas AB, BC, CP como una especie de tornillo rudimentario, y
la imagen que forman AB, BC, CP' como un tornillo de orientacién opuesta: si
uno es de cuerda derecha, el otro serd de cuerda izquierda. Se puede construir
un modelo con facilidad por medio de dos trozos de alambre tieso, doblado en
dngulos rectos en B y C. Extenderemos la idea de sentido de dos a tres dimen-
siones de esta manera: podemos decir que dos tetraedros concuerdan o dis-
crepan en cuanto a su sentido sobre esta base. En el primer caso
encontraremos que cualquiera de los tetraedros puede ser movido (como se
mueve un tornillo en la tuerca que le corresponde) de manera que tome la
posicion que previamente ocupaba el otro; ese movimiento se llama torce-
dura.

Esta distincion surge en la geometria analitica al hacer una transformacion
de coordenadas. Si O es el origen y X, Y, Z estin a distancias unitarias a lo
largo de los ejes coordenados positivos, el sentido del tetraedro OXYZ
determina al sistema de ejes como dextrégiro (derecho) o levogiro (izquier-
do). (Una transformacién de coordenadas determina una isometria al trans-
formar cada punto (x, y, z) en el punto que tiene las mismas coordenadas en
el nuevo sistema.

Puesto que una isometria queda determinada por su efecto en un
tetraedro,

7.12 " Dos tetraedros congruentes cualesquiera ABCD, A'B'C'D' se rela-
cionan por medio de una isometria unica ABCD—~ A'B'C'D’, que serd directa
u opuesta segin concuerde o discrepe el sentido de A'B'C'D' con el de
ABCD.

(Hay algunos autores, como Weyl, que prefieren decir “propia o impropia”
en lugar de “‘directa u opuesta™.)
El andlogo espacial del teorema 3.12 se enuncia ficilmente como

7.13 Dos triangulos congruentes dados se relacionan exactamente por
dos isometrias: una directa y otra opuesta.
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La contrapartida de 3.13 serd [Coxeter 1, pig. 36]:

7.14{]0:10 isometria es producto de no mas de cuatro reflexiones.
Cuando hay un punto invariante, podemos reemplazar el “‘cuatro™ por un
“tres”. i

Como una reflexion invierte el sentido, una isometria serd directa u
opuesta segin sea producto de un numero par o impar de reflexiones: 2 6 4
en el primer caso; 1 o 3 en el segundo. En particular, una isometria directa !
con un punto invariante serd producto de solamente dos reflexiones, y como
los dos espejos tienen un punto comin, también tienen una recta comun. Por
lo tanto
'_?1;15 Toda isometria directa con un punto invariante es una rotacion. ==

También, como observé Euler en 1776,

7.16 El producto de dos rotaciones alrededor de rectas que pasan por un
punto O es otra rotacion como las anteriores.

EJERCICIO

El producto de las rotaciones que recorren 7 alrededor de dos rectas que se
intersectan a un angulo Q¢ es una rotacion que recorre 20

7.2 LA INVERSION CENTRAL

Una de las isometrias opuestas mds importantes es la inversion central (o
“reflexion en un punto”), que transforma cada punto P en el punto ', para
el que el punto medio de PP’ es un punto fijo 0. Esto podemos describirlo
como el producto de reflexiones en tres planos perpendiculares entre si que
pasan por O. Si tomamos los tres espejos como los planos coordenados
x = 0,y = 0,z = 0, veremos que la inversion central en el origen transforma
cada punto (x, y, z) en el punto (—x, —y, —2z).

El nombre de “inversién central”, aunque se encuentra muy establecido en
la literatura de cristalografia, tal vez sea desafortunado: hemos de tener
cuidado para no confundirlo con la inversion en una esfera.

Para la mayoria de los propositos, tenemos que la inversion central tiene
en tres dimensiones un papel muy parecido al del semigiro en dos. Pero
hemos de recordar que, como 3 es un numero impar, la inversion central es
una isometria opuesta, mientras el semigiro es directa. En el espacio, un
semigiro suele significar la rotacion que recorre m alrededor de una recta (o la
“reflexion en una recta”), que sigue siendo directa [Lamb 1, pdg. 9].

EJERCICIO

;Qué es el producto de los semigiros alrededor de tres rectas perpendiculares entre sf
que pasan por el mismo punto?

www.elsolucionario.net




128 isometria y semejanza.en el espacio euclidiano
7.3 ROTACION Y TRASLACION

Podemos adaptar el tratamiento que dimos a la traslacion en § 3.2 de dos
a tres dimensiones, al definirla como el producto de dos inversiones centrales.
Pronto observaremos que se puede asignar arbitrariamente o bien el primer
centro, o bien el segundo, y que las dos inversiones se pueden reemplazar por
dos semigiros alrededor de ejes paralelos o por dos reflexiones en espejos
paralelos.

Asi, el producto de dos reflexiones es o bien una traslacion, o bien una
rotacion. Esta ultima sobreviene cuando ambos espejos se cortan en una
recta, el eje de rotacion. En particular, tenemos que el producto de las
reflexiones en dos espejos paralelos es un semigiro.

El producto de las reflexiones en dos planos que pasan por una recta /,
que constituye una rotacion alrededor de /, es igual al producto de las
reflexiones en otros dos planos que pasan por [ al mismo dngulo diedral que
el de los planos dados (en el mismo sentido). De la misma manera, el
producto de las reflexiones en dos planos paralelos, que constituye una
traslacion, es igual .al producto de las reflexiones en otros dos planos
paralelos a los planos dados y que se encuentran a la misma distancia uno del
otro.

EJERCICIO

i Qué es el producto de las reflexiones en tres planos paralelos?

7.4 EL PRODUCTO DE TRES REFLEXIONES

Las tres clases mds sencillas de isometria, a saber, rotacion, traslacion y
reflexion, se combinan en parejas conmutativas para formar la forcedura (o
*“desplazamiento de tornillo™), la reflexion en deslizamiento y la reflexion
rotatoria. La torcedura es el producto de una rotaciéon y una traslacion a lo
largo del eje. La reflexion en deslizamiento es el producto de una reflexion y
una traslacion a lo largo de la direccion de una recta del espejo, es decir, el ~
producto de las reflexiones en tres planos, dos de los cuales son paralelos
entre si mientras el tercero es perpendicular a ambos. Una reflexion rotatoria
es el producto de una reflexion y una rotacion cuyo eje es perpendicular al
espejo. Cuando la rotacion es un semigiro, la reflexion rotatoria se reduce a
una inversion central.

Una reflexion rotatoria cualquiera puede ser llevada por el andlisis a una
inversion central y una rotacion residual. Pues, si la rotacién que interviene
en la reflexion rotatoria recorre el angulo 6, podemos considerarla como
producto de un semigiro y de una rotacion que recorra 6 + 7 (0 0 — m). Asi,
bien se puede llamar a una reflexion rotatoria inversion rotatoria: el producto
de una inversion central y una rotacion cuyo eje pasa por el centro.

Una isometria opuesta cualquiera T que tenga un punto invariante O es o
bien una sola reflexion o bien producto de las reflexiones en tres planos que
pasen por @. Su producto Tl con la inversién central en O, que es una
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isometria directa con un punto invariante, constituye sencillamente una
rotacion S alrededor de una recta que pasa por O. De aqui que la isometria
opuesta dada sea la inversioén rotatoria

T = SI'1 = SI;

7.41 Toda isometria opuesta que tenga un punto invariante es una
inversion rotatoria.

Puesto que tres planos que no tienen un punto en comdn han de ser
perpendiculares a un plano «, las reflexiones en ellos (como se aplican a un
punto de @) se comportan como reflexiones en las rectas que constituyen sus
secciones por . Asi podemos emplear el teorema 3.31 para concluir que

742 Toda isometria opuesta que carezca de punto invariante es una
reflexion en deslizamiento.

EJERCICIOS

1. ;Qué es el producto de las reflexiones en tres planos que pasan por una recta?

2. Sean ABC y A'B'C' dos tridngulos congruentes situados en planos distintos.
Considérense las mediatrices de A4', BB', CC'. Si esos tres planos tienen solamente un
punto comin O, los dos tridngulos se relacionan por medio de una inversién rotatoria
cuyo centro es O. (Indicacién: Si los relacionara una rotacion, los tres planos se
intersectarfan en una recta.)

3. Se puede expresar toda isometria opuesta como producto de una reflexién y de
un semigiro.

7.5 TORCEDURA

La tunica posibilidad que nos queda es la de una isometria directa que
carezca de punto invariante. Sea S una isometria directa cualquiera (con
punto invariante o sin €él), tal que transforma un punto arbitrario 4 en A’
Sea R; la reflexion que intercambia 4 y A'. Entonces tenemos que el
producto R;S es una isometria opuesta en la que 4’ se conserva invariante.
Por 741, ésta es una inversién rotatoria o reflexién rotatoria R;R3R,,
producto de una rotaciéon R;R; y una reflexién R4, donde el espejo de Ry,
es perpendicular al eje de R,R;3. Puesto que podemos expresar la rotacion
como producto de dos reflexiones de maneras distintas (§ 7.3), ajustaremos
los espejos de R, y R3 de modo que el primero sea perpendicular al espejo
de R;. Como ambos planos han permanecido perpendiculares al espejo de
R4, tenemos ahora

S = R;R;R3Ry,

producto de dos rotaciones, R;R,, R3;R;. donde ambas son semigiros
[Veblen y Young 2, pdg. 318]:

151 Se puede expresar toda isometria directa como producto de dos
semigiros.

Si la isometria tiene un punto invariante, es una rotacion, que se puede
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o producto de los semigiros alrededor de
» no hay punto invariante, los ejes de los dos

cuyo caso el producto es una traslacién, o
las aristas opuestas de un tetraedro. Dos
npre pertenecen a dos planos paralelos, a saber,
1 de ellas y es paralelo a la otra.

expresar de distintas

dos rectas que
semigiros
bien se

Figura 7.5a

un semigiro es producto de las reflexiones en dos planos perpen-

cualqu:em que pasan por su eje, los dos semlglros R, R;, R3aR4 con
_se cruzan son iguales respectivamente a R’;R’;, R'3R's, donde los
de R’; y R'4 son paralelos mientras los otros dos son perpendiculares
a ellos (figura 7.5a). De aqui podemos deducir que

R;R2R3R4 = R’;R;R’3R’s = R’ R3R Ry,
es posible efectuar el mtercamblo de las reflexiones que estin en

 puesto que el semigiro R',R'; se puede expresar también como
g Asn ‘hemos cumplido nuestro proposito de expresar la |sometna

R ,R4 a lo largo del eje de rotacion. (Este eje corta a las dos
se cruzan en dngulos rectos, y por lo tanto su medida es la de la
ia entre ambos.) Dicho de otra manera,

o desplazamiento es o bien una rotacion, o bien una traslacion,

alterno de la cuestion se encuentra en Thomson y Tait [1,

EJERCICIOS

2 isometria es la que transforma los puntos (x, ¥, 2) en

(b) (= x, 2), © (xpz+1),

(€ (=x, % z+ 1), ) (=y,x,—2)?

de los semigiros alrededor de dos rectas que se cruzan es una
“_pmducto de un semigiro alrededor de la recta que constituye la
ion que recorre el doble de esta distancia menor. (Veblen y
ominan semitorcedura.)
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7.6 ROTACION DILATATIVA

Se puede demostrar -con métodos elementales que toda se-
mejanza euclidiana que no sea la del movimiento rigido tiene
un punto fijo.

Hilbert y Cohn—Vossen [1, pag. 331]

En el espacio euclidiano se define la dilatacion exactamente de la misma
manera en que se definid para el plano. De hecho, podemos aplicar § 5.1,
palabra por palabra, a las tres dimensiones, con la excepcion de que la
dilatacion especial AB > BA u O(— 1) no es un semigiro, sino una inversion
central (§ 7.2). De la misma manera, § 5.2 se aplica tanto a esferas como a
circulos: podemos considerar la figura 5.2a como la seccion plana de dos
esferas desiguales de centros en C, C' y centros de similitud en O, O,. Dos
esferas iguales se relacionan por medio de una traslacién y por medio de una
inversion central.

Sin embargo, se presenta una diferencia importante al considerar cues-
tiones de sentido. En el plano, todas las dilataciones son directas, pero en el
espacio la dilatacion O(A) es directa u opuesta segin sea \ positiva o
negativa; por ejemplo, la inversion central O(— 1) es opuesta, como ya hemos
visto,

En el espacio, como sucedia en el plano, dos figuras semejantes se
relacionan por medio de una semejanza, que en casos especiales puede ser
una isometria o una dilatacion. Al extender naturalmente la terminologia,
diremos que una rotacion dilatativa es el producto de una rotacién alrededor
de una recta / (el ¢je) y una dilatacién cuyo centro O estd en /. El plano que
pasa por O y es perpendicular a [ es invariante, pues se transforma segiin la
“rotacion dilatativa™ bidimensional de § 5.5. El caso especial en el que la
rotacion es un semigiro posee una infinidad de planos invariantes, a saber,
todos los que pasan por /. Cualquier plano que cumpla con las condiciones
anteriores se transforma segiin una reflexion dilatativa.

Supongamos que una rotacién dilatativa sea producto de una rotacion que
recorra un dngulo a y una dilatacién O(\) (donde O estd en el eje). Los
valores siguientes de a y A dan lugar a casos que nos son familiares:

a A Semejanza

0 1 Identidad

- 1 Semigiro

a 1 Rotacién

m -1 Reflexion -

0 =1 Inversion central
« =1 Inversién rotatoria
0 A Dilatacion
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132  isometria y semejanza en el espacio euclidiano

Observemos que esta tabla incluye a todas las clases de isometria, tanto las
directas como las opuestas, con la excepcion de la traslacion, la torcedura y
la reflexion en deslizamiento (que carecen de puntos invariantes). Resulta
mds sorprendente encontrar que, con las mismas tres excepciones, foda
serejanza es una rotacion dilatativa.

El papel de los tridngulos semejantes lo tienen ahora los tetraedros seme-
jantes. Es evidente que

7.61 Dos tetraedros semejantes dados, ABCD, A'B'C'D' se relacionan por
medio de una unica semejanza ABCD » A'B'C'D’, que serd directa u opuesta
segun concuerde o discrepe el sentido de A'B'C'D' con el de ABCD.

Dicho de otra manera, una semejanza queda totalmente determinada a
partir de su efecto en cuatro puntos coplanares cualquiera que se den, y asi
tenemos la siguiente generalizacion del teorema 7.13:

! 7.62 Dos triangulos semejantes ABC, A'B'C’ se relacionan por exacta-
mente dos semejanzas: una directa y otra opuestd.”|

Como un primer paso en la demostracién de que toda semejanza que no
sea una isometria serd una rotacion dilatativa, demostremos antes que

7.63 Toda semejanza que no sea una isometria tiene sélo un punto
invariante.

Consideremos una semejanza cualquiera dada S cuya razén de amplifi-
cacion sea p# 1. Sea S tal que transforme un punto arbitrario 4 en 4", Si A’
coincide con 4 tenemos el punto invariante que buscibamos. Si no coincide,
sea O el punto que divide al segmento A4’ en la razon de 1 ' M4, interna o
externamente segin se tenga que S sea directa u opuesta: es decir, cons-
triyase Q de manera que QA'=+uQA. Denotemos por D la dilatacion
directa u opuesta Q(+u'). Entonces, como su razén de amplificacién es 1,
SD es una isometria directa que conserva 4 invariante. Por el teorema 7.15,
SD es una rotacion alrededor de una recta / que pasa por A. El plano que
pasa por Q y es perpendicular a / se transforma en si mismo tanto por SD
como por D' y, por lo tanto, también por el producto de ambas, S. En
este plano invariante, S induce una semejanza bidimensional que, de acuerdo
con el teorema 542, tendrd un punto invariante. Por dltimo, el punto
invariante es Unico, pues si hubiera dos puntos invariantes diferentes, el
segmento del cual fueran extremos serfa invariante, en lugar de multiplicarse
por 4.

Puesto que ya hemos encontrado el punto (o centro) invariante Q,
podemos aplicar el procedimiento anterior en una versién simplificada, donde
O substituya a 4. Como 4" y Q coinciden con O, S es el producto de una
rotacion alrededor de una recta que pasa por O, y la dilatacion O(+u), es
decir, S es una rotacion dilatativa:

7.64 Toda semejanza es o bien una isometria o bien una rotacion
dilatativa,

En otras palabras, toda semejanza puede ser una traslacion, una torcedura,
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una reflexion en deslizamiento o una rotacién dilatativa, siempre y cuando
consideremos que la tltima posibilidad incluye todos los casos especiales que
se han tabulado en la parte media de la pagina 131.

El teorema 7.62 nos dice que hay dos rotaciones dilatativas, una directa y
otra opuesta, que transformardn un tridgngulo dado ABC en otro tridngulo
semejante (pero no congruente) A'B'C’. La razén de amplificacion g 1
queda dada por la ecuacion A'B' = udB. Sean A, y A, tales que dividan a
AA' interna y externamente en la razon de 1 :u. Sean B, yB:,Cy G
tales que dividan BB’, CC', de la misma manera. Consideremos a continuacion
las tres esferas cuyos didgmetros son A1A,, BB, C,C,. Estas esferas son
“esferas de Apolonio™ (teorema 6.81); la primera, por ejemplo, es el lugar
geomeétrico de los puntos cuyas distancias desde A y A’ estin en la razén de
1 2 i Un punto cualquiera O para el que se cumpla

0A" = n0A, OB’ = OB, oC’ = pocC

debe quedar en las tres esferas. Ya hemos establecido la existencia de dos de
€sos puntos. Por lo tanto, los centros de las dos rotaciones dilatativas se
pueden construir como los puntos de interseccion de estas tres esferas.

En § 3.7 empleamos una traslacién para generar la representacion geomé-
trica del grupo ciclico infinito C,, (que es el grupo libre con un generador).
Podemos ver ahora que el mismo grupo abstracto tiene una representacion
mds interesante, cuyo generador es una rotacion dilatativa. Se pueden ver
aproximadamente treinta elementos de este grupo en la concha del nautilo
[Thompson 2, pig. 843, figura 418].

EJERCICIOS

. ;Como se transforma el punto (x, ¥, 2) por la rotacion dilatativa general cuyo
centro es el origen y cuyo eje es el eje de las z?
2. Encuéntrese el eje y el dngulo que corresponden a la rotacion dilatativa

(x, 0, 2) = (pz, px, ),

3. Tenemos que la ‘“reflexién dilatativa” tridimensional es producto de una
dilatacion O(N) vy la reflexiéon en un plano que pase por 0. ;Cémo queda dentro de la
clasificacion anterior de semejanzas?

4. ;Se podria demostrar, de la manera que seiala el ejercicio que estd al final de
§ 5.4 (pag. 100), el teorema 7.63?

7.7 TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN LA ESFERA

El razonamiento que empleamos en § 6.7 se extiende con facilidad de dos
a tres dimensiones, de manera que obtenemos el teorema siguiente,* andlogo
del 6.71:

7.71 Toda transformacion que preserve la esfera en el espacio iversivo

* René Lagrange, Produits d'inversions et métrigue conforme, Cahiers scientifiques,
23 (Gauthier-Villars, Parfs, 1957), pig, 7. Véase también Coxeter, Annali di Matematica
pura ed applicata 53 (1961), pags. 165-172.
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es o bien una semejanza, o bien el producto de la inversion (en una esfera)

¥ una isometria.
EJERCICIO

Se puede expresar toda transformacion que preserve la esfera como producto de r
reflexiones y s inversiones, donde

Fdeme<iDr+ 5 5.
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Coordenadas

En los capitulos precedentes se incluyeron algunos ejercicios de coorde-
nadas, dirigidos a los lectores que ya tenian conocimientos de geometria
analitica. Otros lectores, que habrin omitido esos ejercicios, esperan ser
iluminados en esta seccion. Ademis de las coordenadas cartesianas habituales,
consideraremos coordenadas oblicuas y polares. (La ecuacién polar de una
elipse es importante debido a que se emplea en la teoria de las Orbitas.)
Después de mencionar con brevedad unas cuantas curvas especiales, sefiala-
remos los puntos esenciales de la aplicacién que hacia Newton del cdlculo a
los problemas de longitudes y dreas de arcos. La seccién dedicada al espacio
tridimensional culmina en una propiedad sorprendente del toro con forma de
dona.

8.1 COORDENADAS CARTESIANAS

Aunque la idea en la que se basa es de una sencillez infantil,
el método de la geometria analitica es tan potente que un
muchacho ordinario de diecisiete arios puede servirse de él
para demostrar resultados que hubieran dejado aténitos a los
mds grandes geometras griegos: Euclides, Arquimedes y
Apolonio.

E. T. Bell (1883—1960)

[E. T. Bell 1, pag. 21]

Se puede describir la geometria analitica como la representaciéon de los
puntos del espacio enedimensional por medio de conjuntos ordenados de n (o
mds) nimeros que se llaman coordenadas. Por ejemplo, se puede determi-
137



138 coordenadas
nar cualquier posicion sobre la tierra mediante su latitud, su longitud y su
altura sobre el nivel del mar.

El caso unidimensional queda adecuadamente ejemplificado por un termé-
metro. Hay un punto de la recta al que se asocia en nimero cero; los enteros
positivos 1, 2, 3,...estdn a espacios iguales en una direccion a partir de 0.
los enteros negativos, —1, —2, —3,...en la otra direccion, y los niimeros
fraccionarios se encuentran interpolados de la manera natural. El despla-
zamiento de un punto x a otro x' es el nimero positivo o negativo x" — x.

En el caso bidimensional, se puede determinar la posicion de un punto en
el plano por medio de sus distancias desde dos rectas perpendiculares fijas,
los ejes. La idea se encuentra ya en Arquimedes de Siracusa y Apolonio de
Perga, o incluso en los primeros egipcios, pero debe su desarrollo sistematico
a dos franceses: Pierre Fermat (cuyo problema acerca de un tridngulo
resolvimos en § 1.8) y René Descartes (1596—1650). En la formulacién de
ambos, las dos distancias se tomaban como positivas o cero. La idea
importante de permitir que una o ambas fueran negativas provino de Sir Isaac
Newton (1642-1727), y el primero que las llamé “‘coordenadas” fue G. W.
Leibniz (1646-1716). (Los alemanes escriben Koordinaten y los franceses
coordonnées.)

(x,y) (x,¥)

0 x % [é] / X

Figura 8.1a

En algunos casos, resulta igualmente ficil el empleo de ejes oblicuos, como
se ve en la segunda parte de la figura 8.1a. Si empezamos por el origen O,
donde se intersectan los ejes, llegamos al punto general (x, y) al recorrer la
distancia x a lo largo del eje de las x OX, y enseguida una distancia y a lo lar-
go de una paralela al eje de las y OY. Se dice que el eje de las x tiene la ecua-
cion y =0, debido a que todos sus puntos (x, 0) la satisfacen; de la
misma manera, y = 0 serd la ecuacion del eje de las y. En cualquier otra recta
que pase por el origen, al considerar los tridngulos semejantes tenemos que la
razon x/y es constante; asi, toda recta que pase por el origen (0, 0) se puede
expresar como ax + by = 0.

Para obtener la ecuacion de otra recta cualquiera, tomamos en ella un
punto (x;, ;). En los términos de las nuevas coordenadas x', y' que se
derivan al trasladar el origen de (0, 0)a (x,, y,), se podrd expresar la recta
como ax' +by'=0. Como x' =x—x; y y'=y—y, la misma recta, en los
términos de las coordenadas originales, serd
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a(x = x;) + b(y —y1) =0
es decir

8.11 ax + by + ¢ = 0.

Asi, toda recta tiene una ecuacion lineal, y toda ecuacion lineal determina
una recta. En particular, la recta que hace intersecciones p y g en los ejes es

DG i
8.12 —4+==1;
P 9

pues esta ecuacion es lineal y la cumplen tanto (p 0) como (0, g). Dos rectas
de la forma 8.11 seran paralelas cuando tengan la misma razon a/b (donde
también se incluye, como posibilidad, b =0 para ambas, en cuyo caso se
tiene que son paralelas al eje de las ). El punto de interseccion de dos rectas
no paralelas se obtiene al resolver las dos ecuaciones simultineas para x y
para y.

Cuando b+0, se puede resolver la ecuacion 8.11 para y en la forma
y=—(ax +c)/b. Si deseamos hablar mas generalmente, los puntos cuyas
coordenadas satisfacen una ecuacion F(x, y)=0 o y=flx) se pueden
representar graficamente al dar valores convenientes a la abscisa x y calcular
los valores correspondientes de la ordenada y. Este procedimiento es particu-
larmente adecuado cuando f{x) es una funcion de un solo valor x. En otros
casos, tal vez prefiramos emplear ecuaciones paramétricas, que expresan a x y i
»y como funciones de una sola variable (o parametro) t. Por ejemplo, si P,
denota el punto (x;, y;) una recta cualquiera que pase por P, tiene las
ecuaciones paramétricas

8.13 X = x1 + Xt, y=n+ Y,

donde X' y Y dependen de la direccion de la recta.

A veces, al considerar la simetria, el pardmetro tnico ¢ se substituye por
dos parametros, f, y f,, relacionados por medio de una ecuacion auxiliar.
Por ejemplo, el punto general (x, y) que estd en la recta que pasa por dos
puntos dados P, y P, queda determinado por

X =UXy + laXe, V=10)1+ laye, Ui+ 2= 1, {

Este punto P, que divide al segmento PP, en la razon de t; : t; es el
centroide o (“centro de gravedad”) de las masas t; en P, y t, en P,. Las i
posiciones que quedan fuera del intervalo de P, (donde ¢, =0)a P, (donde
t; =0) se abarcan también al permitir que 7, ¢ #; sean negativos mientras
sigan cumpliendo la igualdad 7, +1, = 1: esto lo podemos justificar si los |
llamamos “cargas eléctricas™ en lugar de “masas”. '

En relacion con los problemas en los que interviene la distancia entre dos ;
puntos o el dngulo que forman dos rectas, suele ser recomendable el uso de '
ejes rectangulares, de manera que la distancia del origen a (x, y) sea la raiz
cuadrada de x? + y?, y la distancia P, P, se la raiz cuadrada de

(X1 — x2)* + (1 — y2)%

Al multiplicar la expresion l=ax+ by +¢ por un nimero adecuado

www.elsolucionario.net




140 coordenadas

podremos normalizar la ecuacion /=0 de la recta general, de manera
que @ + b? = 1. Al escribir =0 en la forma

(x —x1 + 2ah)® + (v — y1 + 2611)2 = (x — x1)2 + (¥ — )2,
donde /; =ax; +by; +¢, la reconocemos como el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de

(X1 — 2ah,y; — 2bly) y (x1,01):

en otras palabras, la recta /=0 sirve como espejo, e intercambia los dos
puntos por reflexion. En consecuencia, el pie de la perpendicular de P, a
[=0 es (xy —aly, y; —bl,), y la distancia desde P, a la recta es +/,
(siempre y cuando @® + b* = 1). En particular, la distancia del origen a /=0
es L.

El lugar geométrico de los puntos que estin a distancias unitarias del
origen de la circunferencia

X2 4 y2 =1, |
cuyas ecuaciones paramétricas son ==
x=cosf, y=send

0, si tenemos f = tan % 0,

1 — 12 2t
X = ] = ——,
1l 4 2 ) 1 4+ 2
EJERCICIOS

1. En términos de coordenadas cartesianas generales, el punto (x, v) se transformara
en
(=x, —») por el semigiro O( — 1) (§ 5.1),
(px, py) por la dilatacién O(u),
(x + a,y) por una traslacién a lo largo del eje de las x.
2. En términos de coordenadas rectangulares cartesianas, el punto (x, y) se
transformara en

(x, —») por reflexion en el eje de las x.
(y. x) por reflexion en la recta x = y,
(=y.x) por un cuarto de giro alrededor del origen,

(x + a. —y) por una reflexién en deslizamiento (en vy a lo largo
del eje de las x
(px, —py)  por una reflexion dilatativa (§,5.6).
Denotemos el punto medio de PiP; por M;;. Para cuatro puntos cualquiera Py, Py, P3,
P4, los puntos medios de My 3M34, My3Maq, My 3M,3 coinciden.

8.2 COORDENADAS POLARES

La derivacion de atajos a partir de principios bdsicos abarca
algunas de las mejores hazafias de los mds grandes mate-
madticos,

M. H. A. Newman (1897 )
(Mathematical Gazette 43 (1959), pag. 170)
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Con respecto a los problemas en los que interviene un origen (o “polo™)
fijo O, se suele encontrar que es conveniente determinar un punto P por
medio de sus coordenadas polares (r, 8), donde r es la distancia OP y 8 es el
dngulo que la direccion OP hace con una recta inicial dada, OX, que se puede
identificar con el eje de las x ‘de las coordenadas cartesianas rectangulares.
Por supuesto, el punto (r, 0) es igual a (r, 6 + 2nm) para todo entero n. A
veces es deseable que r sea negativo, de manera que (r, 0) sea igual a (—r,
0 + m).

A partir de la ecuacion cartesiana de una curva, podemos deducir la
ecuacion polar de la misma curva al substituir

8.21 x = rcosf, Yy = rsen@.

Por ejemplo, la circunferencia unitaria x* + p? = 1 tiene la ecuacién polar
(rcos@)? + (rsenf)? = 1,

que se reduce a
r=1

(El valor positivo de r es suficiente si dejamos que 6 tome valores de —m a 7
o de 0 a 2m.) Este procedimiento resulta ser una ayuda en la trigonometria
elemental para los estudiantes, que suelen experimentar dificultades al
demostrar (y recordar) las funciones trigonométricas de los dngulos obtusos y
aun mayores. Si se toma un dngulo XOP donde OP = 1, podemos definir con
sencillez su coseno y su seno como la abscisa y la ordenada de P.

Las coordenadas polares son sobre todo convenientes para describir las
isometrias (§ 3.5) y las semejanzas (§ 5.4) que tienen un punto invariante;
pues entonces este punto puede servir como origen. Asi, el punto general (r,
0) se transformard en

(r,0 + a) por una rotacién que recorra @,

(r,0 + =) por un semigiro,

(r. — 0) por la reflexion en la recta inicial,

(r, 2a — 6) por reflexion en la recta § = a,

(ur, 6) por la dilatacion O(u),

(ur, 0 + a) por una rotacion dilatativa con centro en O,

(ur, 2a — @)  por una rotacién dilatativa con centro en O
y cuyo eje sea 0 = .
De la misma manera, la inversion en el circulo r=k (véase § 6.1)
transformara (r, 6) en

(k2/r, 6).

Las expresiones cartesianas para las mismas transformaciones se pueden
deducir en un momento. P?r ?jemplo, la rotacién que recorre « alrededor de
O transforma a (x, y) en (x, y'), donde, por 8.21,

x'=rcos(f + a) = r(cosf cosa — senfsena) = x cosa — y sena,

Y =rsen (0 + a) = r(cos@sena + senfcosa)= xsena + ycos a.

En particular, tenemos que un cuarto de giro transforma a (x, y) en (— y, x),
Y, en consecuencia, se tiene que la condicién necesaria y suficiente para que
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dos puntos (x, y) y (x', »'), estén en direcciones perpendiculares desde el
origen en que :

8.22 xx' '+ yy = 0.

Una transformacién como

X' = xcosa — ysen a,

Y =xsena + ycosa

tiene dos aspectos distintos: uno “activo”, o de coarfada en el que cada
punto (x, ¥) es desplazado a una nueva posicion (x, ¥'), y otro “pasivo”, o
de alias, en el que el punto al que antes se denominé (x, y) se le da el nuevo
nombre (x', ¥). El segundo aspecto se emplea en ocasiones con el objeto de
simplificar la ecuacion de una curva dada. Por ejemplo, la curva

ax® + 2hxy + by? = 1

8.23

se convierte en
a(xcosa — ysen a)? + 2k (x cos a — ysena)(xsen a + y cos «)
+ b(xsena + ycosa)? = 1,

en la que el coeficiente de xy no es ya 2k sino

2h(cos? a —sen2 a) — 2(a — b) cos asen a = 24 cos 2a —(a — b)sen 2a.

Como esto desaparece cuando tan 2a = 2h/(a — b), la ecuacién se simplifica
por medio de una rotacion de los ejes que recorra el dngulo particular

2h
b

a = 4 arctan

El drea del tridngulo OP,P,, donde P; tiene coordenadas polares (r;, 8;), se
toma como positivo si 8, <8,, y negativo si 8, >60,. De acuerdo con esta
convencion, el drea es

dryra sen (62 — 61) = 4ryra(sen 6, cos By — cos s sen f;)
0, en coordenadas cartesianas,

X1 »Nn
8.24 Fxyz — x1) = 4

Xz )2

Para encontrar el drea de un tridngulo cualquiera P, P,P; escogemos un par
de ejes nuevos, paralelos a OX, OY, tales que pasen por P;. Como las
coordenadas nuevas de P; (i= 1 o 2) son (x;—x3, yj—y3), el drea de un
tridngulo cualquiera P,P,P; seri

1 — X3 Yi1i— )3 X1 ¥y g
8.25 =4x2 y2 1|.
X2 — X3 Y2 — )3 xs ys 1
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En consecuencia, tenemos como condicion necesaria y suficiente para que £,
P, , P sean colineales es que el determinante de tres renglones tenga un valor
de cero. La ecuacion de la recta PP, se puede derivar a partir de esta
condici6n si escribimos (x, ) en lugar de (x3, y3).

EJERCICIOS

1. Por medio de una férmula trigonométrica muy conocida, obténgase una expre-
sibn del cuadrado de la distancia entre los puntos de coordenadas polares (ry, 8;), (r3, 83).

2. Obténganse las coordenadas polares del punto medio.

3. Obténgase una ecuacion polar de la recta y =x tan & (Indicacion: Tomense
valores negativos para r.)

4. Por medio de 8.22 obténgase la condicion

aa’ + bbb’ =0

en relacibn con dos rectas ax +by +c =0y a'x +b'y +¢' =0 de manera que sean
perpendiculares, Deduzcase que

ax + by +¢=0, bx—ay +c¢ =0

son perpendiculares para todos los valores de a, b, ¢, ¢'.
5. Mediante una rotacion adecuada de ejes, simplifiquese la ecuacion de la curva

4x? 4+ 24xy + 112 = 5.

8.3 LA CIRCUNFERENCIA

Una figura de atractivo universal.
D. Pedoe [1, pig. vii]
La circunferencia con centro en (x', ') y de radio k, que es ¢l lugar
geométrico de los puntos (x, ) a una distancia k de (x’, y'), es
x=—XP+—yP==k
Asi

8.31 X2+ 2 4+ 28x + 2 4+ ¢c=0

es upa circunferencia con centro en (—g, —f) siempre que 2+ >ec S
(xy, i) estd en la circunferencia, la tangente en este punto P, es

XX+ 1y + gx+x)+ [+ 1) +c=0
0 i+ gx+ O +N)y+@Ea+pHr1+c0)=0.
Pues esta recta pasa por Py y es perpendicular al didmetro
= te 2+ /[
XS bk Vit S
El circulo 8.31 es ortogonal a otro circulo
X2+ )2 4+ 28x 4+ 2y +¢' =0
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si, para un punto P, conveniente, el centro de cada uno de ellos estd en la
tangente en P, al otro. Al sumar

(xl+8)8'+U’+f)f'=gx1 + fn +c¢

a la relacion andloga en la que se han intercambiado las letras primas vy las no
primas, vemos que la ortogonalidad de los dos circulos implica

288" + 2ff' = ¢ + ¢

Y, al revés, dos circulos cualquiera que satisfagan esta relacién serin
ortogonales. En particular, los circulos

8.32 X2 4+ y2 4+ 2gx + ¢ = 0,
8.33 X242 42y —c=0,

cuyos centros quedan respectivamente en los ejes de las x y de las y, serdn
ortogonales. Al mantener constante a ¢ y permitir que g o f tomen valores
diferentes, obtenemos dos haces ortogonales de circulos coaxiales, cuyos ejes
radicales son x =0 y y =0, respectivamente. Si ¢ =0, tenemos dos haces
ortogonales fangentes, y cada uno de ellos consiste en todos los circulos que
tocan uno de los ejes en el origen. Si ¢ >0, los circulos 8.32, para los
distintos valores de g, forman un haz no intersecante, que incluye los dos
circulos punto

(x+gP+)2=0, g==xye

que son los puntos limite (¥+/c, 0) del haz. Los circulos 8.33, que pasan por
estos dos puntos, forman el haz ortogonal intersecante.

EJERCICIOS

1. El circulo x2 +y? =k? invierte a (x, ¥) en

( k2 x k2y )
x2 +",r2. x2+y2 i

Apliquese esta inversion a la recta 8.11 y al circulo 8.31.

2. Encuéntrese el lugar geométrico de un punto (x, y) tal que sus distancias a (k/u,
0) y a (uk, 0) estan en la razon de 1 : u (cf. § 6.6).

3. Obténgase la ecuacidn cartesiana del lugar geométrico de un punto tal que el
producto de sus distancias a (4, 0) y (— a, 0) sea a”. Dediizcase la ecuacion polar de esta
“figura de ocho", que es la lemniscata de Jacob Bernoulli.

4. A partir de dos circunferencias iguales que estin en contacto, encuéntrese el
lugar geométrico de los vértices de los tridngulos de los que la primera es la
circunferencia de los nueve puntos (§ 1.7) y la segunda es una circunferencia ex—ins-
crita (§ 1.5). (Respuesta: Una lemniscata.*)

S. Una circunferencia de radio b rueda sin deslizarse por el exterior de otra
circunferencia de radio nb. El lugar geométrico de un punto fijo en la circunferencia que
rueda se llama epicicloide (cuando n es entero, epicicloide de n crestas.) Obténganse las
ecuaciones parameétricas

8.34 X =1(n+ 1)bcost — bcos(n + 1),
Yy =(n+ l)bsen t — bsen (n + ).

* Richard Blum, Canadian Mathematical Bulletin, 1 (1958), pags. 1-3.

www.elsolucionario.net




. conicas 145

Tricense las grificas que corresponden a los casos de n=1 (la cardioide} n=2 (la
nefroide), n =3 y n =% .[Véase Robson 1, pég. 368.]
6. Al desplazar el origen a la cresta (b, 0), obténgase la ecuacién polar

r=2b( — cos#b)

que corresponde a la cardioide (8.34 cuando n = 1). Deduzcase que las cuerdas que

pasan por la cresta son de

longitud constante.

7. Una circunferencia de radio b rueda sin deslizarse por el interior de otra
circunferencia fija de radio nb, donde n> 1. Encuéntrense las ecuaciones paramétricas
de la hipocicloide (cuando n es entero, la hipocicloide de n crestas) que es el lugar

geométrico de un punto

fijo en la circunferencia que rueda. Trécense los casos n =2

(que es sorprendente), n =3 (la deltoide) y n =4 (la astroide). Eliminese el pardmetro
en los dos {ltimos casos, de manera que se obtenga, para la astroide

[Lamb 2, pigs. 297-303].
Steiner descubrié que
tangentes a una deltoide

X218 4 p23 — g2/3 (a = 4b)

todas las rectas de Simson de un tridngulo cualquiera son

- Tres de las rectas, que son las paralelas a los lados del

tridngulo equilitero de Morley (§ 1.9) son las tangentes “absidales” que comparte la
deltoide con la circunferencia de los nueve puntos. Sus puntos de contacto son los
vértices del tridngulo equilitero XYZ que se describieron en el ejercicio 3 de la pagina
43. Para consultar los detalles, véase Baker [1, pdgs. 330349, sobre todo la pag. 347].

8.4 CONICAS

Ademds de las rectas, circulos, planos y esferas que conoce
cualquier estudiante de Euclides, los griegos sabian las pro-
Ppiedades de las curvas que se obtienen al cortar un cono con
un plano: la elipse, la paribola Y la hipérbola. Kepler
descubrio al analizar sus observaciones astronémicas -y
Newton lo demostré matemdticamente sobre la base de la ley
universal de la gravitacion- que los planetas describen elipses.
Astl se hizo de la geometria de I Grecia antigua piedra
angular de la astronomia moderna,

J. L. Synge (1897~ )
[Synge 2, pag. 32]

Figura 8.4a

www.elsolucionario.net




146 coordenadas

Hay varias maneras distintas de definir una cénica (o “seccién conica™).
Una de las mds directas es la siguiente (cf. § 6.6): una cénica es el lugar
geométrico de un punto P cuya distancia OP a un punto fijo O es & veces su
distancia PK a una recta fija HX (figura 8.4a), donde e es una constante
positiva.

Otras definiciones de conica, que propuso Manaecmio hacia 340 a. J. C.
fueron reconciliadas con ésta por Papo de Alejandria (siglo cuarto) o tal vez
por Euclides [véase Coolidge 1, pags. 9-13].

La conica se llama elipse cuando € < 1, pardbola, cuando & = 1, hipérbola,
cuando € > 1. (los nombres se deben a Apolonio.)

El punto O y la recta HX son un foco y la directriz correspondiente. El
numero &, que se llama excentricidad, se suele denotar por e (pero entonces,
con el fin de evitar confusiones, se debe afiadir “donde e no se ha de tomar
como la base de los logaritmos naturales” [Littlewood 1, pdg. 43]). La cuerda
LL' que pasa por el foco y es paralela a la directriz se llama latus rectum: su
longitud queda denotada por 2!, donde

| = OL = eLH.

En términos de coordenadas polares, donde tomamos la recta inicial OX en
posicion perpendicular a la directriz, tenemos

r= 0P = ePK = e(LH — rcos 0)
8.41 = [ — ercosé,

de manera que

842 FI =1+ ecosé.

Como la ecuacion no se altera al substituir & por — @, la conica es simétrica
por reflexion en la recta inicial. Cuando 6 = 0, r = I/(1 + €); y cuando 6 =,
r=1/(1 —¢); por lo tanto, la cénica corta la recta inicial dos veces, cuando
no se tiene que e= 1.

Si <1, se tiene por 8.42 que r es finita y positiva para todos los valores
de 6; por lo tanto, la elipse es una curva cerrada (y oval). Si e = 1, r sigue
siendo finita y positiva, excepto cuando 8 = 7; por lo tanto, la pardbola no
es cerrada, sino que se extiende al infinito en una direccion. Si e > 1, r serd
positiva o negativa seglin sea cos § mayor o menor que — 1/g; por lo tanto,
la hipérbola posee dos ramificaciones separadas, que estdn dadas por

—a < 0 < a, a< 0L 27 — a
respectivamente, donde « = arcsec (— ).
Al elevar al cuadrado 8.41, obtenemos la ecuacién cartesiana

8.43 x2 4+ y2 = (I — ex)?
(que indica que un circulo puede considerarse como una elipse de excentricidad
cero). Si e+ 1, podemos dividir por 1 — &2 y simbolizar //(1 — €2) por a, de
manera que obtengamos 3

x2 4 Y = la — 2eax

1 —e2 ™
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6 (x+£a)'~‘+lﬂy2=(l+eza)a=a2
2" 2

a? la
Al trasladar el origen a (— e, 0), podemos reducir esto a

i‘:—2i’y—2=1
az = p2 S

donde b2 =|la|=|1— ¢e2|a2,

de manera que la = +b?, donde el signo que se dé dependeri de quee<1 o
e>1. En el ultimo caso, tenemos por la definicién anterior que a resulta
negativa, pero podemos invertir el signo sin alterar la ecuacién 8.44. Es mis
importante el hecho de que la ecuacion tampoco se altere cuando se cambian
los signos de x o de y. Esta invariancia muestra que la elipse y la hipérbola son
simétricas por reflexién en uno cualquiera de sus ejes, y, por lo tanto, también
por el semigiro alrededor del origen: su grupo de simetria es D, si empleamos
la notacién de § 2.5. Por esta razon, se dice que el origen es el centro y que la
elipse y la hipérbola son conicas centrales.

Figura 8.4b

La significacion geométrica de a y b ha quedado indicada en la figura 8.4b.
En lo que se refiere a Ia elipse, 22 y 2b son los ejes mayor y menor; para
la hipérbola, son los ejes transversal Y conjugado. Las dos ramificaciones de la
hipérbola

x2 y2

quedan en dos regiones angulares opuestas, que forman las dos rectas

¥ _ 7 =X )
2 ET s (a b)(a+b)_0'
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Estas rectas se llaman asinforas de la hipérbola. Cuando a = b, son perpen-
diculares entre si, y tenemos una hipérbola rectangular (o “equilatera™).
Sie= 1,843 se reduce a

2 =231 - %)
o, por reflexion en larectax = 1/,
8.45 ¥y = 2Ix.
que es la ecuacion habitual de la paribola (figura 8.4¢).

Figura 8.4c

Las ecuaciones paramétricas mas convenientes son: para la elipse

8.46 X = acos I, y = bsen t,
para la pardbola

8.47 x = 22, y= 21

y para la hipérbola

8.48 x = a cosh 1, y = b senh
donde

coshr:-e‘—"-‘ie—_‘, senh::‘-"—i;"‘.

(Estudiaremos estas funciones en § 8.6.)

EJERCICIOS
1. ;Qué clase de curva es la que tiene la ecuacion polar
r=1lseczig?
2. ;Qué clase de curva es la que tiene la ecuacion cartesiana
4x% + 24xy + 11y2 = 5?
(Véase el ejercicio 5 al final de § 8.2.)
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3. La suma (o diferencia) de las distancias de un punto de una elipse (o hipérbolz) 2
los dos focos es constante.

4. Exprésese la excentricidad de una cénica central en términos de sus semiejesa v b.
{Qué excentricidad tiene una hipérbola rectangular?

5. A partir de puntos B v C, se tiene que el lugar geométrico del vértice 4 de un
tridngulo ABC tal que su recta de Euler sea paralela a BC (como en el ejercicio 9 al final de
§ 1.6) es una elipse cuyo eje menor es BC y cuyo eje mayor es el doble de la altura del
tridngulo equilitero de lado BC. (Indicacién: Si A, B, C son (x, Y)y (21, 0), el circun-
centro, que equidista de 4 y C, sera (0, L y).)

6. Una expresion como ¥

F = ax? + 2hxy + by?

se lama forma binaria cuadritica. Se dice que es definida cuando ab > k2, de modo que F
tenga el mismo signo en relacion con todos los valores de x y yexceptoeldex =y =0. Se
dice que es definida y positiva cuando el Signo es positivo. Se dice que es semidefinida
cuando ab =h*, de modo que F sea el producto dea y un cuadrado perfecto; semidefinida
y positiva cuaqdo @ >0, de manera que la misma F sea un cuadrado perfecto; indefinida
cuando ab < h”, de manera que F sea positiva en relacién con ciertos valoresde x y y, v
negativa para otros. La ecuacién F=] representa una elipse cuando F es definida y positiva,
dos rectas paralelas cuando F es semidefinida ¥ positiva, y una hipérbola cuando F es
indefinida.

7. ;Qué sucede con la ecuacion de la hipérbola rectangular cuando se rotan los ejes
para recorrer un ngulo de-1?

8. Describase una interpretacién geométrica del pariametro  de 8.46. [Indicacion:
Compirese (a cos 1, b sen r) con (a cost, a sen 0n.]

9. (Qué aspecto se toma en cuanto al decir que la hipérbola 8.441 queda
representada de manera mas satisfactoria por las ecuaciones

X=asecu, y=bhbtanu

que por las ecuaciones 8.48?
10.  El circulo r =/ invierte la conica 8.42 en el caracol

r=I(1 + & cos 8).

Tricese esta curva sucesivamente con distintos valores de e, Cuando & =1 (de manera
que la conica es una parabola), es una cardioide. ) 2
1. El circulo r =a invierte la hipérbola rectangular r* =a* sec 26 en la lemniscata
de Bernoulli
r? = a? cos 20
(véase el ejercicio 3 al final de § 8.3).

8.5 LAS TANGENTES, LA LONGITUD DE ARCO Y EL AREA

No sé qué apariencia pueda rtener Yo ante el mundo; pero a
mi parecer, no he sido sino un nifio que juega en la playa, y
se divierte al encontrar de cuando en cuando un guijarro mads
terso o una concha mas bonita que las ordinarias. mientras el
gran océano de la verdad quedaba sin ser descubierto frente a
mi,

Sir Isaac Newton

(Brewster's Memoirs of Newton, vol. 2, capitulo 27)
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Nos ocuparemos de curvas “rectificables”, tales que entre dos puntos
cualquiera P y Q de la curva hay una longitud de arco s bien definida. Por
medio de la notacién provisional P, = P,P, = Q subdividimos el arco dado
PQ en n— 1 puntos y consideramos la menor cota superior

s = sup (E P P;)
1

de las longitudes de las lineas quebradas
PPy 4+ PiPy + ...+ Py_10,

para todas las subdivisiones posibles.

M dx

Figura 8.5a

La curva es considerada con frecuencia y de manera ttil como el lugar
geométrico de un punto “que se mueve”. Dos puntos cualquiera P y P’ de la
curva quedan unidos por medio de una recta que se llama secante. Si P estd
fijo mientras P' se mueve, la secante suele aproximarse a una posicion limite
que se llama rangente en P. Cuando empleamos coordenadas cartesianas
rectangulares, trazamos la paralela P’M al eje de las y, como se tiene en la
figura 8.5a, y denotamos por N el pie de la perpendicular de P a P'M. La
tangente tiene un dngulo de pendiente, Y, que se puede definir como limite
de NPP'. (La figura se puede modificar de manera obvia cuando el angulo es
obtuso o negativo.) Para calcular ¥, observamos el tridngulo rectingulo PP'N
cuyos lados son los “incrementos” de x, ¥, s (los cuales tienden a cero):

Asi, Ax = PN, Ay = NP, As = PP.
= lim £ _ jim Ax _ dx

COS\L_hmPP, hm_ds._.ds,

N sy N S

sen Yy = lim PP'_hmAs_ciS’

tan ¢ = lim NP’ _ jim
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Como PP'? = pN? 4 Np'2 (0 como cos? ¢ + sen? y = 1), el elemento de Iz
longitud de arco, ds, queda determinado por

8.51 ds? = dx2 4 dye,

y la longitud del arco, s, de (x,, y,)a (X2, 72),0de r= fyat=tr,, es

o= fa[l (@) s [l (2]

ol

Figura 8.5b

Cuando se da una curva en Su ecuacion polar, la direccion de la tangente
en P queda determinada o bien por medio del ingulo ¢ que la tangente
forma con el “radio” OP o (igualmente) por el dngulo

v=0+¢

que forma con la recta inicial OX (figura 8.5b). Como antes hicimos, sean P
y P’ dos puntos de una curva que se aproximan, de modo que la tangente en

= fim P . Ar

852 cos ¢ = lim P = =G
=lim NP _ ;740
sen ¢ = hmP———-F = 1m—-_AS _rd-—s_
8.53 t = lim YP _ . rAf_ 8
an ¢ thP" lim % ="

Como PP'? = NP2 4 nNp2? (0 como cos? ¢ + sen? ¢
de la longitud de arco quedard determinado ahora por

8.54 ds?® = dr2 4 ,2 dez,

=1), el elemento ds
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Como el irea del trigngulo alargado OPP' difiere por una infinitesimal de
segundo orden del de un sector circular de radio r y dngulo Af, que es
—;rz A0, el drea de una curva cerrada cualquiera que rodee al origen una sola
vez serd

2
8.55 3 [ r2 do.
0

Esa formula puede ser llevada a términos de coordenadas cartesianas por
medio de las relaciones 8.21, que implican

8.56 dx = drcosf — rsenf8df, dy = drsenf + rcosfdb,

de manera quexdy — y dx = rcos @ dy — rsen 8dx = r*(cos? 8 + sen?6)
df = r2 df

b {

8.57 : }frzdl?:%f(xdy-—ydx).

Esto, por supuesto, se ha de interpretar como
dx
8.58 X Q - —) dt,
E [ ( a” Y
donde x y y se dan en términos de un pardmetro 7, y la integracion se hace
sobre los valores de ¢ que nos llevan alrededor de la curva.

P
|
L)
|
|

i

&

0 A M

Figura 8.5¢ Figura 8.5d

La misma formula sirve para calcular el drea del “sector” que resulta al
unir el origen con un arco determinado (figuras 8.5¢ y d). En coordenadas
polares, si el arco vade 6 =0, a 6 =0,, el drea es

8
4 f r2de .
(3
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Y al trasladar esto a las coordenadas cartesianas, consideramos que las lineas
que limitan el sector constituyen una “curva” cerrada compuesta por el arco
y dos radios. Como

Sy X dy — ydx
X x2 F
los radios (a lo largo de los que y/x permanece constante) no agregan sino

cero a la integral del lado derecho de 8.57. Por lo tanto, si el arco va de
t=1; at=1t;,el drea del sector es

dx
. A B
8.59 '}f y dr) t
[cf. Courant 1, pag. 273].

EJERCICIOS

1. La recta x —(t +1t") y +2att'=0 es una secante de la pardbola 8.47, tal que la
corta en los puntos de parametros f y t'. Al tomar t' de manera que tienda a f,
dedizcase la ecuacién

x — 2y 4+ 22 =0

de la tangente en el punto de parimetro 7, de manera que si (x;, ;) estd en la parabola
8.45, la tangente en este punto serd

iy = lx + x).
2. Larecta

% cos a + Y B
- a + ~sen « = COS
a b
es una secante de la elipse 8.46, tal que la corta en los puntos r = +f. Al tomar 8 de
manera que tienda a 0, dedizcase la ecuacion
x ?
—Ccos I + J senf = |
S b
de la tangente en el punto de parimetro ¢ [Robson 1, pig. 274]. Obténganse resultados
anilogos en relacion con la hipérbola 8.48. Deduzcase que si (xy, ¥1) estd en la conica
central 8.44, la tangente en este punto serd
XX th} i
a? b2

3. En el punto ¢ de la elipse 8.46, la normal, que es perpendicular a la tangente, es

o A s S T

Cos [ sen r
Al diferenciar parcialmente con respecto a f y eliminindolo después, obténgase la
envoltura de normales de la forma :

(azaj w)i +(a3 b*)in'" :

[Forder 3, pags. 36—37; Lamb 2, pag. 350]. Indicacion:

ax by
3= —— sendf= — —— .
cos® ¢ Ll sen P
4, Por medio de 8.56, haganse concordar 8.51 y 8.54.
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8.6 FUNCIONES HIPERBOLICAS

El seno y coseno hiperbélicos tienen cierta propiedad con
respecto a la hipérbola rectangular, exactamente andloga a la
gue tienen el seno y coseno con respecto a la circunferencia.
Por esta razon se les llama a las primeras funciones hiperbo-
licas, asi como a las segundas, funciones circulares,

E. W. Hobson (1856-1933)
[Hobson 1, pags. 329-330]

Como una aplicacion muy sencilla de la formula 8.59, considérese la
circunferencia unitaria x> + y2 =16

x = cost; y=-sent
(figura 8.5c). Puesto que

dx dy
sl = — bicih =
d sen y y S =cost=ux,

el drea del sector desde 7 = 0 a otro valor cualquiera es

dy dx fal
‘E/:} (x?}— E) di = *}ﬂ (x2 + y2)dr

=1 dt = {1,
“Jo
lo que, por supuesto, ya sabiamos. Es mis interesante lo que sucede cuando
la curva es hipérbola rectangular x*> —y? =1 ¢
X =cosht, y =senhty,

de manera que

%_—_senhz:y y %:coshr:x,

el drea del sector es, nuevamente,

*ﬁ (x%_ %) dfzi/; (x2 — y2)dr

=Jf£ dt = 1.

Al comparar los resultados anteriores, vemos con claridad la analogia que
relaciona a las funciones circulares y a las hiperbélicas. Tenemos en las
figuras 8.5¢ y d un sector AOP del circulo o la hipérbola rectangular,
respectivamente. En ambos casos, OA = 1, y el parimetro ¢ es el doble del
drea del sector. En el primero, OM =cosr y PM=sent. En el segundo,
OM = cosh t y PM = senh ¢.
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EJERCICIOS
L. Encuéntrese el drea de la elipse
X =acost, y=bhseny.
2. Encuéntrese ¢l rea del sector 1 de la hipérbola general

X =acosht, ¥ = bsenht.

8.7 LA ESPIRAL EQUIANGULAR

En la espiral equiangular del nautilo o de la concha de caracol
o globigerina, las espiras aumentan continuamente de anchura,
¥ lo hacen en una razén continua Y constante . . . En conse-
cuencia, los sectores que cortan radios sucesivos a los mismos
dngulos vectoriales, son semejantes entre si en todos los
aspectos, y la figura puede ser tal que crezca contimwamente
sin que por ello cambie de forma,

Sir D’Arcy W. Thompson (1860-1948)

[Thompson 2, pags. 753-754]

Se puede considerar la circunferencia r = @ como el lugar geométrico de la
transformacion del punto (a, 0) por medio de una rotacion continua, que
transforma cada punto (7, 0) en (r, 0 + 1), donde ¢ varia continuamente. De
la misma manera, el rayo (o semirecta) 8 =0 es el lugar geométrico de la
transformacion de (e, 0) mediante una dilatacion continua, de la que obtiene
(r, 0) en relacion con todos los valores positivos de r. Al combinar
juiciosamente ambas transformaciones, se obtiene una rotacion dilatativa
continua. Denotemos la razén de amplificacién que corresponde a la rotacion
que recorre 1 radiin por u. Entonces u? seri la razén de amplificacion de 2
radianes, u* de 3 radianes, ..., u" de 7 radianes, . .., u' de r radianes. Asi,
la rotacion dilatativa transforma el punto general (r, 0) en (ur, p + 1), donde
? varia continuamente. El lugar geométrico de la transformacion de (a, 0) es
la espiral equiangular (o *“espiral logaritmica™), cuyas ecuaciones paramétricas

r=pla, 0=t
se pueden combinar en una sola ecuacién polar:
871 r—=ap

Descartes fue el primero que reconoci6 esta curva, y la estudia en sus cartas de 1683
a Mersenne. Jacob Bernoulli (1654—170S) la encontrd tan fascinante que di6 instruccio-
nes para que la grabaran en la lapida de su tumba (en el Miinster en Basel, Suiza), con la
inscripeion
Eadem mutata resurgo.

Estas palabras (que E. T. Bell traduce como “Aunque cambiada, surgiré igual’) expresan
una consecuencia notable de la manera en la que la curva se puede desplazar sobre si
misma mediante una rotacién dilatativa: cualquiera dilatacién tiene sobre ella el mismo
efecto que una rotacién, y viceversa. De hecho, la rotacion § -6 + @, que transforma
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r=au’en ap''® = p°, equivale a la dilatacion O(p*). Steinhaus [1, pag. 97] describe
esta propiedad como una ilusion de optica. Después de trazar una espiral equiangular
(figura 8.74), comenta: “Si le damos vuelta (en nuestro caso, con todo el libro), da la
impresion de hacerse mas grande o mas pequenia.”

Figura 8.7a
Puesto que

dr _
= rlog p,

—_
8.53 nos sefala que el angulo ¢, que forman el vector de posicion OP y la
tangente en P estd dado por

cotp = %% = log p,

es decir, el dngulo es constante: este resultado podriamos haberlo previsto a
partir de que las semejanzas preservan los dngulos. En términos de este
dngulo constante ¢, que en la figura 8.7a es de unos 80°, podemos escribir

pa — ea log u _ ea cot ¢,

para asi expresar la espiral en la forma clisica

8.72 r = qgef core
Por 8.52,
dr
— = COS o,
7 Lo

de manera que r —scos ¢ es constante. Esto nos indica que la longitud del
arcoder=r, ar=r; es
(rz — r1) sec ¢,
y que la longitud del origen (r = 0) al punto general (aunque interviene una
infinidad de giros) es
I Sec ¢.
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EJERCICIOS

1, La espiral » = apes homotética consigo misma por medio de la dilatacion
O(p2™). ;Como la afecta la inversion en el circulo r =a?

2. Tricese la inversa de una espiral equiangular con respecto a un circulo cuyo
centro esté en

(i) la misma espiral,

(ii) la imagen de la espiral que resulta del semigiro alrededor de su polo.
(Las inversas de las espirales equiangulares se llaman loxodromios.)

8.8 TRES DIMENSIONES

Kastner, el Analista, creia que la aplicacion del dlgebra a la
geometria liberaria al estudiante de la estricta disciplina de
Euclides. Lo capacitaria para pensar por su propia cuenta en
lugar de limitarse a observar los labios de su maestro. Se
podria poner como inscripcion encima de la puerta de
cualquier escuela moderna una de sus frases: “No conocemos
satisfaccion mayor que la de descubrir la verdad por nosotros
mismos. "

J. L. Synge [2, pdg. 174]

Para colocar un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio nos
servimos de tres planos axiales, que se intersectan por pares en tres ejes OX,
OY, OZ. Al empezar por el origen O, llegamos al punto general (x, y, z) al
recorrer una distancia x a lo largo del eje de las x OX, a continuacién una dis-
tancia y a lo largo de la direccion del eje de las y OY y, por iltimo, una
distancia z a lo largo de la direccion del eje de las z OZ. Las ecuaciones de
los tres planos axiales son x =0, y =0, z =0, que se pueden tomar por pares
para determinar los ejes. Por ejemplo, el eje z, que estd compuesto por todos
los puntos (0, 0, z) tiene las dos ecuaciones x = y = 0. Una recta cualquiera
que pase por el origen (0, 0, 0) tiene las ecuaciones paramétricas

8.81 x = Xt, y = Y, z = Zt,

Las razones mutuas de los coeficientes X, Y, Z determinan su direccién. Por
medio de la traslacién a un nuevo origen, vemos que la paralela que pasa por
(xl s Vi 21) €s

8.82 x =x + X, y=n+ "N, z =2z + Zt.

Al eliminar a ¢, obtenemos las dos ecuaciones
S D b g s a3 |

8.83 X Y VA

que tendrdin que ser interpretadas por una convencién especial cuando
XYZ = 0. El centroide de las masas f; en (x;, ¥1, 1)y f2 en (X2, V2, Z2),
donde ¢y +1, =1, es

(tix1 + t2x2, hiy1 + l2y2, 1z + [223).
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El origen y (x;, ¥1, z;)son los vértices opuestos del paralelepipedo que
forman los tres pares de planos paralelos

(x1,31,21)

Figura 8.8a

x =0, X = x;; r=0, =y 2=0, z = zg

como se tiene en la figura 8.8a. (En la palabra de trabalenguas “parale-
lepipedo™ el acento original va sobre la silaba “ep”, que pertenece 2l prefijo
griego epi, también presente en palabras como “epiteto™ y “epicicloide™.)
Tomaremos los ejes ortogonales entre si durante el resto de esta seccion, de
manera que aqui tendremos un paralelepipedo rectangular (o “‘caja”). La
extension tridimensional del teorema de Pitigoras nos sefiala que la longitud
de la diagonal

0,0,0) (x1,y1,21)
es la raiz cuadrada de X +y.2 +2z,2. De la misma manera, la distancia
entre (x, y, z) y (x', »', ') es la raiz cuadrada de
X =XP+0—-y)2+(z-2)
Si ajustamos el pardmetro de 8.81 de manera que
8.84 X2+ Y24 2722=1,

tendremos que mide la distancia del origen al punto general (x, y, z) que estd
en la recta. Los coeficientes X, Y, Z, que cumplen 8.84, se llaman cosenos
directores de la recta, debido a que son los cosenos de los dngulos que la
recta forma con los ejes de coordenadas. Con mis precision, diremos que son
los cosenos directores de uno de los dos rayos en los que la recta queda
descompuesta por el origen; los cosenos directores del rayo opuesto son — X,
— Y, —Z. Dos rayos que forman un dngulo cortan a la esfera unitaria

X2 4 y2 4 22 = |

en dos puntos, que son, digamos, (X, ¥, 2), (X', Y/, zZ", cuyas coordenadas
son iguales a los cosenos directores de los rayos. Al “resolver” el tridngulo
isosceles que forman los puntos con respecto al origen, obtenemos la
expresion

XX' +YY + 2Z’
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para el coseno del dngulo que estd entre los rayos. En particular, los rayos (y,
por lo tanto, también las rectas) forman dngulos rectos si

XX+ YY +ZZ =0,

En consecuencia, tenemos que el plano que pasa por el origen y.es
perpendicular a la recta 8.81 es

Xx + Yy + Zz = 0.

Por medio de una traslacion, deducimos el plano paralelo que pasa por (x,,
Y1..2 ):

8.85 Xx+ Yy + Z: =T,

donde T'=Xx, + Yy, + Zz,. Sin dejar de suponer que i
X2+ Y24+ Z2=X24 Y2472 = E

deducimos que los dos dngulos suplementarios que forman los planos

Xx+Yy+2:=T, Xx+ Yy + 2z =T

son los dngulos de cosenos
XX + YY + ZZ).

Vemos ahora que todo plano tiene una ecuacién lineal, y que cada
ecuacion lineal determina un plano. En particular, el plano que interseca a los
ejes en p, q, res

= + 4 + 2 =l

7 AR (S
Dos planos de la forma 8.85 son paralelos cuando solamente difieren en sus
términos “‘constantes” 7. La recta de interseccion de dos planos no paralelos
s¢ puede reducir a la forma habitual 8.83 al eliminar en primer lugar z y en
seguida x.

Una ecuacion que relaciona a X, ¥, z (no necesariamente lineal) suele
representar una superficie; dos ecuaciones asi representan una curva, es decir,
la interseccion de dos superficies. En particular, una ecuacién como

F(x,y) = 0,

en la que solamente intervienen x Y v representa un cilindro, el lugar
geométrico de una recta que Pasa por un punto variable de la curva F(x,
Y)=z=0 mientras permanece paralelo al eje de las z. Una ecuacién
homogénea como

Sxp2)=0

(cuyo lado izquierdo simplemente se multiplica por una potencia de u
cuando x, y, z se han reemplazado por ux, My, uz) representa un cono el
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lugar geométrico de uma recta que une el origen y un punto variable en
la curva

f(x')’s I) = 0, Zai=nll
Tenemos casos importantes cuando tratamos de los cilindros cuddricos
2 2
iIL=l
az b2
que incluyen al cilindro de revolucion ordinario (o “cilindro circular recto”)
x? +y* =k?, y los conos cuddricos
ax? + by? + cz2 = 0,

Y y2 = 2!x,

que incluyen al cono de revw‘uciéu (o *‘cono circular recto”) x? + y? = ¢z2.

La ecuacion x* 4 y? +z2 =0, que solamente cumple (0, 0, 0) puede
considerarse o bien como un cono peculiar 0 como una esfera de radio igual
a cero. La esfera general, con centro en (x', y', z') y radio de k, es, por
supuesto,

X =P + (0 =y )4 E =22 =k

Senalemos que esta es ,una ecuacion de segundo grado en la que los
coeficientes de x*, y*, z* han de ser todos iguales entre si sin que se tengan
términos en yz, zx, xv

La esfera x* + y? + 2% = k2, con centro en el origen, invierte el punto (X,
Y,Z)en

k2X k2Y k:Z
X2+ Y2422 X24 Y2422 X24 Y2422

El plano que pasa por este punto inverso y es perpendicular a la recta 8.81, a
saber,

Xx + Yy + Zz = k2,

se llama plano polar de (X, Y, Z) con respecto a la esfera. Si (X, Y, Z) estd
en la esfera, el plano polar es simplemente el plano tangente.

Las superficies tridimensionales andlogas a las conicas son las superficies
cuddricas o cuddricas, cuyas secciones planas son cénicas (u ocasionalmente
pares de rectas), que pueden considerarse como casos degenerados de
conicas). Estas superficies, cuyas ecuaciones son de segundo grado, incluyen
no solamente los cilindros eliptico e hiperbodlico, el cono cuidrico y la
esfera, sino también el efipsoide

)il 22
el hiperboloide de una hoja

y2 z2 et
8.86 + i
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[R. J. T. Bell 1, pdg. 149, fig. 41], el hiperboloide de dos hojas
x? )‘2 22

[Salmon 2, pag. 80, fig. 1-4], el paraboloide eliptico

XZ P2 o

T
y el paraboloide hiperbolico

x2 y'.!
8.861 e < T 2z

[R. J. T. Bell 1, pdg. 150, fig. 42]. Se puede discernir a grandes rasgos la
naturaleza de estas superficies al considerar sus secciones con planos paralelos
a los planos coordenados. G. Monge inventé los nombres en 1805 [véase
Blaschke 1, pdg. 131].

Tenemos casos especiales de importancia con las cuddricas de revolucion.
que se forman al girar una coénica alrededor de uno de sus ejes. Por ejemplo,
el elipsoide especial que se obtiene al hacer girar una elipse alrededor de sus
ejes mayor o menor es un esfergide prolato o un esferoide oblato, respec-
tivamente.

Al investigar las superficies de revolucion suele ser conveniente el empleo
de las coordenadas cilindricas (r, 0, z) en las que las dos primeras de las tres
coordenadas cartesianas se reemplazan por coordenadas polares

r=\/x%TF )3 €=arclan'£.
mientras z conserva su significado habitual. Para que una curva plana
Fix,z) = 0, P =0
efectie una revolucién alrededor del eje de las z, simplemente reemplazamos
X por r; asi, la superficie de revolucion es
F(r, z) = 0,
0, en coordenadas cartesianas, F(\/xZ + 2, z) = (.

Por ejemplo, cuando hacemos girar la hipérbola 8.441 alrededor de su eje
conjugado, obtenemos el hiperboloide de revolucién (de una hoja)

r2 z2 x2 3+ }-'.’. z2

——==1 0 —= _Z__—1],

i e a? b?

Al reemplazar x* +y? por (x cosa+ysena)? + (v cos @ —x sen @)?, po-
demos expresar la ecuacion en la forma

(x cos a 4+ ysen a)? — (az/b)> = — (ycosa — xsen a)? + a2
que indica que, para cada valor de @, todo punto de la recta

xXcosa + ysena = az/b, ycosa — xsena = q
estd en el hiperboloide. Si tomamos « tal que varie de 0 a 2. obtenemos un
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sistema continuo de gemeradores: rectas que descansen por completo en la
superficie. Si reflejamos en el plano (x, ) por medio de la inversién del signo
de z, obtenemos un segundo sistema de generadores en el mismo hiper-
boloide. El plano

8.87 Xcosa + ysen a = az/b,

que pasa por el centro, toca el cono asintotico

a lo largo de la recta
X izl y ol Z
acosa asena b’
y encuentra al hiperboloide en dos rectas paralelas entre si: cada una en uno

de los planos y cosa —x sen a = +a.
Otra superficie de revolucion interesante es el zoro, con forma de anillo,

(r—a)32 + 22 = p2 (a > b),

que se obtiene cuando se hace girar un circulo de radio b alrededor de una
recta exterior de su plano, cuya distancia al centro es a. Esta superficie
contiene, evidentemente, dos sistemas de circulos: los “meridianos”, de radio
b, y los “paralelos™ (ubicados en planos paralelos a z = 0), cuyos radios
varian entre ¢ —b y a+b. Es menos obvio observar que el toro contiene
también dos sistemas “‘oblicuos” de circulos de radio a. tales que dos circulos
de sistemas opuestos se intersectan o tocan dos veces mientras dos circulos dis-
tintos del mismo sistema no se encuentran, sino se entrelazan.* De hecho,
al expresar la ecuacion

8.88 (VXT ¥ )2 — a)? 4 22 = b2

en la forma
(X2 + y2 + 22 — a® + b2 + 4(a® — b%)z2 = 4b%(x2 + y?)

= 4b2 { (x cos @ + ysen a)2 + (y cos @ — x sen a)? )

(x% + y2 + 22 — a® + b?)? — 4b%(y cos @ — x sen a)?
= 4b%*(x cos a + y sen @) — 4(a? — b2)z2,

vemos que, para cada valor de «, el toro contiene la seccion entera de la
esfera *

X2 + y2 + 22 — a® + b2 = 2b(y cos a — x sen a)

* Dibujos del toro, en los que se muestran los cuatro sistemas de circulos, se pueden
encontrar en Hermann Schmidt, Die Inversion und ihre Anwendungen (Oldenbourg, Mu-
nich, 1950), pdg. 82. (La “elevaciéon™ no estd tan bien dibujada como el “plan™.) Véase
también Martin Gardner, Seientific American, 203 (1960), pags. 194, 196. Estos circulos
fueron descubiertos por Yvon Villarceau, Nouvelles Annales de Mathematiques (1), 7
(1848), pdgs. 345-347.
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por medio del plano

8.89 b(x cos a + ysen a) = /a2 — b2z

Puesto que podemos expresar la esfera como
(x + bsen a)? 4 (y — beosa)? + 22 = a?

y el plano pasa por su centro (— b sen a, b cos @, 0), la seccion es un circulo
mayor, de radio a. Si tomamos a tal que varie de 0 a 2, obtenemos un
sistema continuo de esos circulos, y un segundo sistema al invertir el signo de z.

El plano 8.89 corta al toro en dos circulos, uno de cada sistema (tenemos
que « es reemplazada por a+ 7 en el segundo sistema). Como los dos
circulos son secciones de las dos esferas

x2 4+ y2 4 22 — a? + b? = = 2b(y cos a — x sen q),

sus puntos de interseccion son los dos puntos “antipodas”
2 . B2 2 _ b2
(:!:a—-—-b—cosa, I‘—’-——bsena. ié\faz—bz)
a a a

(donde concuerdan los signos). Puesto que cada uno de éstos es un punto de
contacto, 8.89 es un plano bitangente [R. J. T. Bell 1, pdg. 267].

Al comparar 8.89 con 8.87, observamos que los circulos del
toro estin en los mismos planos (que pasan por el centro) que ios pares de

generadores paralelos del hiperboloide de revolucion
X2 42 2 ;
a® — b b2

(Este comentario se debe a A. W. Tucker.)

EJERCICIOS
1. El plano que pasa por tres puntos dados (x;, yi. zp) (i=1, 2, 3) es

X1 M
Xz Y2
X3 Y3
X |

1

L

I
=

1
1
s |
1

Lo T T I

Si el requisito de que pase por un punto s¢ reemplaza (en uno o dos casos) por el
requisito de que sea paralelo a una recta cuyos numeros de direccion serin X;, Yy, Z;, la
fila correspondiente del determinante sera reemplazada por
Xi Yi Z; 0.
2. En términos de coordenadas cartesianas generales, el punto (x, ¥, z) se

transformaré en

(—x, —y, —z) por la inversion central O( —1),

(px, v, pz) por la dilatacién O(u) (8 7.6)

(x. ¥, z40) por una traslacion a lo largo del eje de las z.
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3. En términos de coordenadas cartesianas rectangulares, el punto (x, y, z) se
transformara en

(x. ¥, —2) por reflexion en el plano (x = y),
(v x, 2) por reflexion en el plano x =y,
(—=y. x,2) por un semigiro alrededor del eje de las z,

(x, =y, z+¢) por una reflexion en deslizamiento (§ 7.4).
4. En términos de coordenadas cilindricas, el punto (r, 0, z) se transformari en

(.8 + a,z + ¢€) por una torcedura

(ur, 8 + @, pz)  por la rotacién dilatativa general (§ 7.6).
5. Obténgase la condicion

i + 2w L 2ww' =d + &

con respecto a dos esferas

X243+ 22 L Jux 4+ 2wy + 2wz +d =0,
X242 422 L + Wy 2w +d =0

de manera que sean ortogonales.

6. Si (X, Y, Z)esta fuera de la esfera x2 +,|-'2 +22 =k2, su plano polar contiene
los puntos de contacto de todos los planos tangentes que pasan por (X, Y, Z).

7. Al expresar 8.86 en la forma

-

(x ¥ 2 (y x 2 z\ 2
~ COS @ 4+ = sen a +|=cos a — - sen a =l+(—J 5
a b b a ) c

encuéntrense los sistemas de generadores del hiperboloide general de una hoja. Dos
generadores de sistemas opuestos se suelen intersecar (o son paralelos ocasionalmente),
pero dos generadores distintos del mismo sistema se cruzan sin cortarse. Fsta observa-
cion se aplica también a los dos sistemas de generadores del paraboloide hiperbélico
8.861.
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La extensién del plano euclidiano al plano inversivo (§ 6.4) o al plano
eliptico (§ 6.9) es la contrapartida geométrica de un procedimiento familiar
en el dlgebra: la extension del concepto de nimero. Si empezamos con los
nimeros naturales, como el 1 y el 2, pasaremos a los enteros, después a los
nimeros racionales, a continuacion a los reales, y en seguida a los complejos
(y si dispusiéramos de suficiente tiempo, podriamos continuar con los
nimeros hipercomplejos*). El motivo de cada paso es nuestro deseo de
capacitarnos para resolver cierto tipo de ecuaciones. Los antiguos griegos
comprendian con certeza notable los nimeros reales. Los nimeros complejos
fueron empleados con libertad por R. Bombelli (en su Algebra, Bolofia,
1572), y sobre todo por Euler, muchos afios antes de que se pudiera tratarlos
de manera rigurosa: de alli recibié su significado técnico la palabra “imagi-
nario”. Para colocar “la raiz cuadrada de menos uno™ en una base sélida es
conveniente (aunque no esencial) emplear una representacién geométrica. Esa
interpretacion la sugirio J. Wallis (1685), recibié su formulacion completa de
C. Wessel (1797). fue vuelta a descubrir por Argand (1806), vy redescubierta
una vez mids por Gauss.¥

El estudio que haremos aqui del nimero no intenta constituir un
desarrollo formal, sino insistir sobre todo en el papel de la geometria en las
reglas que intervienen. Un tratamiento mds completo se puede encontrar en
Robinson [1, pdgs. 73-84].

* Véase, por cjemplo, Coxeter, Quaternions and Reflections, American Marhematical
Montly, 53 (1946), pags. 136 146.

T Véase el excelente articulo acerca de los niimeros complejos de C. C. MacDuffee
en la Encyclopaedia Britannica (Edicion de Chicago).

; y 165
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9.1 LOS NUMEROS RACIONALES

“El mar del norte es bello,” dijo el Orco, “y bello es el
delicado laberinto del copo de nieve antes de que se derrita y
deje de ser, pero esas bellezas no son nada para el que se
deleita en los mimeros, que desprecian tanto la salvaje
irracionalidad de la vida como la desconcertante complejidad
de las leyes naturales.”

J. L. Synge [2, pag. 101]

Los primeros nimeros que consideramos al estudiar aritmética son los
numeros naturales, que constituyen una sucesion que empieza por | y nunca
termina. El problema de resolver una ecuaciéon como

XxX+2=1

es el motivo de que se descubran los enteros, que no solamente incluyen los
nimeros naturales (o “‘enteros positivos™) sino también cero y los enteros
negativos. La sucesion de enteros

e I i I

que no tiene principio ni final, se representa de manera conveniente por
medio de puntos ubicados a distancias iguales a lo largo de una recta infinita,
que podemos concebir como el eje de las x de la geometria analitica
ordinaria. En esta representacion, la adicién y la substraccion aparecen como
traslaciones: la transformacién x - x + a desplaza cada punto para colocarlo
a una distancia @ espacios a la derecha cuando a es positivo y de —a espacios
a la izquierda cuando @ es negativo; dicho de otro modo, la operacion de
sumar a es la traslacion que transforma 0 en a.

El problema de resolver una ecuacién como

2x =1

constituye el motivo del descubrimiento de los nimeros racionales m=alb,
donde @ es un entero y b es un entero positivo; quedan incluidos aqui no
solamente los enteros @ = a/1, sino también las fracciones como 1/2 (o %) y
—4/3. Los nimeros racionales no se pueden escribir sucesivamente en su

qQ

0 S el Bx

Figura 9.1a Figura 9.1b
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orden natural, debido a que siempre hay entre dos cualquiera otro més, y, en
consecuencia, una infinidad de otros racionales; por ejemplo, entre a/b yc/d
encontramos (a + ¢)/(b + d). Los puntos correspondientes son densos sobre el
eje de las x, y parece, a primera vista, que lo llenan por completo. La
multiplicacion y la division parecen como dilataciones: la transformacion

dicho de otro modo, Ia multiplicacion por u es la dilatacion de centro O que
transforma 1 en p. Por Supuesto, p puede ser tanto positivo (figura 9.1q)
como negativo (figura 9.14). En particular, la multiplicacion por — | es el
semigiro alrededor de 0. (Se une el punto 1 con un punto arbitrario en el eje
de las p)

Podemos derivar el niimero racional a/b del entero a al aplicarle la
dilatacién O(1/b), que transforma b en 1. (La figura 9.1¢ ejemplifica la
derivacion de los nimeros racionales 3/2y —1/2)) En esta construccion se ve
con claridad por qué no podemos permitir que el denominador sea cero. No
habria ningiin problema para considerar a b negativo, pero identificamos
naturalmente a/(— b) con —a/b. Al proseguir con el mismo espiritu, escribi-
remos por lo general una fraccién en sus “menores términos”, de manera que
el numerador y el denominador no tengan factores comunes.

0 1% g 5% a a o 0 1 b
b )
Figura 9.1¢
EJERCICIO

Empléese el método de la figura 9.1¢ para conslruir%.

9.2 LOS NUMEROS REALES
“Qué fue eso? " pregunto Alicia. “Para empezar, Tambaleer
¥ Escritorcer, por supuesto,” replicé la Tortuga Falsa, “'y q
continuacion las diferentes ramas de la aritmética: Ambicion,
Distraccion, Horriplicacion ¥ Delusion.”
Lewis Carroll

[Dodgson 1, Capitulo 9]
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Del problema de resolver una ecuacién como
x2 =2

proviene el descubrimiento de los nlimeros reales, que no solamente incluyen
a los numeros racionales, sino a los irracionales también (como /2 y 7), que
no se pueden expresar como fracciones. (De hecho, 7 ni siquiera se puede
expresar como raiz de una ecuacion algebraica.) La demostracion de Pitdgoras
de la irracionalidad de /2 ha sido considerada por Hardy [2, pigs. 32—36]
como una de las mas antiguas instancias de matemaiticas de primera clase,
“con la misma frescura y significacion hoy en dia que en el tiempo de su
descubrimiento™. Si seguimos el tratamiento de Cantor [Robinson 1, pig.
79], se define un nimero real como el limite de una sucesion convergente de
nimeros racionales, o (con mds precisién) como el conjunto de todas las
secuencias “equivalentes” (en un sentido concreto y especificado) a una
secuencia dada: por ejemplo, el nimero real 7 es el limite de la secuencia

3, 38 3145 340 3 1415, CLT
o de la secuencia “‘equivalente™

327 T35, 3142 MR 416 R

El punto correspondiente en el eje de las x se define como el Iimite de una
sucesion convergente de puntos “racionales”.

Los nimeros reales se pueden subdividir ain en nimeros algebraicos
(como /2 y ¥/2), que se pueden expresar como raices de ecuaciones

9.21 Aox™ + a1x"1 4+ ... 4 ap = 0

donde los coeficientes son enteros, y nimeros trascendentes (como 7 y e)
que no se pueden expresar asi. Entre los nimeros algebraicos, es en ocasiones
deseable distinguir los niimeros cuadriticos, como v/2 y \/(2 —+/2), que se
pueden construir con el compas.

9.3 EL DIAGRAMA DE ARGAND

No hace mucho que conoci a un hombre que, segiin me dijo,
a tal grado no creia en la ratz cuadrada de menos uno, que ni
siquiera creia en menos uno. Por lo menos, su actitud era
consecuente,

Es claro que mucha gente a la qu \/2 le parece algo
perfectamente obvio se resiste ante \;t,—l}‘ Esto se debe a
que creen poder visualizar la primera como algo que se
presenta fisicamente en el espacio, mientras con la segunda,
segin piengan, es imposible. De hecho, \/{— 1) constituye un
concepto mucho mds sencillo.

E. C. Titchmarsh [1, pag. 99]

El problema de resolver una ecuacién como

9.31 x2 4+ 1=0.
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es el motivo de que se hayan descubierto los nimeros complejos (que deben
su nombre a Gauss), que no solamente incluyen los nimeros reales, sino
también numeros “imaginarios” como la raiz cuadrada de —1. Como los
nimeros reales llenan todo el eje de las x, es natural intentar la represen-
tacion de los nimeros complejos por medio de todos los puntos del plano (x,
), es decir, definirlos como pares ordenados de nimeros reales que tienen
reglas adecuadas para su adicion y multiplicacion. [Synge 2, Capitulo 9]. En
lo que se llama diagrama de Argand (que inventara Caspar Wessel en 1797,
unos cuantos afios antes de que Argand hiciera lo mismo), se suman los
puntos como los vectores desde el origen O (que representa 0) que les
corresponden:

9.32 (x,») + (a,b) = (x + a,y + b)

(figura 9.3a). En otras palabras, para sumar (a, b) aplicamos la traslacion que
lleva (0, 0) a (a. b).

2(:,:_?),,
(x,¥) + (a, b)
{a, b)
(x,¥)
(x,y)
0 0 (1,0 @0
Figura 9.3a Figura 9.3b

La multiplicacién por un entero sigue apareciendo como una dilatacion;
por ejemplo,

2x,y) = (x, ) + (x, ) = (2x, 2y)

(figura 3.96). En particular, la multiplicacién por — 1 es el semigiro alrededor
de O. ;Qué es, pues, la multiplicacion por “la raiz cuadrada de — 17?7 Ha de
ser una transformacion cuyo “cuadrado” sea el semigiro alrededor de O. La
respuesta obvia es un cuarto de giro alrededor de O [Hardy 1, pag. 83].

Asi, pues, la multiplicacién por un nimero complejo arbitrario ha de ser
una transformacion que conserva a O invariante e incluye dilataciones y
rotaciones como casos especiales. La transformacion obvia de esta clase es la
rotacion dilatativa (§ 5.4). En consecuencia, la operacion de multiplicar el
punto general (x, y) por un punto particular cualquiera (a, b) se define como
la rotacion dilatativa (con centro en @) que transforma (1, 0) en (@, b) [Klein
1, pag. 57]. Para ver la manera en que esto funciona, sean los puntos (a, b),
(x, y) tales que sus coordenadas polares sean (¢, @), (r, 0), de manera que

a=ccosa, b=csena, x =rcosl, y=rsend.
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(a, b)x..r}

(cr.0 + )

(1,0)
(Cartesian coordinates) (Polar coordinates)

Figura 9.3¢

Entonces la rotacion dilatativa (figura 9.3¢), que multiplica a r por ¢ y suma
a a 0, transforma

rcosf = x
y
rsen f =y
en
crcos (@ + a) = cr(cosf cos a — sen 6 sen a)
= (c cos a)(r cos #) — (c sen a)(r sen 6)
=ax — by
y

ersen (@ + a) = cr(senf cos a + cos @sen a)
= (ccos a)(rsend) + (csen a)(r cos 6)
= ay + bx.
Por lo tanto, la regla de multiplicacion (en coordenadas cartesianas) es
finalmente

9.33 (ﬂ, b)(x, y) = (ax ol by: ay o= bI)

[Hardy 1, pdg. 80].

Puesto que (x, y)+(a, 0)=(x +a, )y (a, 0)x, y) = (ax, ay), indenti-
ficamos de manera natural el nimero completo (a, 0) con el niimero real a,
de manera que -

a(x’ .}’) = (ax, ay)
y (%) =(x0) + (0,y) = x + y (0, 1).

Al introducir el simbolo especial con el que Euler denotaba el nimero
complejo (0, 1), a saber, 7, tenemos

I

X+ yi
X + iy

(x, »)

Il
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e i =(0, lx&, 1)=(=1,0)=—1. Con esta notacion, las reglé&‘
se convierten en
(x+yr)+(a+b0=(x+a)+(v+b)r‘,

(@ + bi)(x + yi) = ax — by + (ay + bx)i,
que se pueden considerar simplemente como adicién y multiplicacién ordi-
narias que tratan / como una incégnita, seguida de la insercion de — 1 para i?
[Birkhoff y MacLane 1, pigs. 95-97].

EJERCICIOS

Resuélvase la ecuacién z2 —4z +35=0.

La ecuacién u + i =0 implica tanto 4 = 0 como v = 0.
Exprésese (a +biy" en la forma x 4y

Adiptese la figura 9.3¢ a los casos () b=0, (i) a® +52 =1,

Pon=

-

94 MODULO Y AMPLITUD

Abraham Demoivre (que, mds correctamente, se debe escribir
de Moivre) . . . murié en Londres el 27 de noviembre de
1754. .. Poco antes [de su muerte] declaré que le era
necesario dormir diez o quince minutos mas cada dia en

relacion con el anterior. Un dia después de haber llegado de
esta manera a un total de mds de veintitrés horas, durmié las
veinticuatro horas del limite Y en seguida murié, dormido,

W. W. Rouse Ball
[Ball 2, pfes. 383-384]

La conversion de coordenadas cartesianas a coordenadas polares nos sefiala
que un nimero complejo cualquiera z = x + yi se puede expresar en la forma
r(cos 6 4 isen ).

La distancia radial r se llama médulo (o “valor absoluto™) de z y se denota
por ]z| El dngulo 6 se llama amplitud (o “argumento™) de z, y se de-
nota por am z. Asi,

[ X + yi| = /2 + )2, am(x + yi) = arctan 2

X :
Como la multiplicacién POr ¢ =a + bi queda representada por una rotacion .

dilatativa que es producto de una dilatacién en la razén [c¢|:1 y una
rotacién que recorre am ¢, tenemos

lez| = |e||z], am (cz) = am¢ + am =,

Si|e[=1, Ia multiplicacién por ¢ queda representada por una rotacién
pura. Un nimero ¢ como éste es de la forma

Cos a + isen a,
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donde a=am ¢ es el dngulo de rotacion. Al repetir la rotacién n veces,
obtenemos el teorema de Moivre:

(cos @ + isen @)" = cos na + isen na.
En particular, la multiplicacion por

w=cos%?+:'sen%"

queda representada por una rotacion que recorre 2m/n. Si aplicamos esta
rotacion y sus potencias sucesivas al punto 1, obtenemos los vértices de un
enégono regular {n}, inscrito en la circunferencia unitaria | z| = 1. Estos n
puntos representan las raices

1, w, w2, ..., w1

de la ecuacion ciclotomica z" =1 (véase § 2.1). A partir de la teoria de las
ecuaciones, deducimos la identidad

"—1l=0c-1)z—-wz-—w?)...(z— o)
En particular, las cuatro raices de 1 son
I, f. ;“2 —= —1‘ f3 = —I.

Como i* = 1, las potencias més altas dan el mismo ciclo una y otra vez; por

ejemplo,

Todo nimero complejo z =x + yi tiene un conjugado z =x —yi, qué se
deriva por medio de la reflexion en el eje de las x. Puesto que
zz = x2 + y2 = |z°,
el reciproco de z es
zd = |2)=2 Z.
En particular, tenemos
(cosa + isena)~! = cosa — isena,

que es el teorema de de Moivre cuando n= 1.
La inversion en el circulo |z| =1 transforma r(cosf +isenf) en su
inverso »"(cos @ + i sen @), es decir, transforma z en

z-1 = |z|-2z
Es ficil extender el teorema de de Moivre de los valores enteros de n a los

racionales, v entonces a los reales. En particular, un punto que describa
continuamente la circunferencia | z| = 1 representa el nimero complejo

941 cos B + isen 8 = (cos 1 + i sen 1)?,

donde @ varia continuamente de 0 a 2m.
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; la formula R

Si aplicamos la misma idea al nimero complejo

z = p(cos 1 + isen 1),
de modulo g+ 1, vemos que sus potencias
2% = Ju".((:os 6 + isen @)

quedan representadas por un punto que describe la espiral equiangular r = p?
(§ 8.6).

EJERCICIO

Por medio del teorema de de Moivre, encucntrense

(@) las dos raices cuadradas de 3 4 4i;

(h) las tres raices cubicas de 1, denotadas por 1 w, wh
(¢) las seis raices sextas de 1 (con la notacion de w);
(d) las doce raices duodécimas de 1.

95 LAFORMULA ™ +1 =0

Hay una formula famosa —tal vez la mds compacta y famosa
de todas las formulas— que desarrollé Euler a partir de un
descubrimiento de de Moivre: ¢l +1=0. ... Es igualmente
atractiva para el mistico, el cientifico, el- filésofo y el
matemdtico. Cada uno de ellos le encuentra un significado
propio. Aunque ya llevaba mas de un siglo de ser conocida, la
formula de de Moivre llegd a Benjamin Pierce ¢omo una
revelacion. Al descubrirla un dia se volvio a sus estudian-
tes. ... “Senores,” les dijo, “esto es cierto con seguridad, es
absolutamente paraddjico; no podemos entenderlo y no sa-
bemos lo que significa, pero lo hemos demostrado y, por lo
tanto, debe ser verdad."

E. Kasner y J. Newman
[1, pags. 103-104]

Puesto que hemos aceptado potencias reales, como lo es pf = e '** ¥, nos
preguntamos con naturalidad el significado que se puede dar a las potencias
complejas. Una respuesta parcial proviene de la teoria de series infinitas como

X2 X3 xt x5

e’=1+)-‘+2!+§?+z?+§+ )
po X2 Xt
cos.\_l—i?«{»z!—— ;
senx:x—;—?+i’;—!§—
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174 numeros complejos

La primera serie, que es familiar cuando x es real, nos permite definir e en
otros casos; por ejemplo

2. B8 #

. p
e —1+!+l+3,+4.+5| o
e 1 1
=14t 2! 3l+ +5|_
= __ 1.1 _
—(l + ) +:(l + )
=cosl +isenl.
Estas series nos permiten expresar 941 en la forma concisa de Euler
9.51 cos @ + isenf = e,

que es un refinamiento de la identidad
= log, (cos @ + isen )

de R. Cotes* (1682-1716), de quien dijo Newton después de su muerte
prematura, “Si Cotes hubiera vivido, jtal vez hubiéramos llegado a saber
algo! ™

Al llevar 0 = 7 a 9.51, obtenemos la “formula famosa”

el = __l‘

que relaciona de manera tan sorprendente los tres nimeros importantes

S=DTI828 .., i =314159 ..
ei.
EJERCICIOS
1. Evalese et™. Es i real?
o # pY T ip—"
2. Dedizease de 9.51 cos§ = —"'_If'— i 0= _21'"_

que son las conocidas formulas de cos (8 +@), sen (8 + @), y las derivadas de cos 8, sen 6.

9.6 RAICES DE ECUACIONES

Gauss . . . fue el primer matematico que usé los nitmeros
complejos de manera realmente cientifica y segura.

G. H. Hardy
[Hardy y Wright 1, pag. 188]

En el campo de los nimeros complejos, podemos resolver cualquier
ecuacion cuadrdtica de coeficientes reales; por ejemplo, la ecuacion 9.31 tiene
las dos raices i y —i. Es ain mds notable que podamos resolver cualquier
ecuacion de coeficientes complejos; y no solamente una ecuacion cuadritica,

* Harmonia mensurarum, Cambridge, 1722, pig. 28.
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sino también una ecuacién cualquiera de tercer o cuarto grado. Cuando
hablamos de *‘resolver™ una ecuacion queremos decir que podemos encontrar
expresiones explicitas de sus raices en términos de sus coeficientes. E. Galois
(que fue asesinado en 1832 cuando solamente tenia 20 aiios) demostrd que
la ecuacion algebraica general 9.21 cuando n > 4 no se puede resolver en este
sentido [Infeld 1]. A pesar de ello, el teorema fundamental del dlgebra (que
Gauss demostr6 en 1799) afirma la existencia de raices para todos los valores
de n, incluso cuando no dispongamos de expresiones explicitas. (Una bonita
y pulera demostracion se encuentra en Birkhoff y MacLane [1, pags.
101-103].) De hecho, se pueden encontrar soluciones numeéricas correctas
hasta un nimero deseado de cifras decimales.

EJERCICIO

Una escalera de mano que mide 24 metros de largo descansa en una fachada con el
apoyo adicional de un cajon ciibico cuya arista mide 7 metros, que se ha colocado al pie
de la fachada con una de sus aristas horizontales en contacto con la escalera. A qué
altura sube la escalera sobre la fachada? (/ndicacion: témese 7x como la situra desde el
extremo superior de la escalera a la tapa del cajon. Obténgase una ecuacién cuya raiz
relevante sea 7x =9 +44/2.)

9.7 TRANSFORMACIONES CONFORMES

Vimos, en § 9.3, que la transformacion
2i=2z4+5
(que suma a la variable compleja z la constante compleja b) es una traslacion,
por lo que
2’ = az
(que multiplica z por la constante compleja @) ha de ser una rotacién
dilatativa :'rededor del punto O, donde incluimos como casos especiales una

dilatacion (cuando a es real) y una rotacién (cuando ]a[ = 1). En conse-
cuencia, la rotacion dilatativa alrededor del punto general ¢ es

2 —c=az—-c)
] Z'=az+ (1 = ak.
Asi, pues, la semejanza directa generdl, como se describié en § 5.5, es la
transformacion lineal general

Z=az+b

[Ford 1, pdg. 3]; y tenemos aqui una traslacion o una rotacién dilatativa
segin sea @ =1 ¢ a+ 1. (En el dltimo caso, ¢ = b/(1 —a).)

Como el producto de una semejanza opuesta y una reflexion es directo,
una semejanza opuesta cualquiera se puede expresar como producto de una
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reflexion dada y la semejanza directa adecuada. Por medio de la reflexion
en el eje de las x, a saber,

(§ 9.4), podemos ver que la semejanza opuesta general es la transformacion
lineal *‘conjugada™
Z'—az + b.
Puesto que la razén de amplificacion es nuevamente |a| , tenemos una
reflexion en deslizamiento (que posiblemente se reduzca a una reflexion
pura) cuando @ = 1, y una reflexion dilatativa en los demds casos.
L . n ' = - .
Vimos, en § 94, que la transformacion z'=Zz-' es la inversion en el
circulo unitario | z| = 1. De la misma manera,
2
<= Ji_-
z
sera la inversion en el circulo |z|= k, cuyo radio es k. En consecuencia, la
. . - i '} - -
inversion en el circulo general [ z —a[ =kesz —a=k*/(z—a)o
k2

o

9.71 2 =a <+

Por 6.71, una transformacion cualquiera que preserve el circulo y no sea
una semejanza es el producto de esa inversion y una isometria

' =pz+gq 0 Z =pz+q,

donde ]pl = 1. Para expresar este producto, reemplazamos la z a la derecha
de 9.71 por pz + g o pz 4+ q, de manera que obtengamos

k2 az + b
7= -
C T3 z+d
3 a
(6] Z=a k —az+b

e

PZ+g—a zZ+4d
respectivamente, donde b y d son expresiones determinadas en las que
intervienen k2, p, q, a y a. En consecuencia,

Toda transformacion que preserve el circulo, directa u opuesta, es una
transformacion lineal fraccionaria

, az+b , az +b
Z2=—— o0 z'=——
cz +d cZ +d
donde se puede tomar ¢ como 0 ¢ 1 segun sea la transformacion una

semejanza o no lo sea.
Y al revés, toda transformacion lineal fraccionaria 9.72 transforma circulos

en circulos. La manera mds fdcil de ver esto consiste en hacer una
substitucion directa en la ecuacion |z —u|=k ¢

9.72 (ad 5 be),

(z—u)z —u) = k2
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del circulo general. Se transforma con claridad en una ecuacion de la misma
clase. El procedimiento alterno que damos a continuacion fue sugerido por
un comentario de N. S. Mendelsohn.*

Cuando ¢ =0, la transformacion, como hemos visto, es una semejanza.
Cuando ¢ # 0, podriamos disponer de ¢ = |, como antes, pero encontraremos
mds conveniente una normalizacion distinta, a saber. multiplicar todas las a,
b, ¢, d (cuando sea necesario) por un nimero tal que los coeficientes
revisados cumplan la igualdad ad —bc=1 [Ford 1, pdg. 14]. Entonces,
tenemos, en la notacion de fracciones continuas, la identidad

az:tb=ac_1+ 1 1 1 1
cz +d 64— e W42

que, por supuesto, se sostiene cuando reemplazamos z por Z en ambos
miembros. Asi la homografia

=az b —_— =
Zy _-t"cz+d (c5#£0, ad — bc = 1)

se puede expresar como producto de las nueve transformaciones mas sencillas

29 — ac—‘ +28)ZB = 1927 = C+ Zg, Zg = 1-“.'5 = _C-—l + z-l-:-l = I_
Z7 25 23
Z3 = ¢ + 23, Zz:l—, z; = ¢~ + z,
21
que son altematwamente traslaciones z' =b +z e uwolucmnes dc Mobius de
la forma cspecml z'=1/z: el prodncm de la inversion z''=1/2" y la

reflexion z' = Z. (Se puede reducir el nimero de pasos de nueve a cuatro por
medio de la rotacion dilatativa 2" = ¢ z; pero resulta interesante observar que
esta transformacion mas complicada es ella misma producto de translaciones
e involuciones de Mdbius “horizontales™.) Con respecto a la antihomografia

2 = az + b
cZ +d
procederemos de la misma manera con una reflexion mis z' =Z. Como todas
estas transformaciones conservan el circulo, de aqui sigue el resultado que se
desea.

Los métodos, mis poderosos que estos, de la teoria de las funciones de
una variable compleja nos capacitan para demostrar [Ford 1, pdgs. 3, 15] que
toda transformacion de la totalidad del plano inversivo que preserva el dngulo
es de la forma 9.72. Esto nos sefiala que las transformaciones que preservan
el dngulo y las transformaciones que preservan el circulo son sinOGnimas
mutuamente.

EJERCICIOS
1. Cuando |al =1 y a#1, la transformacion z’ =az +b es una rotacién. Encuén-
trese su angulo.
2. Cuando a1, la transformacion z' =aZ +h es una reflexion dilatativa. :Qué

dngulo forma su eje con el eje de las x?
* American Mathematical Monthly, 51 (1944), pig. 171.
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Los cinco cuerpos platonicos

Vimos en § 4.6 que se puede llenar el plano euclidiano de cuadrados por
medio de una disposicion que coloca a cuatro en cada vértice. Si tratamos de
agrupar cuadrados colocando solo tres en cada vértice, nos encontramos con
que la figura se cierra en cuanto hemos usado seis cuadrados, y tenemos un
cubo {4,3}. De la misma manera, podemos llenar el plano con tridngulos
equildteros, seis en cada vértice, y es interesante lo que pasa cuando
empleamos tres, cuatro o cinco, en lugar de seis. Otra posibilidad es la de usar
pentdgonos, tres en cada vértice, de acuerdo con el simbolo {5, 3}.

Con la excepcion posible de las esferas, estos poliedros son los cuerpos
solidos mds sencillos. Por medio de ellos es posible acercarse de manera ficil
a la topologia, ademds de que constituyen un ejercicio interesante de
trigonometria. Se pueden definir y generalizar sus principios de diversas
maneras [véase, por ejemplo, Hilbert y Cohn-Vossen 1, pig. 290].

10.1 PIRAMIDES, PRISMAS Y ANTIPRISMAS

Aunque el Discurso de los Cuerpos Sélidos sea una Parte de
la Geometria poco comitin y que suele ser despreciada, no es,
sin embargo, un beneficio pequeiio o poco prodigo de la
Ciencia, como seguramente serd admitido por aquellos, cuyo
Genio tiende tanto a la Parte Practica como a la Especulativa,
a quienes hemos dedicado principalmente esto,

Abraham Sharp (1651-1742)
(Geometry Improv'd, Londres, 1717, pag. 65)

Se puede describir un poligono convexo (como es {n}, donde n es entero)
como la region finita de un plano *“rodeada™ por un nimero finito de rectas,

; : 179
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180 los cinco cuerpos platonicos

en el sentide de que su interior queda por completo a un lado de cada recta.
De la misma manera, podemos decir que un poliedro convexo es una region
finita del espacio rodeada por un nimero finito de planos [Coxeter 1, pig.
4]. La parte de cada plano que resulta de la interseccion con los otros se
llama cara. El lado comin de dos caras se llama arista.

Los poliedros mas conocidos son las piramides y los prismas. Nos
ocuparemos solamente de piramides “rectas y regulares” cuyas caras son
enégonos regulares y n triangulos isosceles, y de prismas “‘rectos y regulares”
cuyas caras consisten en dos enégonos regulares unidos por n rectangulos (de
manera que siempre habrd dos rectangulos y un enégono en cada vértice). La
altura del prisma se puede ajustar de manera que los rectingulos se
conviertan en cuadrados, y entonces sobreviene el caso de un poliedro
uniforme: todas las caras son poligonos regulares y todos los vértices se
encuentran rodeados de la misma manera [Ball 1, pdg. 135]. Cuando n =4, el
prisma es un cubo, que no es solamente uniforme, sino regular: todas las
caras se parecen, todas las aristas se parecen y todos los vértices se parecen.
(Se puede dar un sentido preciso a la frase “'se parecen™ con la ayuda de la
teoria de los grupos. Queremos decir que hay una operacién de simetria tal
que transformard cualquier cara, arista o vértice en otra cara, arista o vértice.)

Se puede ajustar a veces la altura de cualquier pirdimide enegonal de
manera que los tridngulos isosceles se vuelvan equildteros. Esto se puede
hacer cuando n < 6; pero seis tridngulos equildteros se extenderdn sobre el
plano, en lugar de formar un dngulo sélido. Una pirimide triangular se llama
tetraedro. Si tres de las caras, y por lo tanto las cuatro, son equildteras, el
tetraedro es regular.

Al distorsionar ligeramente un prisma enegonal obtenemos el antiprisma
enegonal (o ‘“‘prismatoide™ o “‘prismoide™), cuyas caras consisten en dos
enégonos regulares. La altura del antiprisma siempre se puede ajustar, de
manera que los tridngulos isosceles se vuelvan equiliteros y tengamos un
poliedro uniforme con tres tridngulos y un enégono en cada vértice. Cuando
n=3, el antiprisma es ¢l octaedro regular. Cuando n = 5, podemos combi-
narlo con dos pirdimides pentagonales, una en cada “base” para formar el
icosaedro tegular [Coxeter 1, pdg. 5]. Un par de dados icosaédricos de la
dinastia de Ptolomeo se puede ver en una de las salas egipcias del British
Museum de Londres.

Ya hemos construido cuatro de los cinco poliedros convexos regulares, a
saber, los que Platon veia como simbolos de los cuatro elementos: la tierra,
el fuego, el aire y el agua. La discrepancia entre los cuatro elementos y los
cinco solidos no afectaba la concepcién de Platén. Describia el ltimo como
una forma que envolvia todo el universo. Posteriormente se convirtié en la
quintaesencia de los alquimistas medievales. Se puede construir un modelo de
este dodecaedro regular al agrupar dos “tazones”, cada uno compuesto por
un pentdgono al que rodean otros cinco pentdgonos. La razén por la que se
ajustan los dos tazones consiste en que las aristas libres forman un decigono
inclinado como el de las aristas laterales de un antiprisma pentagonal (cuyas
caras laterales son tridngulos isosceles). Steinhaus [2, pdgs. 161-163] ha
descrito una manera muy pulcra de construir un modelo asi. De un pliego de
cartulina, se cortan dos redes como las de la figura 10.1e, una para cada

www.elsolucionario.net



: ejercicios 181

tazon. Pdsese un cuchillo romo a lo largo de los cinco lados del pentigono
central de manera que las aristas queden “abisagradas™. Se coloca transversal-
mente una red sobre la otra con las aristas acanaladas hacia afuera, y s las
sujeta por medio de una liga que ha de pasar alternadamente por encima y
por debajo de las esquinas de la estrella doble, mientras se sostiene el modelo
con una mano de manera que esté plano. Al retirar la mano para permitir
que los pentdgonos centrales se alejen uno de otro. emerge el dodecaedro
como un modelo perfecto (figura 10.15).

Figura 10.1a Figura 10.1b

Las propiedades mds elementales de los cinco cuerpos platonicos se han
recogido en la tabla1l de la pag. 461. Cada poliedro recibe una caracte-
rizacion por medio de un simbolo de Schlifi{ p, ¢ }. que significa que sus
caras son pegonales y que hay g de ellas en cada vértice. Se denota el
nimero de vértices, aristas y caras por V, 4, C. En cada caso se pueden
contar con facilidad, pero su significado serd mds claro cuando los hayamos
expresado como funciones de p y ¢. También obtendremos una expresion del
angulo diedral, que es el dngulo formado por los planos de dos caras
adyacentes.

EJERCICIOS

1. Describase el octaedro de una manera diferente a la que se ha hecho (como una
dipirimide).

2. Describase un cuerpo de cinco vértices v seis caras triangulares.

3. Describanse las secciones siguientes: (i) la de un tetracdro regular por el plano
que estd a media distancia entre dos aristas opuestas, (i) la de un cubo por ¢! plano que
pasa a4 media distancia entre dos vértices opuestos, (iii) la de un dodecaedro por ¢l plano
que pasa a media distancia entre dos caras opuestas.

4. Seis rombos congruentes, con dngulos de 60° y 120% se pueden agrupar para
formar un remboedro (cubo distorsionado). Se pueden cortar de las esquinas “‘agudas”
de este cuerpo tetraedros regulares de manera que nos quedemos con un octaedro. O,
dicho de otra manera, dos tetracdros y un octaedro se pucden reunir de manera que
formen un romboedro. Dediizcase que el tetraedro v el octaedro tienen angulos diedrales
suplementarios y que se puede reunir una infinidad de ejemplares de ambos cuerpos de
fminera que se llene por completo el espacio euclidiano [Ball, 1, pag. 147].
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&y

13, 3¢
Cubo |4, 3|
AN
Octaedro 13, 4|
) S
' | Dodecaedro {5, 3

AAANA
v

Icosaedro |3, 5!

Figura 10.2a
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102 DIBUJOS Y MODELOS

Cuécelo en serrin: sazénalo con engrudo:
Espésalo con vendajes v con grillos
Pero sin olvidar tu principal objetivo:
Conservar la simetria de su forma.*

Lewis Carroll

[Dodgson 2a, Fit 5]

Leonardo da Vinci construy6 modelos de esqueletos de poliedros. por
medio de tiras de madera como aristas que dejaban a la imaginacién la forma
de las caras [Pacioli 1]. Cuando un modelo asi se observa en perspectiva
desde una posicién apenas a unos cuantos centimetros del centro de una de
Sus caras, ésta aparece como un poligono grande que en su interior contiene
las demds caras. Este dibujo del cuerpo se llama diagrama de Schiegel [Hilbert
y Cohn—Vossen 1, pdgs. 145 -146].

En la figura 10.2¢ tenemos a los cinco cuerpos platénicos en tres de sus
aspectos: una vista en perspectiva ordinaria, la red. que se puede doblar para
construir el modelo de cartulina y el diagrama de Schlegel correspondiente.
Se puede comprobar cada uno al observar la naturaleza de una cara y el
arreglo de caras en un vértice.

EJERCICIOS

l.  Tricese el diagrama de Schlegel de un antiprisma pentagonal.

2. ;Cuil es el nimero menor de tridngulos de dngulos agudos en los que se puede
descomponer un tridngulo, uno de cuyos angulos es obtuso? (F. W. Levi.f)

3. ;Cuil es el nimero menor de tridngulos de dngulos agudos en los que se puede
descomponer un cuadrado? (Martin Gardner.**)

10.3 LA FORMULA DE EULER

Euler. .. no dejé de advertir nada en las matematicas de su
época, a pesar de la ceguera total que padecié durante los
tltimos diecisiete aiios de su vida,

E. T. Bell [2, pag. 330]

El diagrama de Schlegel de un poliedro sefiala de inmediato a qué caras y
aristas pertenece cada vértice. Una cara aparece como una region bordeada
por aristas, con la excepcion de la cara “inicial”, que contiene a todas las
demds. Para asegurar la correspondencia uno-a-uno entre las caras y las

* You boil it in sawdust: You salt it in glue:
You condense it with locusts and lape:

Still keeping one principal object in view-
To preserve its symmetrical shape. (T)

+ Mathematics Studenr, 14 (1946)
** Scientific American, 202 (1960), pig. 178
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184  los cinco cuerpos platoricos

regiones simplemente habremos de asociar la cara inicial con la region
exterior infinita.

Todo poliedro representable por medio de un diagrama de Schlegel es
calificado de relacionado simplemente o ‘“‘euleriano”, debido a que sus
propiedades numéricas satisfacen la formula de Euler

V—Aa+C=2

[Hilbert y CohnVessen 1, pag. 290], que no solamente vale para el
diagrama de Schlegel de ese poliedro sino para un “mapa™ relacionado
cualquiera que esté formado por un numero finito de puntos y segmentos de
recta, tal que descomponga un plano en regiones que no se traslapan: la
unica restriccion es que haya, por lo menos, jun vértice!

Podemos expresar de la manera siguiente una demostracion que se parece
a la de Euler. Un mapa cualquiera relacionado se puede construir de arista en
arista a partir del mapa primitivo que consiste en un solo vértice aislado. A
cada paso, la nueva arista se une, o bien a un vértice nuevo o0 a uno viejo,
como se tiene en la figura 10.3a, o bien a dos vértices viejos, como en la
figura 10.3b. En el primer caso, V' y 4 se incrementan en 1, mientras C
permanece sin alterarse; en el segundo, V¥ no se altera mientras A y C se
incrementan en | cada una. En cualquiera de los dos casos, la combinacion
V—A + C no se altera. Al empezar, cuando solamente hay un vértice y una
region (a saber, el resto del plano), tenemos

V—A+C=1-0+1=2.

El valor de 2 se mantiene a lo largo de toda la construccion. Asi, la formula
de Euler es vilida para cualquier mapa del plano. En particular, lo es para
todo diagrama de Schlegel, y lo mismo diremos acerca de todo poliedro
simplemente relacionado. (Otra demostracién, que se debe a Von Staudt, estd
en Rademacher y Toeplitz 1, pdgs. 75-76.)

Figura 10.3a Figura 10.3b

En el caso del poliedro regular { p, ¢}, tenemos que sus propiedades
numéricas satisfacen estas otras relaciones:

10.31 qV =24 =pC.

De hecho. si contamos las g aristas en cada uno de los V vértices, hemos
contado dos veces a cada una de ellas: una desde cada extremo. Se presenta algo
parecido al contar los p lados de cada una de las C caras, puesto que cada arista
pertenece a dos caras.
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Ya estamos en posesién de suficiente informacion para deducir las expre-
siones de ¥, 4, Cen funcién de p y q. De hecho.

SNANE Y~ g . 2 o 4pq
IR T 1 1 1_1"2+2—pg’
IR G2  p) tp 3
por lo que
10.32
V=-—.-4£--—, ,4:___2_‘0_‘{___, € 4q :
2 + 29 — pq 2 + 29 — pgq 2 + 29 — pg

Como estos numeros han de ser Positivos, los valores posibles de p y ¢
quedan restringidos por la desigualdad +2g—pg>08

10.33 (P —2)q - 2) < 4

Asi, p —2 y q — 2 son dos enteros positivos cuyo producto es menor que 4, a
saber

Bl .8 1250 9 242" /¢ 341 ¢ l+3,
Las cinco posibilidades dan lugar a una demostracién sencilla de lo que afir-
maba Euclides [Rademacher y Toeplitz 1, pags. 84-87]:
No hay mas que cinco poliedros convexos ¥ regulares:
(3.3}, (4.3}, (3,4). (53), (3,5).

La desigualdad 10.33 no es simplemente una condicion necesaria para la
existencia de { p, ¢} sino también suficiente: ya vimos en § 10.1 la manera de
construir un cuerpo que corresponda a cada solucion.

La misma desigualdad se presenta de manera mis elemental cuando cons-
truimos el modelo de un poliedro a partir de su red. En un vértice tenemos q
pégonos, y cada uno de ellos agrega un dngulo de

O—am

Para que s> forme un dngulo solido, los ¢ dngulos de las caras han de sumar en

total menos de 27. Asi
2
1l —%£ )7 2
q( 0 <

de donde, como antes,(p — 2)(g — 2) < 4.

Cualquier constructor de modelos advertird en seguida que la cantidad que le
falta a la suma de los dngulos de las caras en un vértice para llegar a 27 es menor
€n un cuerpo complicado, como el dodecaedro, que en uno sencillo, como el
tetraedro. Descartes demostrd que si esta cantidad, sea §, es igual en cada
vértice, serd de hecho igual a 4n/V [Briickner 1, pig. 60]. En el caso de{ p, q}.

lenemos aqui una consecuericia inmediata de la formula 1032 para V, en la que

lenemos P 5
- = (2p + 2q pq)P 2r — g ( p)w. i

}
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186 los cinco cuerpos platénicos

EJERCICIOS
1. El nimero de aristas de{ p. g} esta dado por
£’?i=r3 + g ' — 4.

2. Considérese un poliedro arbitrario con caras pegonales para diversos valores de p y
g caras en un vértice para diversos valores de g. Generalicense las ecuaciones 10.31 en la
forma

2g=2E=2p,

donde la primera suma se toma sobre todos los vértices y la segunda sobre todas las caras.
Dediizcase que todo poliedro tiene o bien una cara donde p =3 o un vértice donde ¢ = 3
(0 ambas cosas). (ndicacion: De no ser asi, tendriamos £q >4V y p >4C.)

3. Si todas las caras se parecen y todas las aristas se parecen, asi como todos los
vértices, las caras son regulares. Por medio de un ejemplo, demuéstrese que este resultado
de los poliedros no vale con respecto a los mosaicos.

10.4 RADIOS Y ANGULOS

Un modelo sélido de { p, ¢} se puede construir —es evidente— por medio de
C pirdmides que se han reunido uniendo sus vértices superiores en un solo
punto; este punto es el centro O3 del poliedro, y también es el centro coman de
tres esferas: la esfera circunscrita que pasa por todos los vértices, la esfera
media, que toca las aristas en sus puntos medios, y la esfera inscrita, que toca
todas las caras en sus centros. El circunradio (R aparece en cualquiera de las
pirdmides como una arista lateral (figura 10.44), el radio medio 1R como la
altura de una cara lateral y el inradio ;R como la altura de toda la pirimide.

Figura 10.4a Figura 10.4b

Los planos de simetria (o “espejos™) de una pirdmide pegonal unen el vértice
superior O3 con las p rectas de simetria de la base. Por medio de estos p planos,
la pirdmide solida se descompone en 2p tetraedros (irregulares) congruentes
entre si y de clase muy especial. Sea uno de esos tetraedros 00, 0,05 (figura
10.4¢), de manera que O, sea vértice del poliedro, O, el punto medio de una
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arista 090’y 03 el centro de una cara y O; el centro de todo el cuerpo. (La
red se ha dibujado en correspondencia con el caso de un cubo {4, 3} donde

Figura 10.4¢

00, = 0,0, = 0,03.) Como el plano 0,0,0; biseca perpendicularmente la
arista 000 » 000, es perpendicular a 0,0, y 0,0;. Fuesto que 0,0,0; es
el plano de una de las caras, el inradio O30, es perpendicular a 040, y 0,0,.
Asi tenemos que las tres rectas 00, 0,0,, 0,05 son perpendiculares entre
si y el tetraedro es “‘cuadrirrectangular”: las cuatro caras son tridngulos rectdn-
gulos. Schlafli dio el nombre de ortoesquema a este tetraedro [Coxeter 1, pig.
137].
Muchas relaciones en las que intervienen los radios

= 0003, 1R = 0,03, R = 0,0,

se pueden derivar de los cuatro tridngulos rectingulos, en los que 0o0, =1y
L 040,0, = m/p. Pero no sabremos todo mientras el dngulo

¢ = £ 0y030,

que es la mitad del @ngulo que subtiende en el centro una arista, no haya sido
descubierto [Coxeter 1, pdgs. 21-22].
Otro dngulo significativo es

¥ = £0,030;,

cuyo complemento, L 0,0,03, es la mitad del dngulo diedral del poliedro. En
otras palabras, el dngulo diedral es # — 2.

Al buscar estos dngulos, es de utilidad definir la figura verticial de {p, g}: el
poligono que forman los puntos medios de las g aristas en un vértice O,. Se
trata, desde luego, de un poligono plano, puesto que sus vértices quedan en la
circunferencia de interseccion de dos esferas: la esfera media (cuyo centro es
03 y cuyo radio es ;R =050,), y la esfera de centro en Oy y de radio
I=0,0,. Por 2.84 podemos ver que la figura verticial de {p, ¢} es un {q)
cuyo lado es

2cos T,
p
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188 los cinco cuerpos platopicos

Puesto que su plano es perpendicular a 030,, su centro Q es el pie de la
perpendicular que baja de @, a @50y (figura 10.4b) y su circunradio es

Q0, = I cos ¢.
Por 2.81 (donde se tiene ! cos a/p por [), este circunradio ha de ser
lcos Tcsc 7,
P q
Y, en consecuencia.

10.41 Cos & = ¢os ~ csc T = cos--"'f/scn 3
P q P, q

[Coxeter 1, pag. 21].
Los tridngulos rectangulos de la figura 10.4¢ nos permiten obtener ahora

oR = lcsc ¢, 1R = lcot ¢,
2
2R%2 = ;R? — (Icot%), cos¢=2¢;.

1
Con el fin de eliminar ¢, serd conveniente introducir la abreviatura provisional

T
k2 =senz:;r —cos?2 T =sen2 T _ cos2 7,

de manera que sen ¢ = k csc m/q. Entonces

QR-_—{san, 1R=~k£cosg,
10.42 oR = cot % cos %,
g h g
10.43 cos Y = cos E/sen z,
q P

Este ultimo resultado nos hace capaces de calcular el angulo diedral

7 — 2¢ = 2 arcsen (coslqr/sen E) -

EJERCICIOS

I. Verifiquese que k = sen n/2¢ donde ¢ = (2 +p +¢)/(10 —p —q)

[Coxeter 4, pag. 753]. y que E =c(c + 1).

2. Compruébense los valores del dngulo diedral que se encuentra en la tabla 11 de la
pagina 461. (Los cdlculos han de estar de acuerdo con la observacion de que los dngulos
diedrales del tetraedro y el octaedro son suplementarios. Véase el ejercicio 4 al final de
§ 10.1.)

3. Si un poliedro tiene esferas circunscrita, media e inscrita, y si las tres esferas son
concéntricas, el poliedro es regular,
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10.5 POLIEDROS RECIPROCOS

El cuerpo platénico {p, g} tiene un reciproco, que s podré def
poliedro rodeado por un cierto conjunto de V' planos,a saber, los planos
figuras verticiales en los V vértices de {p, q)}- Es claro que sus aristas bisectan
las aristas de {p, g} a dngulos rectos. Entre las A aristas, las que bisectan losp
lados de una cara de {p, g} pasan todas por un vértice del reciproco, y las que
bisectan las ¢ aristas en un vértice {p, q) forman una cara del reciproco. Asi,

El poliedro reciproco de{p, q) es {4, P}

y viceversa. Por cada cara de uno hay un vértice del otro; de hecho, los centros
de las caras de {p, g} son los vértices de una version reducida del reciproco {q.
p) [Steinhaus 1, pags. 72-19].

XX |

Figura 10.52a Figura 10.5b

La figura 10.5a nos muestra la manera en que el octaedro {3, 4} surge como
el reciproco del cubo {4, 3} (o viceversa), y que el reciproco de un tetraedro
regular {3, 3} es un tetracdro igual. La combinacion de dos tetraedros re-
ciprocos, ABCD y A'B'C'D’, se presenta en la naturaleza como un gemelo
cristalografico. Pacioli [1, liminas XIX, XX] le dio el nombre de octaedron
elevatum. Kepler, que lo redescubrio cien afios después, lo llam6 simplemente
stella octdngula. Las doce aristas de los dos tetraedros son las diagonales de las
seis caras de un cubo (figura 10.5b).

Si intercambiamos p y ¢ en la formula 1032 por V (o C), obtendremos la
formula para C (o V). De la misma manera, puesto que Q. en 030, (figura
10.4b) es el centro de una cara de {¢,p}.la propiedad angular ¢ de{p. g} es
igual a la propiedad angular ¥ de {g,p}.y, por lo tanto, la expresion 10.43
acerca de la propiedad ¥ de {p, q) se pudo haber derivado de 10.41 por medio
del sencillo recurso de intercambiar p y g.

EJERCICIOS

1. Un cubo de arista 1, con un vértice en el origen y tres de sus aristas a lo largo de los
ejes cartesianos, tiene los ocho vértices (x, ¥, 2), donde cada una de las tres coordenadas
serd o bien 0, o bien 1, de manera independiente.

2. Un cubo de arista 2, con su centro en el origen y sus aristas paralelas a los cjes
cartesianos, tiene los ocho vértices

(1o i =t Pgmi )
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3. ;Dénde estd el centro de la dilatacion que relaciona a los cubos que se describieron
en los dos ejercicios anteriores?

4. Obiénganse las coordenadas de los vértices de un tetraedro regular mediante la
seleccion de vértices alternos de un cubo. Encuéntrense las ecuaciones de los planos en los
que estd cada cara y caledlese el dngulo que forman dos de cllos,

5. Obténganse las coordenadas de los vértices de un octaedro por medio de la ubica-
cién de los centros de las del cubo del gjercicio 2. Encuéntrense las ecuaciones de los

planos en los que estd cada cara y calcilese el dngulo entre dos de ellos que tengan una
arista comun.

6. Los puntos (x, , 2) que pertenecen al octacdro sélido se determinan por medio de
la desigualdad
x|+ [v[+|z| <1
7. Si cada arista de un tetraedro regular se proyecta en uno de los arcos de un circulo

mayor de la esfera circunserita, jqué angulo de interseceion tienen los dos arcos? Encuén-
trense las ecuaciones de los planos de los seis circulos mayores.
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La division &aurea y la filotaxia

La construccién del pentdgono regular que daba Euclides depende de la
division de un segmento de recta en la razén de 7 :1, donde 7 = (/5 + 1)/2.
Este nimero algebraico es el tema de un libro que se publicé en 1509, en el
que Luca Pacioli describe sus propiedades o “efectos”. sin ir mas alld del
decimotercero, “por cuidar de nuestra salvacion”. Veremos que cuando se le
expresa como fraccion continua [Ball 1, pdgs. 55-56], todos los cocientes
parciales son iguales a 1, de manera que esta es la mas sencilla (y de mis
lenta convergencia) entre todas las fracciones continuas, que son infinitas.
Tenemos que los convergentes son los cocientes de miembros sucesivos de la
sucesion de numeros de Fibonacci 1. I, 2, 3, 5, 8,...,que un nifio
cualquiera puede empezar a escribir, aunque la férmula explicita no se
descubrié hasta 1843. Una manifestacion sutil de la “proporcion divina” en
la estructura de las plantas ayuda a explicar el fenomeno de la filotaxia, que
aparece con gran claridad en la disposicion de celdas de Ia superficie de la
pifia.

11.1 RAZON EXTREMA Y MEDIA

Creo que de esta proporcion geométrica se sirvié el Creador
como la idea por medio de la que introdujo la generacion
continua de objetos semejantes a partir de objetos semejantes.

1. Kepler (1571-1630)

Como podemos ver en la figura 2.8b, la figura verticial de un pentigono
regular cuyo lado sea 2/ serd un segmento de recta de longitud 7/, donde

11.11 T = 2 cos n/5.

i : 191
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192 la division aurea y la filotaxia

En otras palabras, un pentdgono PORST de lado 1 (figura 11.1a) tiene
diagonales de longitud 7. Sea U el punto de interseccion de las diagonales OS,
RT. Se dice que se dividen entre sisegln la division durea (o “‘en la razon
extrema y media™). Para comprender lo que significa esto, observemos los
tridngulos isosceles homotéticos QTU, SRU, que se relacionan asi:

P Q M U

R S A
H

Figura 11.1a Figura 11.1b

ges ol ;25 05
us — RSI“' T PT QU

(puesto que PT' y QU son lados opuestos del rembo PQUT). Asi, la digonal
OS queda dividida en U de manera que la razon de la parte mayor a la
menor es igual a la razon de la diagonal entera a la parte mayor.

Cuando QU = PT = 1, de manera que QS =7, entonces US=7-"y

1 m-i=".
En consecuencia, 7 es la raiz positiva de la ecuacion cuadritica
11.12 2 —7—-1=0,
ai3aber o 1/-5-2*'—' — 1.6180339887. ...

]

Figura 11.1¢

7
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La figura 11.15 nos muestra una manera ficil de prolongar un segment:
dado QU hasta § de manera que 0S =7 QU. (Aqui M es el punto medio del
lado QU del cuadrado AQUH, y MS =MH = V5MU.) Euclides (IV.10)
emplea el procedimiento para “‘construir un tridgngulo isosceles en el que cada
uno de los dngulos de la base valga el doble que el otro” (OST o PRS en la
figura 11.1a)

Se puede elaborar la figura de un pentigono y sus diagonales con bastante
limpieza si se hace un nudo sencillo en una tira larga de papel y se le aplana
cuidadosamente (figura 11.1¢).

EJERCICIOS

I. Sise define 7 como la razén de la diagonal de un pentigono regular a su lado,
establézcase 11.11 por medio de la aplicacion de 1.54 al triangulo isosceles PRS.

2. Muéstrese que un ajuste mas del compis servird para obtener un punto (en la
figura 11.1b) que divida el segmento dado QUen la razén de 7 : 1.

11.2  DE DIVINA PROPORTIONE

Del suo secondo essentiale effecto . . . Del terco suo singulare
effecto, .. Del quarto suo ineffabile effecto ... Del .10. suo
supremo effecto. .. Del suo .11. excellentissimo effecto . . .
Del suo .12. quasi incomprehensibile effecro. . .

Luca Pacioli (hacia 1445-1509)
[Pacioli 1, pags. 6-7]

Bajo la influencia benéfica del artista Piero della Francesca (hacia
1416-1492), Fra Luca Pacioli (o Paccioli) escribié un libro acerca de 7,
llamado De divina proportione, que ilustré con dibujos de modelos que habia
hecho su amigo Leonardo da Vinci. Su entusiasmo por el tema se deja ver en
los titulos que hemos citado, que corresponden a diversos capitulos. (Es
interesante observar cudn bien podemos comprender su italiano antiguo.)

Figura 11.2a Figura 11.2b
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194 la divison durea y la filotaxia

“El inestimable efecto séptimo™ consiste en que T se presenta como el
circunradio de un decagono regular de lado 1. (Por lo tanto, podremos
inscribir un pentdgono inscrito en un circulo dado si antes inscribimos un
decagono y tomamos los vértices alternos.) “El efecto noveno, el mejor de
todos,” consiste en que dos diagonales que se cortan en un pentigono se
dividen en la razon extrema y media. “El casi incomprensible efecto
duodécimo™ se refiere a la propiedad siguiente del icosaedro regular {3, 5}.

Las caras que rodean uno de los vértices del icosaedro pertenecen a una
pirdimide cuya base es un pentigono regular (semejante a la figura verticial).
Dos aristas opuestas cualquiera del icosaedro pertenecen a un rectangulo
cuyos lados mayores son diagonales de los pentigonos dichos. Puesto que la
diagonal de un pentdgono es 7 veces su lado, el rectdngulo es dureo, y sus lados
estan en la razén de 7 : 1. De hecho, los doce vértices del icosaedro (figura
11.2a) son los doce vértices de tres rectangulos dureos que estin en planos
perpendiculares entre si (figura 11.2b). Este modelo se puede construir por
medio de tres tarjetas postales ordinarias (que son rectingulos casi dureos). Se
corta en la mitad de cada tarjeta una ranura paralela a los lados mayores e
igual en longitud a un lado menor. Por razones de tipo préctico, en una de
las tarjetas la ranura ha de llegar hasta el borde. Entonces serd fdcil colocar
las tarjetas de manera que cada una pase por la mitad de las otras, en orden
ciclico.

Figura 11.2¢

En la figura 11.2¢ podemos observar que se puede inscribir un cuadrado
de manera que cada vértice del rectangulo divida un lado del cuadrado en la
razon de 7 : 1. Si identificamos esto con una de las tres esferas “ecuatoriales™
del octaedro regular, deducimos que se puede inscribir un icosaedro en un
octaedro de manera que cada vértice del icosaedro divida una arista del
octaedro en la razén de 7 : 1.

EJERCICIOS

l. Refiéranse los planos de los tres rectingulos dureos a coordenadas cartesianas
para obtener los 12 vértices del icosaedro en la forma

0, =7, =1), (£1,0, +7), (=r =1,0)

www.elsolucionario.net



2. Estos 12 puntos dividen las 12 aristas del octaedro
(£72,0,0), (0, ++2 0), (0,0, £72)

en larazén de r - 1,
3. ?b ténganse las coordenadas de los 20 vértices del dodecaedro regular [Coxetef 1,
pag. 53].

11.3 LA ESPIRAL AUREA

Arquimedes, Leonardo, Newton: todos ellos hombres con
mucho sentido prictico, pero con algo mas. Una vocacion a la
pregunta, tal vez...Muy misterioso todo esto, muy miste-
rioso. Y muy emocionante. Esto es, la emocion: se obtiene al
ser Dios mientras se construye, y se obtiene al observar a
Dios, es decir, al observar las cosas tal como son.

J. L. Synge [2, pdg. 163]

Figura 11.3a

La relacién 7 = 1 + 1/7 nos sefiala que el rectingulo dureo ABDF (figura
11.3a¢) se puede descomponer en dos piezas: el cuadrado ABCH y un

fluevamente otro cuadrado, de modo que dejemos un rectingulo atin menor,
y continuar el proceso indefinidamente.

Puesto que el rectingulo HIEF es homotético a ABDF, el vértice J del
primero queda en la diagonal BF del segundo. De hecho, las rectas AE. BF,
CG, DH contienen entre todas los vértices de todos los rectangulos. Para
derivar CDFH a partir de ABDF podemos emplear una rotacién dilatativa de
centro O, el punto de interseccion BF - DH. Esta semejanza, que transforma
cada uno de los puntos 4, C, E,G,I,...en el siguiente, y cada uno de los
puntos B, D, F, H, J, .. .enel siguiente, es el producto de un cuarto de giro
negativo alrededor de O y la dilatacion O(r-'). Por lo tanto, DH es
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196 la division durea y la filotaxia

perpendicular a BF. La semejanza inversa, que transforma cada rectdngulo en
el siguiente mayor que él, es producto de un cuarto de giro positivo
alrededor de O y la dilatacion O(r).
" Puesto que

g BC

BB CD°
OC biseca el dngulo (recto) BOD. Asi tenemos que las rectas CG, AE pasan
por O'y bisecan los dngulos entre BF, DH.

En términos de coordenadas polares con polo en O, la rotacién dilatativa
que transforma OF en OC transforma cualquier punto (7, ) en (7r, 6 +3 ).
Si tomamos como recta inicial OF y la distancia OF como la unidad de
medida, de manera que £ sea (1, 0), deducimos las coordenadas (r,4m)de
C(r?, m) de A4, (13, 3 m) del vértice opuesto a 4 en el nuevo cuadrado que
se colocaria sobre AF, y asi sucesivamente. De la misma manera, G es (7!,
—-g- 7), {es (r=2, —m) o (r-2%, m), y asi sucesivamente. De esta manera,
obtenemos una sucesién infinita de puntos...,I, G, E, C, A, ... cuyas
coordenadas polares

r=m 60=4m
cumplen la ecuaciéonr = 7247 Por lo tanto, todos estos puntos estdn en la
espiral equiangular
r = p.’,
donde p = 72/"Esta espiral auténtica [Cundy y Rollet 1, pig. 64] se ve
aproximada muy de cerca por la espiral artificial que forman los cuadrantes
circulares que se inscriben en los cuadrados sucesivos, como se tiene en la

figura 11.3a. (Pero la espiral auténtica corta los lados de los cuadrados a
dngulos muy pequefios, en lugar de tocarlos solamente.)

EJERCICIOS

. Verifiquese la conclusién de § 5.4 cuando se la aplica a los rectangulos
semejantes ABDF y CDFH de la figura 11.3a.

2. Obténganse coordenadas polares para los puntos J, H, F, D, B. Se encuentran en
otra espiral equiangular que es congruente (;mediante qué dngulo de rotacién? ) y
homotética (;mediante qué razén de amplificacién? ) con respecto a la espiral JGECA.

11.4 LOS NUMEROS DE FIBONACCI

Sint minim 1 et 1 quos imaginaberis inaequales. Adde, fient
2. cui adde maiorem 1 fient 3. cui adde 2 fient 5. cui adde 3
fient 8. cui adde 5 fient 13, cui adde 8 fient 21,

J. Kepler [1, pag. 270]

En 1202, Leonardo de Pisa, apodado Fibonacci (“hijo de buen cardcter”),
se encontré con su célebre sucesion de enteros fn en relacion con la cria de
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los nimeros de Fibonacei 197

conejos.* Supuso que los conejos vivian para siempre y que cada mes una
pareja procrea una nueva pareja que se vuelve productiva a la edad de dos
meses. En el primer mes el experimento comienza con una pareja de recién
nacidos. En el segundo mes, todavia hay una sola pareja. En el tercer mes,
hay 2; en el cuarto, 3: en el quinto, 5; y asi sucesivamente. Sea f,, el nimero
de parejas de conejos en el enésimo mes. Los primeros valores (y sus razones
sucesivas) se pueden tabular de la manera siguiente:

| OISR 4 | 5 6 7 8 9 10
S POSERE 2] 3 ] 5 8 13 21 34 55
Sosr/far L ool TE2115] 161161 1.625 | 1.6154 | 1.6190 | 1.6176 | 1.6182] . . .

Cuatro siglos después, Kepler afirmaba explicitamente lo que Fibonacci
seguramente advirtio: que la suma de dos f cualquiera es igual a la siguiente,
de manera que la sucesion queda determinada por la férmula de recursion

11.41 fo=9, =1 +ha=sfs

Kepler también observé que las razones f,, : f,+, se aproximan a 1 :7 ca(}(
vez mis, a medida que se incrementa n. (Véase la tercera hilera en la tabla
anterior.) Sin embargo, otros cien afos después, R. Simson ( 1687—-1768), que
en realidad no fue el descubridor de la “recta de Simson”) reconocié fy 41 /f;
como el enésimo convergente de la fraccion continua

s

14+ 141477
(Los “convergentes™ son los nimeros

Bl e T T s RO TR (S IS )
s el T e g
y los que los suceden de la misma manera.) Para demostrar que lim
(fa+1/fn = 7, Simson se sirvié repetidamente de la relacion 7 = 1 + 1/7, de la
manera siguiente:
9 4.2 i g 5 o1l G
T_I+T_l+1+7_l+l+l_+ Tt

Con respecto a f,, E. Lucas (1842-1891) tomé en consideracion los
nimeros relacionados g,, que se definen por medio de

8 =2, g1=1L g+ g+1 = 8rs2:
Los primeros valores que obtuvo eran los siguientes:

n:lollzla 4,5I6|7|8 9 10 |58
g | 201 11 AN e | o0 | 47 | 76 Itzs
Se demuestra facilmente por induccién que (cuando n > 0)

11.42 & = fa-1 + fas1.

. R. C. Archibald, Golden Section, American Mathematical Monthly, 25 (1918),
pags. 232238,
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198  la division aurea y la filotaxia

Dejemos esto como ejercicio para el lector y prosigamos para establecer las

Jidentidades de Lucas

11.43 Jon = fo 8

11.44 Pori1 = [> + fur1,

que son obvias cuando #=0 o 1. Para demostrar ambas por induccién,
sumaremos las relaciones tentativas

S =fili + /42y for = frgk,
con lo que obtenemos foi., = fil1 + fi fi-1 + fis1) + fi2
= (fic1 + fillik+1 + fii2
= fi? +ﬁ:3—1,
y entonces sumamos
Lr=figsr y faur=hE+ Nl
con lo que obtenemos foxr2 = fi2 + filfic1 + frs1) + fisa
= fiSier1 + frsr fire

= fk+1 8k+1-
De la misma manera, para establecer la identidad
11.45 ™ = fuT + fao1s
que es obvia cuando n =1 ¢ 2, sumamos

™* =it +fo-r oy T = fioat +

T*+2 = fipoT + fisr.
de modo que obtenemos

La identidad 11.45 sigue siendo vilida cuando n es negativo, siempre y
cuando definamos f_ 3 =f_x 42 —f g4, (cuando k> 0), de manera que

ok = (= 1F+1 £,

Asi, T =T + a1

11.46 = (= DM pr — frt).

¥

11.47 (=1)~* = fisa — far

11.471 = fi—1 — far-1L.

Al sumar 11.45 (donde k substituye a n) y 11.47, obtenemos
11.48 g = 7% 4+ (—7)F,
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De la misma manera, al substraer 11.471 de 11.45 (donde k substituye @ a).
obtenemos

— ( — 1)k k _ ( —7¥y—k
11.49 ﬁ,:"‘Tin} =T \(/5”

que es una formula explicita, descubierta por J. P. M. Binet en 1843.
A partir de 11.48 y 11.49 deducimos inmediatamente

ok — 8k +lk\/5 (—7)-k= 8k —fk\/s .
2 5 2 ?
por ejemplo
®=vV5+2 ™3 = /5 — 2,
™ =9 4 4y/5, 6 =9 — 4y/5.

EJERCICIOS
1. Exprésese la suma de la serie finita
1+ 14+2434...+ 4

en términos de f; 4.
2. Demuéstrese la identidad de Simson

f’l—l fn+l _f,lE = (=1~

Esta es la base de un problema desconcertante y entretenido [Ball 1, pag. 85 ]*
3. Verifiquese la observacion de Lagrange acerca de que los digitos finales de los
nimeros de Fibonacci empiezan a recurrir después de un ciclo de sesenta:

ol Tl o M v i B ey B L R W
4. A partir de la identidad

A=t—2)1 + 1422 +38 4 ... + fosaP +...) =1

que implica

el = w© % k
Eﬁm;n:——1—_2=2(:+:?)*=E:*(1+r)"=2 E(’FJ;W
0 l—f—f 0 0 k=0j=0 J i

dedlizcase la formula de Lucas para los numeros de Fibonacci en términos de
coeficientes binomiales:

=l n—1 n—2
far=(8) + (73 )+ (73 )+
5. Dése el valor de 0.0l arenla identidad Z f,,4; M z(l.—r—rz)",ydedﬁzcase

una manera fdcil de escribir los 19 primeros digitos en la forma decimal 43880 .
6. Tabllese g,41/8, ¥ encuéntrese su limite cuando # tiende a infinito.

* Véase también Coxeter, The golden section, phyllotaxis, and Wythoff’s game,
Scripta Mathematica, 19 (1953), pig. 139. Desde un punto de vista mis general,

fM—h fn+k —Ja f-+k+k = (— |)“fn ﬁl;
véase A. E. Danese, American Mathematical Monthly, 67 (1960), pig. 81.
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200 la division aurea y la filotaxia
11.5 LA FILOTAXIA

Tanio en la doctrina de la Metamorfosis como en el enun-
cisdo de la Teoria de la Espiral tenemos. . .dos notables
generalizaciones que provienen originalmente de la fértil ima-
ginacion de Goethe y han llegado a nosotros, pasando a través
del caos de la filosofia natural . . . y tenemos que actualmente
forman los fundamentos de nuestro punto de vista acerca de

la morfologia de las plantas.
A. H. Church (1865-1937)

[Church 1, pag. 1]

Los numeros de Fibonacci se aplican en la botdnica al fendmeno que se
llama filotaxia (literalmente *“disposicion de hojas”). En algunos drboles,
como el olmo y el tilo americano, se presentan las hojas de una rama
alternamente en dos lados opuestos, y hablamos de “filotaxia de —;-". En
otros, como el avellano y la haya, pasamos de una hoja a la otra por medio
de una torcedura en la que interviene la rotacion de un tercio de giro, y
hablamos entonces de “filotaxia de 1”. De la misma manera, el roble y el
a]bancoquero exhiben filotaxia de 2, el dlamo y el peral de <, el sauce y el
almendro—*- 5 ¥ lo mismo se puede dec1r de los demds. Reconocemos que las
fracciones representan cocientes de numeros alternados de Fibonacci, pero
también se podrian usar numeros consecutivos; por ejemplo, una rotacion
positiva que recorra £ de giro tiene el mismo efecto que la rotacion negativa
que recorre > 3 [Weyl 1, pag. 72].

Otra manifestacion de la filotaxia la constituye la disposicion de los
flosculos del girasol, o la de las escamas de un cono de pino, que se
encuentran en verticilos espirales o helicoidales (o “parastiquios™). Esos
verticilos son evidentes sobre todo en la pifia (figura 11.5a) cuyas celdas més
0 menos exagonales se encuentran dispuestas en filas visiblemente y en varias
direcciones: 5 hileras paralelas que ascienden suavemente hacia la derecha, 8
hileras que ascienden con un poco mds de pendiente a la izquierda, y 13
hileras que suben con gran pendiente a la derecha. (A veces, se tiene que el
sentido es el inverso, pero permanece la consistencia.) Si consideramos la
superficie de la pifia como un cilindro y la cortamos a lo largo de una recta
vertical (el generador), y la extendemos sobre un plano, obtenemos una
franja entre las dos paralelas que representan dos versiones del corte vertical.
En la figura 11.5b se han tomado las paralelas como las rectas x =0y x = 1,
y las celdas exagonales, que se han numerado sucesivamente segiin sus
distancias al eje de las x, aparecen como regiones de Dirichlet de una celosia
(§ 4.1). El punto de la celosia que se ha sefialado con el 0 aparece en el
origen y se vuelve a presentar en (1, 0), de manera que el cilindro parece
rodar por el plano. El punto sefialado con el 1 tiene pot coordenadas (7 ~', k),
donde queda por calcular la altura h; y para todos los valores de n, el
enésimo punto de la ce]os;a es (x, y), donde y=nh y x es la parte
fraccionaria de n7 (o de nr™), a saber,

X = nt — [n7],
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la filotaxia 201

donde [n] es la parte entera. La repeticion de la franja tiene como efecto que
el nimero n aparece en el punto

(nT + m, nh),

Figura 11.5a

para todos los enteros n 'y m y tenemos que los nimeros de cada hilera recta
se encuentran en progresion aritmética. Cuando se envuelve el cilindro con el
plano, la recta se convierte en una hélice, con la forma del barandal de una
escalera de caracol.

Puesto que las razones fi4,/fr de nimeros consecutivos de Fibonacci
convergen hacia 7, el nlimero fi7 es casi un entero (a saber, fi+; ), es decir, su
parte fraccionaria es pequedia. Por lo tanto, uno de los puntos marcado con
Jk, ha de estar cerca del eje de las y (sobre todo cuando los valores de k son
grandes) y las hileras que mds se aproximan a la vertical son aquellas en las
que la diferencia de las progresiones aritméticas estd compuesta por niimeros
de Fibonacci.

Un arreglo asi es posible para cualquier valor positivo de 4. En la figura
11.5b se ha escogido el valor vd5 . Mediante comprobaciones encontramos
ripidamente que este tamafio es mds o menos el indicado para asegurarnos
que los nimeros en la vecindad de O son de Fibonacci, a saber, 5, 13, 8 y sus
negativos, como en una pifia (figura 11.52). Dicho de otra manera, las hileras
mds obvias (mds cerca un nimero de otro) son aquéllas en las que la
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202 la division aurea y la filotaxia

progresion aritmética tiene la razén f, = 8. El efecto del incremento de h
consistiria en una disminucion del dngulo obtuso entre las direcciones 05 y
08, de manera que en un determinado momento se convirtiera en un dngulo
recto, y entonces la region de Dirichlet seria un rectdngulo, en lugar de un
exdgono. De la misma manera, el efecto de la disminucién del valor de A
consiste en el incremento del dngulo entre las direcciones de 8 y 13, de
manera que llegado cierto momento tendriamos aqui un dngulo recto, y
después, el siguiente nimero de Fibonacci, 21, apareceria como vecino al 0.

Figura 11.5b

Con el objeto de determinar los valores criticos de & para los que ocurren
transiciones, buscaremos como condicion que los puntos fy y fi4+: estén en
direcciones perpendiculares desde 0, es decir, la condicién de que los puntos

(it — fisr, fih), (fisrT — fis2, frsrh)

se encuentren en direcciones perpendiculares con respecto a (0, 0). Por 8.22,
esta condicion consiste en

(fur = fes)(frs17 — fi+2) + fx fisrh? = 0.
Por medio de 11.12, 1141, 11.42, a continuacién 11.43, 11.44 y por tltimo
11.46, deducimos
Seles1h® = (fi2 + fid1) T — firr8eaa
= fok+1 T — foggo = 7 (2k+1)
por lo que
11.51 h = (ﬁcfk+1)_’ 7= {k+4)
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_ ejercicio 203
En conclusion, tenemos que los nimeros de verticilos en diversas direcciones
(que en el caso de la pifia son 5, 8, 13) son fix—,, fx. fk+1 cuando los valores
de h se encuentran entre

(ﬁ:—-lf‘k)_* k=) y kak+1)—i 7= k+4)

Como un valor “estindar” entre los valores criticos que hemos citado, es
natural que escojamos

h =j}"1 T‘k.
Por ejemplo, el valor que se escogio en la figura 11.5b es aproximadamente

T8 _ 0055727 ... _ 0006966 . ...
Je 8

El mismo patrén de arreglo, si se interpretara como la disposicién de las
hojas de una rama, podria ser llamado justificadamente filotaxia de%, 0, en
el caso general, filotaxia de fr—,;/fx+,. Pues tenemos que, como seiala
Church [1, pdg. 5]: “Bonnet...veia con toda claridad en el caso del
albaricoquero que los ciclos sucesivos, en nimero de 2, no se encontraban
verticalmente superpuestos, en realidad.” De acuerdo con el difunto A. M.
Turing, el avance gradual de un par de “nimeros parastiquicos” a otro, en
correspondencia con la disminucion continua de A, puede tener lugar durante
el crecimiento de una sola planta. (Por conveniencia, tomamos como unidad
la medida del perimetro de la base; asi, h disminuird cuando el crecimiento
del cilindro ocurra con mds rapidez en su anchura que en su longitud.)

Al reemplazar el cilindro por un cono, como sucede en el cono de pino,
las rectas del plano ya no representan hélices, sino mds bien concoespirales
[Moseley 1]. Si se deja que los generadores del cono sean cada vez mis
proximos a la perpendicular a su eje, nos acercamos a una situacién limite en
la que las concoespirales se vuelven espirales equiangulares planas, que se
cortan unas a otras a los mismos dngulos que las hélices del cilindro, es decir,
a los mismos dngulos que las rectas en el plano de la celosia [Church 1, pig.
58]. Nameros de Fibonacci tan grandes como fyo = 55,1, = 89, fi12 = 144
surgen como los nimeros de las espirales que se aprecian en ciertas variedades
del girasol [véase Church 1, ldminas V, VII, XIII, y, sobre todo, la ldmi-
na VI]. Sin embargo, se debe admitir que en algunas plantas los niimeros no
pertenecen a la secuencia de las f, sino a la de las g [Church 1, limina XXV],
o incluso a las secuencias mds anémalas

3405590 5 eyl B U TR

[Church 1, ldmina IX]. Asi, debemos encarar el hecho de que la filotaxia no
es una ley universal, sino una fendencia que predomina de manera fasci-
nadora.

EJERCICIO

Dibijese una versibn de la figura 11.5h donde h=%. ;Se acerca esto al valor que
dimos por 11.51 cuando k = 17
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Geometria ordenada

Sin lugar a dudas, durante los ultimos 2000 afios los libros que se han
leido mds son la Biblia y los Elementos. Los eruditos suelen interesarse en
desentrafiar los diferentes relatos de la Creacién que se entretejen en el Libro
del Génesis. De la misma manera, debido a que Euclides reunié su material a
partir de diversas fuentes, no es sorprendente que podamos extraer de
Euclides dos geometrias que se bastan a si mismas y son diferentes en su
fundamentacion logica, es decir, en sus conceptos primitivos y axiomas. Se
les conoce con los nombres de geometria absoluta y geometria afin. Las
describiremos con brevedad en § 12.1 y dedicaremos el resto de este capitulo
a las proposiciones que pertenecen a ambas: se trata de proposiciones tan
“obvias” y fundamentales que Euclides no se molesté en mencionarlas.

12.1 LA EXTRACCION DE DOS GEOMETRIAS DISTINTAS
DE EUCLIDES

Perseguir una idea es tan emocionante como perseguir una
ballena.

Henry Norris Russell (1877-1957)

La geometria absoluta, que fue reconocida por primera vez por Bolyai
(1802—-1860), es la parte de la geometria euclidiana que depende solamente
de los primeros cuatro postulados, sin el quinto. Asi, incluye los postu-
lados 1.1-28, 1I.1-19, 25, 28-30; IV4-9 (donde se modifica adecuada-
mente la definicion de “cuadrado™). El motivo de estudiar la geometria
absoluta consiste en que estas proposiciones no solamente son vilidas en la
geometria euclidiana sino en la hipérbolica, que estudiaremos en el capitulo
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208 geometria ordenada .

16. En pocas palabras, la geometria absoluta es la geometria que no supone
la existencia de una paralela tnica (por un punto dado) a una recta dada.

Por otra parte, en la geometria afin, que reconocid por primera vez Euler
(1707—1783), la paralela Gnica tiene un papel muy importante. Los postu-
lados tercero y cuarto de Euclides pierden su sentido, pues nunca se
mencionan los circulos ni se miden los dngulos. De hecho, las ftnicas
isometrias admisibles son los semigiros y las traslaciones. Las proposiciones
afines de Euclides son las que se preservan en la proyeccion paralela de un
plano a otro [Yaglom 2, pig. 17]: por ejemplo, 1.30, 33-45,y VLI, 2,4, 9,
10, 24-26. La importancia de la geometria afin ha sido subrayada reciente-
mente por la observacion de que sus proposiciones no son vilidas solamente
en la geometria euclidiana, sino en la geometria de Minkowski del tiempo y
el espacio, que Einstein empleara en su teorifa restringida de la relatividad.

Puesto que cada una de las proposiciones de Euclides es o bien afin, o
bien absoluta, o bien ninguna de las dos cosas, podriamos empezar por
imaginar que ambas geometrias (que estudiaremos en los capitulos 13 y 15,
respectivamente) no tienen nada en comin, con la excepcion de los
postulados Iy II. Veremos, sin embargo, en el presente capitulo, que hay un
niicleo impresionante de proposiciones que pertenece a ambas con toda
propiedad, La idea esencial en el nicleo es la de mediacion, que Euclides
emple6 en su famosa definicion:

Una recta (un segmento de) es aquella que queda uniformemente entre sus
extremos.

Esto nos sugiere la posibilidad de que consideremos la mediacién como
concepto primitivo, de manera que lo apliquemos para definir un segmento
de recta como el conjunto de todos los puntos entre dos puntos dados. Y
con el mismo espiritu podemos extender el segmento hasta una recta infinita.
Entonces, si B estd entre A y C, podemos decir que los tres puntos 4, B, C
se encuentran ordenados en su recta. Podemos extender la relacion de orden
de tres puntos a cuatro o mds.

El mismo Euclides no hace uso explicitamente del orden cuando no se
relaciona con la medida, al decir que una magnitud puede ser mayor o menor
que otra. Fue Pasch, en 1822, el primero en sefialar que la geometria del
orden se podria desarrollar sin hacer referencia a la medida. Su sistema de
axiomas fue mejorado gradualmente por Peano (1889), Hilbert (1899) y
Veblen (1904).

Desde el punto de vista etimologico, una “geometria sin medidas™ parece
una contradiccion de términos. Pero veremos que en el paso de axiomas y
teoremas sencillos a teoremas “interesantes” se parece al trabajo de Euclides,
si no en los detalles, si en el espiritu.

Esta geometria basica, que es el fundamento comun de las gometrias afin
y absoluta, tiene suficiente importancia para poseer un nombre propio. El de
geometria descriptiva, que empled Bertrand Russell [1, pig. 382] no fue bien
elegido, pues la palabra ya tenia un significado diferente. De acuerdo con
ello, emplearemos la denominacion de Artin [1, pdg. 73] y hablaremos de
geometria ordenada.

Seguiremos el desarrollo riguroso lo suficiente para que el lector pueda
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apreciarlo sin que se aburra. La historia completa es bastante larga. y Veblen
[1] v Forder [1, capitulo Il y el Canadian Journal of Mathematics, 19,
(1967), pags. 997—-1000] la han relatado adecuadamente.

Es importante que recordemos que, en este tipo de trabajo, habremos de
definir todos los conceptos que empleemos (con la excepcion de los
primitivos) y demostrar todo lo que se afirma (con la excepcion de los axiomas).
sin que nos importe cudn “obvios” nos parezcan.

EJERCICIOS

I. Consideremos la razén de dos longitudes sobre una recta. ;Pertenece a la
geometria absoluta, a la afin o a ambas? (Indicacién: en “una dimension”, es decir,
cuando consideramos solamente los puntos de una recta, desaparece la distincion entre
afin y absoluta.)

2. Sendlese un teorema euclidiano que no pertenezca ni a la geometria afin ni a la
absoluta.

3. La concurrencia de las medianas de un tridngulo (1.41) es un teorema que
pertenece a ambas geometrias, la afin y la absoluta. ;A qué geometria pertenece el resto
de § 1.47

4, ;Que geometria se ocupa de (a) los paralelogramos? (b) los poligonos regulares?
(c) el problema de Fagnano (§ 1.8)7

12.2 MEDIACION

Un estudio del orden ... se ha convertido en una necesidad
esencial para comprender las bases de las matematicas.

Bertrand Russell (1872-1970)
[Russell 1, pig. 199]

En el desarrollo de Pasch de la geometria ordenada, simplificado por
Veblen, los unicos conceptos primitivos son los puntos A, B .. .y la relacion
de mediacion [ABC], que nos dice que B estd entre 4 y C. Si B no estd entre
A y C, decimos simplemente “no [ABC]". Hay diez axiomas (12.21-12.27,
12,42, 12,43 y 12.51) que iremos introduciendo segin se necesiten entre los
diversos teoremas y definiciones.

AXIOMA 12.21 Hay por lo menos dos puntos.

AXIOMA 1222 Si A v B son dos puntos distintos, hay por lo menos un
punto C tal que [ABC].

AXIOMA 12.23 Si [ABC), entonces A y C son distintos: A # C.
AXIOMA 12.24 Si [ABC], entonces [CBA] pero no [BCA]

TEOREMA 12.241 Si [ABC] entonces no [CAB]
Demostracion. Por el axioma 12.24, [CAB] implicaria no [ABC].

TEOREMA 12.242 Si [ABC), entonces A # B +# C (es decir, a partir del
axioma 12.23, los tres puntos son distintos).

Demostracion. Si B=C, las dos conclusiones del axioma 12.24 se
contradicen. De la misma manera, no podemos tener 4 = B.
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DEFINICIONES. Si 4 y B son dos puntos distintos, el segmento AB es
el conjunto de los puntos P para los que [APB]. Decimos que ese punto P
estd en el segmento. Posteriormente aplicaremos la misma preposicién a otros
conjuntos, como las “rectas™.

TEOREMA 12.243 Tanto A como B no estin en el segmento AB.
Demostracion. Si A © B estuvieran en el segmento, podriamos tener
[AAB] o [ABB]. lo que contradice 12.242

TEOREMA 12244 Segmento AB = segmento BA.
Demostracion.  Por el axioma 12.24, [APB] implica [BPA].

DEFINICIONES. El intervalo 4B es el segmento AB mis sus extremos A
y B:
AB = A + AB + B.
El rayo A/B (“desde 4 y en direccién opuesta a B”) es el conjunto de

puntos P para los que [PAB]. La recta AB es el intervalo AB mas los dos
rayos A/B y B/A:

recta AB = A/B + AB + B/A.
COROLARIO 12.2441 Intervalo AB = intervalo BA:; recta AB = recta BA.

AXIOMA 1225 Si Cy D son puntos distintos en la recta AB, entonces
A estd en la recta CD.

TEOREMA 12.251 Si C y D son puntos distintos en la recta AB
entonces

rectaAB = rectaCD.

Demostracion. Si A, B, C, D no son todos distintos, supongamos que
D =B. Para demostrar que la recta AB=1la recta BC, sea X un punto
cualquiera de BC con la excepcion de A4 y B. Por 12.25, A, como X, estd en
BC. Por lo tanto, B estd en AX, y X estd en AB. Asi, todos los puntos de
AB son también de BC. Asi, AB=BC. Y finalmente, si A, B, C, D son
distintos, tenemos que AB = BC = CD.

COROLARIO 122511 Dos puntos distintos quedan en una sola recta.
Dos rectas distintas (si acaso existen) no tienen mis que un punto en comin.
(El punto comiin F se llama punto de interseccion, y sé dice que las rectas se
encuentran o cortan en F.)

COROLARIO 12.2512 Tres puntos distintos cualquiera 4, B, C en una
recta satisfacen una sola de las relaciones [ABC), [BCA], [CAB].

AXIOMA 1226 Si AB es una recta, hay un punto C que no estd en ella,

TEOREMA 12.261 Si Cno estd en la recta AB, entonces A no esta en
BC, ni B en CA: las tres rectas BC, CA, AB son distintas.
Demostracion. Por 12.25, si A estuviera en BC, C estaria en AB.

DEFINICIONES. Los puntos que estin en la misma recta reciben el
calificativo de colineales. Tres puntos no colineales, 4, B, C determinan un
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triangulo ABC que consiste en estos tres puntos, llamados vérrices. junto con
los tres segmentos BC. CA, AB, que se llaman lados.

AXIOMA 1227 Si ABC es un trigngulo y [BCD] y [CEA). hay.
entonces, en la recta DE un punto F para el que [AFB]. (Véase la figura
12.2a.)

TEOREMA 12.271 Entre dos puntos distintos hay otro punto.

Demostracion. Sean A y B nuestros dos puntos. Por 12.26 hay un punto
E que no esta en la recta AB. Por 12.22 hay un punto C para el que [AEC].
Por 12.251, la recta AC es igual que la recta AE. Por 12.261 (aplicado a
ABE), B no estd en esa recta: por lo tanto, ABC es un tridngulo, Nuevamente
por 12,22, hay un punto D para el que [BCD]. Por 12.27 hay un punto F
entre A y B.

TEOREMA 12272 En la notacion del axioma 12.27, [DEF)

Demostracion. Puesto que F estd en la recta DE, tenemos -por 12.2512
que hay solamente 5 posibilidades: F=D, F=E, [EFD]. [FDE], [DEF].
Cualquiera de las dos primeras hace a 4, B, C colineales.

Si [EFD], podemos aplicar 12.27 al tridngulo DCE donde [CEA] y [EFD]
(figura 12.2b), de manera que obtengamos X en AF tal que [DXC]. Como
AF y CD no pueden encontrarse sino una vez, tenemos X = B, de modo que
[DBC]. Como [BCD], esto contradice 12.24.

De la misma manera (figura 12.2¢) no podemos tener [FDE]. Solo nos
queda como posibilidad [DEF].

A D E
F X Y
¥ E F D
Figura 12.2a Figura 12.2b Figura 12.2¢

Esta demostracion es muy caracteristica; nos contentaremos entonces con
dar los siguientes teoremas sin demostracion [Veblen 1, pigs. 9-15; Forder
1, pigs. 49-55].

12.273 Una recta no puede cortar los tres lados de un triangulo.
(Recordemos que los “lados™ no son intervalos ni rectas, sino solamente
segmentos.)

12.274 Si [ABC) y [BCD), entonces [ABD).

12275 Si [ABC] y [ABD), y C#D, entonces [BCD] o [BDC) y [ACD]
o [ADC].

12.276  Si [ABD] y [ACD] y B+ C, entonces [ABC) o [ACB)

I
B c D c E A A F B
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12.277 Si [ABC] y |ACD), entonces [BCD] y [ABD]
DEFINICION. Si [4BC] y [ACD], escribiremos [ABCD].

Se advierte en seguida que este orden de cuatro puntos posee todas las
propiedades que podriamos esperar, como, por ejemplo, si [ABCD], entonces
[DCBA], pero todos los demas 6rdenes serdn falsos.

Un punto cualguierz O en un segmento AB descompone el segmento en
otros dos: AO y OB. (El empleo que hacemos aqui de la palabra “descom-
pone™ tiene un sentido técnico [Veblen 1, pdg. 21], y queremos decir que
todo punto del segmento AB con la excepcién de O estd en solamente uno
de los dos segmentos “menores™.) Un punto cualquiera O en un rayo desde
A descompone el rayo en un segmento y un rayo: A0 y O/4. Un punto
cualquiera en una recta la descompone en dos rayos “opuestos™; si 40B, los
rayos serdn O/A y O/B. El rayo O/A, que contiene a B, recibe en ocasiones
la denominacion més conveniente del rayo OB.

Para un entero cualquiera n>1, hay n puntos colineales distintos que
descomponen la recta comin a ellos en dos rayos y n— 1 segmentos.

Podemos llamar a los puntos Py, Py, .. ... Py de manera que los dos rayos
sean P, /Py, Pp/P,, y los n — 1 segmentos sean
P1lPs, ' PolPy, L D0 PRl

tales que cada uno de ellos no contiene a ninguno de los puntos. Decimos
que los puntos estin en el orden P\P, ... P,, y escribimos [P1P; ... P,].
Son condiciones necesarias y suficientes para esto que

[P1P2P3), [P3PsPy), ..., [Pa-2Pn-aPu)

Naturalmente, el mejor desarrollo logico de cualquier tema emplea el
conjunto mas sencillo o “mds débil” de axiomas. (Sucede lo peor cuando
llegamos al extremo opuesto y lo suponemos todo isin que haya desarrollo
alguno! ) En su formulacion original del axioma 12.27 [Pasch y Dehn 1, pag.
2: “IV. Kernsatz”] Pasch hacia esta formulacién, mucho mis fuerte: si una
recta del plano de un tridngulo dado encuentra uno de sus lados, también
encuentra otro lado (o, de no ser asi, pasa por uno de sus vértices). La
formulacién de Peano, que hemos adoptado, supera a ésta en dos aspectos.
La palabra plano (que no definiremos hasta § 12.4) no se emplea en
absoluto, y la recta DE penetra el tridngulo de una manera especial, a saber,
tal que antes de entrar en el lado CA, proviene de un punto D que estd en
C/B. Con la misma facilidad podria decirse que proviene de un punto en A/B
(que es igual en cuanto intercambiamos 4 y C) o de un punto en B/A o B/C
(con lo que todo cambia considerablemente). La tltima posibilidad (con un
ligero cambio de notacion) es a la que atiende el teorema siguiente (12.278),
El axioma 12.27 es “apenas suficientemente fuerte”: pues, aunque nos
permite deducir la afirmacién 12.278 que, aparentemente, tiene la misma
fuerza, no podriamos invertir los papeles: ;si intentdramos usar 12.278 como
axioma, no podriamos deducir 12.27 como teorema!

TEOREMA 12278 Si ABC es un tridngulo y [AFB] y |BCDY], hay, en la
recta DF, un punto E tal que [CEA].
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Figura 12.2d

Demostracion. Toémese H en BJF, (como se ha hecho en la figura 12.2d)
y considérese el tridngulo DFB donde [FBH] y [BCD]. Por 12.27 y 12.272.
hay un punto R para el que tenemos [DRF] y [BCD]. Por 12.274, [AFB] y
[FBH] implican [AFH]. Tenemos asi un tridngulo DAF en el que [AFH] y
[FRD]. Por 12.27 y 12.272 nuevamente. hay un punto L tal que [DLA] y
[HRL]. Por 12.277, [HCR] vy [HRL] implican [CRL]. Tenemos asi un
trigngulo CAL en el que [ALD] y [LRC]. Por tercera vez, acudimos a 12.27
para sefialar que en la recta DR ( = DF) hay un punto £ para el que [CEA].

EJERCICIOS

1. Una recta contiene una infinidad de puntos.

2. Hemos definido un segmento como un conjunto de puntos. En el desarrollo
interior, ;a partir de qué momento podemos afirmar que este conjunto nunca es el
vacio? [Forder 1, pig. 50.]

3. Al demostrar 12.272 tuvimos que sefialar que la relacién [FDE | conduce a una
contradiccion. Hégase lo mismo por medio de la aplicacién de 12.27 al tridngulo BFD
(en lugar del EAF),

4. Dado un conjunto finito de rectas, hay una infinidad de puntos que no estdn en
ninguna de ellas, -

5. Si ABC es un tridngulo y [BLC), [CMA], [ANB]. hay entonces un punto E para
el que [AEL] y [MEN]. [Forder 1, pig. 56.]

6. Si ABC es un triangulo, los tres rayos B/C, A/C, A/B tienen una rransversal (es
decir, una recta que los encuentra a todos). (K. B. Leisenring.)

7. SiABC es un Lri;inguia.’los tres rayos B/C, C/A, A/B carecen de transversal,

123 EL PROBLEMA DE SYLVESTER ACERCA DE LOS
PUNTOS COLINEALES

Casi cualquier campo de las matematicas ofrecia un mundo
de descubrimiento ¥ encanto para Sylvester.

[E. T. Bell 1, pag. 433]

Tal vez algunos lectores piensen que hemos estado empleando axiomas
evidentes en si mismos para demostrar resultados triviales. Este sentimiento
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de irritacion probablemente desaparezca si sefialamos que la magquinaria que
hemos desarrollado hasta aqui tiene suficiente potencia para tratar eficaz-
mente la conjetura de Sylvester (§ 4.7), que durante cuarenta afios mantuvo
a los matemiticos de todo el mundo en el desconcierto. Este problema de

* colinealidad claramente pertenece a la geometria ordenada. La demostracion

euclidiana de Kelly acude al conmcepto de la distancia, que es bastante
extrano: equivale a emplear un mazo para partir una almendra. El casca-
nueces apropiado consiste en el argumento siguiente.

TEOREMA. §i se tiene que n puntos no son todos colineales, hay por lo
menos una recta que contiene exactamente a dos de ellos.

Demostracion. Sean P, , P, ..., Py los n puntos, y los hemos nombrado
de manera que los tres primeros no sean colineales (figura 12.3a). Las rectas
que unen P; con todos los demds puntos del conjunto encuentran la recta
P2P; en no mis de n— 1 puntos (donde incluimos a P, y P3). Sea Q otro
punto cualquiera de la recta. Entonces la recta P,Q contiene a P, pero a
ningtin otro P;.

Las rectas que unen los pares de puntos P encuentran la recta P,Q en no

mis de ("; l) + 1 puntos (donde incluimos a P, y Q). Sea P, 4 uno de los

segmentos que se presentan al descomponer la recta por medio de esos
puntos. (Es posible que 4 = (.) Entonces ninguna de las rectas de union PiP;
podri encontrar el segmento ‘“vacio™ P,A. Por definicién, A estd por lo

—Pl

Figura 12.3a Figura 12.3b

menos en una de las rectas de union, que puede ser P4Ps. Si P4 y Ps son los
tnicos puntos P en esta recta (como se tiene en la figura 12.3a), nuestra
tarea ha terminado. De no ser asi, tendremos una recta de union que pasa
por 4 y contiene por lo menos tres de los puntos P, a los que podemos
llamar Py, Ps, P, cuyo orden es tal que el segmento APs contiene a Ps pero
no a Pe. (Puesto que A descompone la recta en dos rayos opuestos, y uno de
estos contiene por lo menos a dos de los tres puntos P, esta denominacién
especial siempre serd posible. Véase la figura 12.3b.) Podemos demostrar
ahora que la recta P, Ps no contiene mis que dos de estos puntos.

Lo haremos mediante reductio ad absurdum. Si la recta P,P; contu-
viera, digamos, a P,, mediante 12.27 y 12.278 podemos deducir que el
segmento Py A encuentra una de las rectas de union, a saber, P¢P; o PiP-.
De hecho, encuentra P¢P; si [P,P,Ps] (como en la figura 12.3¢) y
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Figura 12.3¢ Figura 12.3d

encuentra PyP; si |PyPsP;] o [PsPyP,] (como en la figura 12.3d). En ambos
casos se contradice nuestra afirmacion acerca del segmento “vacio™.

De esta manera hemos encontrado en todas las circunstancias posibles una
recta (P4Ps o Py Ps) que contiene exactamente dos de los puntos P,

EJERCICIO

Justifiquese la afirmacién de que las rectas de unién encuentran la recta P,Q en no
mas de ("—I)+ I puntos. En el ejemplo que se muestra en la figura 12.3b, este
nimero (11 como miximo) es solamente 5: ;por qué? (El st'mhn!nl}) representa el

nimero de combinaciones de i objetos tomados de j en J: por cjemplo.(g)es el nimero
de pares, a saber-3-i(i —1).)

12.4 PLANOS E HIPERPLANOS

Si se colocan | hiperplanos en n dimensiones de manera que n
de ellas tengan un punto comun y n+1 no lo rengan, el
mimero de regiones en el que descomponen el espacio es

(o) +(1) +(2) = () -+ (1) =i

Ludwig Schlifli (1814—1895)
[Schiifli 1, pdg. 209]

Es notable que hayamos hecho tanta geometria antes de definir el plano.
Pero ahora, como dijo la Morsa, “Ha llegado el momento ... "

DEFINICIONES. Si A, B, C son tres puntos no colineales, el plano ABC
es el conjunto de todos los puntos que son colineales con pares de
puntos de uno o dos lados del tridngulo ABC. Se dice que un segmento,
intervalo, rayo o recta estd en un plano (o es de un plano) cuando todos sus
puntos lo estdn.

Los axiomas del 12.21 al 12.27 nos permiten demostrar todas las
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propiedades conocidas de la incidencia en un plano, incluso las dos siguientes,
que Hilbert tomé como axiomas:

Tres puntos no colineales cualquiera en un plano « lo determinan por
completo.

Si dos puntos diferentes de una recta @ estin en el plano a, entonces
todos los puntos de a estén en a.

DEFINICIONES. Un angulo esti compuesto por un punto O y dos
rayos no colineales que parten de O. El punto O es el vértice y los rayos
son los lados del dngulo [Veblen 1, pig. 21; Forder 1, pig. 69]. Si los
lados son los rayos O4 v OB, o a, y b,, el dngulo se denota por L AOB
0 a,by(0 LBOA, o b,a,). El mismo dngulo a,b,; se determina por dos
puntos cualquiera 4 y B en sus lados respectivos. Si C es un punto
cualquiera entre A y B, se dice que el rayo OC queda dentro del dngulo.

A partir de aqui y hasta la afirmacién que contiene el axioma 12.41
supondremos que todos los puntos y rectas que consideramos se encuen-
tran en un plano.

Una region convexa es el conjunto de puntos, dos cualquiera de los que
se pueden unir por medio de un segmento compuesto en su totalidad por
puntos del conjunto, con la condicién adicional de que cada uno de los
puntos se encuentra por lo menos en dos segmentos no colineales que se
componen en su totalidad por puntos del conjunto. En particular, una
region angular es el conjunto de todos los puntos de los rayos que quedan
dentro de un dngulo, y una regioén triangular es el conjunto de todos los
puntos que estin entre los pares de puntos de lados distintos de un
trigngulo. Se dice que una regién angular (o triangular) se encuentra
acotada por el dngulo (o el tridngulo).

Se puede demostrar [Veblen 1, pdg. 21] que una recta cualquiera que
contenga un punto de una regién convexa, la “descompone” en dos
regiones convexas. En particular, una recta a descompone el plano (en el
que estd) en dos semiplanos. Se dice que dos puntos estin en el mismo
lado de a si estin en el mismo semiplano, o en lados opuestos si estin en
semiplanos opuestos, es decir, si el segmento que los une corta a a. En
este dltimo caso, también se dice que a separa ambos puntos. (Por
desgracia, la palabra “lado” se emplea con dos significados diferentes,
ambos muy bien establecidos en la literatura del tema. Sin embargo, el
contexto siempre indica cudl estamos considerando al hablar de los dos
lados de un dngulo, que son rayos, o de los dos lados de una recta, que
son semiplanos.)

ay 5
b2 ay

Figura 12.4a
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Sefialdibamos en § 12.2 que un punto cualquiera O de una recta @ la
descompone en dos rayos, que podemos llamar a; y a;. Cualquier otra
recta b que pase por O queda descompuesta de la misma manera en los
dos rayos by y by, y cada uno de ellos pertenece a uno de los semiplanos
que determina @. Cada uno de estos rayos descompone el semiplano que lo
contiene en dos regiones angulares. Y asi, dos rectas intersecantes
cualquiera, @ y b, descomponen entre ambas su plano en cuatro regiones
angulares, que acotan los dngulos

arby, bias, asbs, boay,

como podemos observar en la figura 12.4a. Los rayos opuestos, a; y s
separan los rayos by y by; y separan de la misma manera a todos los
rayos que estdn dentro de cualquiera de los dngulos a,b,, b,a, de todos
los rayos que estin dentro de cualquiera de los dngulos @2b,, baa.
Decimos también que los rayos @, y b, separan todos los rayos que estdn
entre ellos de a,, by, y de todos los rayos que estin dentro de b, a,,
axbsy, 0 bya.

Como consecuencia de la definicion de la recta, tenemos que dos puntos
distintos A y B descomponen su recta en tres partes: el segmento AB y los
dos rayos A/B, B/A. Parecidamente, tenemos que dos rectas no intersecantes
(pero coplanares) @ y b descomponen su plano en tres regiones. Una de estas
regiones queda entre las otras dos, en el sentido de que contiene el segmento
AB para todo A en a y B en b. Se dice que otra recta ¢ estd entre a y b si
encuentra este segmento AB sin encontrar ni a ni b, y escribimos de manera
natural [ach].

12401 Si ABC y A'B'C' son dos ternas de puntos colineales, tales que
las tres rectas AA', BB', CC' no tienen punto de interseccion, v si [ACB],
entonces [A'C'B'].

La consideracion andloga de una region angular nos hace advertir que

12,402 Si ABC y A'B'C' son dos ternas de puntos colineales en rectas
distintas, tales que las tres rectas AA', BB', CC', tienen un punto comim O
que no estd entre Ay A', ni tampoco entre B y B' 0 Cy C', y si [ACB],
entonces [A'C'B'].

Necesitaremos uno o mds axiomas para determinar el nimero de dimen-
siones. Si nos limitamos a trabajar en dos dimensiones, diremos

AXIOMA 12.41 Todos los puntos estdn en un plano.

De no ser asi [Forder 1, pig. 60], diremos

AXIOMA 1242 Si ABC es un plano, hay un punto D que no pertenece
al mismo plano.

En seguida definimos el tetraedro ABCD, compuesto por los cuatro puntos
no coplanares A4, B, C, D que se llaman vértices. los seis segmentos de
union AD, BD, CD, BC, CA, AB, que se llaman aristas, y las cuatro
regiones triangulares BCD, CDA, DAB, ABC, que se llaman caras. El
espacio (o ‘“‘espacio 3") ABCD es el conjunto de todos los puntos que
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son colineales con pares de puntos de una o dos caras del tetraedro
ABCD.

Ahora podemos deducir las propiedades conocidas de la incidencia de
rectas y planos [Forder I, pdgs. 61-65]. En particular, tenemos que cuatro
puntos no coplanares cualquiera de un espacio lo determinan, y la recta que
une dos puntos cualquiera del espacio estd por completo en el espacio. Si Q
estd en el espacio ABCD y P esta en una de las caras del tetraedro ABCD,
tenemos que PO vuelve a encontrar el tetraedro en un punto que no es P.

Si nos limitamos a trabajar en tres dimensiones, diremos

AXIOMA 1243 Todos los puntos estin en el mismo espacio.

Figura 12.4b

En consecuencia:

TEOREMA 12431 Dos planos que se encuentran en un punto se
vuelven a encontrar en otro, y asi, en una recta.

Demostracion. Sea P el punto comin y a uno de los planos. Témense A,
B, C en a de manera que P quede dentro del tridngulo ABC. Sea DPQ un
tridngulo en el otro plano f (figura 12.4b). Si D o Q estin en a, entonces & y
B tienen dos puntos en comin. De no ser asi, PQ encuentra el tetraedro
ABCD en un punto R distinto de P; y DR, en B, encuentra el tridngulo 4BC
en un punto comiin a a y f.

Si, por otra parte, queremos incrementar el nimero de dimensiones,
reemplazamos 12.43 por

AXIOMA 1244 Si AgA,A,A;5 es un espacio 3, hay un punto As que
no estd en este espacio 3.

En seguida definimos el simplejo ApA,A,A43A4 que tiene 5 vértices Aj,
10 aristas A;4; (i <j), 10 caras AidjAk (I<]j<k),y 5 celdas AjAjArA; (que
son regiones tetraedrales). El espacio 4 AgA,4,A43A,4 es el conjunto de los
puntos que son colineales con respecto a pares de puntos que estin en una o
dos celdas del simplejo.

La extension posible a #n dimensiones (por medio de la induccién
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matemdtica) se aclara ahora. El espacio n A4, . .. Ay se descompone en
dos regiones convexas (semiespacios) por medio de un subespacio de (n — 1)
dimensiones, como AgA; ... A4, ,, que se llama hiperplano (o “primo”. o
“plano (n —1)").

EJERCICIOS

1. 5 puntos coplanares cualquiera, de los que 3 no son colineales, incluyen a 4 que
forman un cuadringulo convexo.

2. Un rayo OC dentro de [ AOB descompone la regién angular en dos regiones
angulares, acotadas por los dngulos 40C y COB. [Veblen 1, pag. 24.]

3. Si se encuentran m rectas coplanares distintas en un punto O, descomponen su
plano en 2m regiones angulares [Veblen 1, pig. 26].

4. Si ABC es un tridngulo, las tres rectas BC, CA, AB descomponen su plano en
siete regiones convexas, de las que una sola es triangular.

5. Si se colocan m rectas coplanares de manera que cada 2 de cllas pero no 3
tengan un punto en comin, descomponen su plano en un nimero determinado de
regiones convexas. Sea este nimero f(2, m). Entonces

J@m) =fQ2,m—1) +m.

Pero /(2,0) = 1. Porlo tanto f(2, 1) =2, /(2,2) = 4, A2, 3) =7, y i, m) = | +m + (’;’)

6. Si se colocan m planos en un espacio 3 de manera que cada 3 de ellos pero no 4

descompongan su espacio en un nimero (al que Hamaremos) fi3, m) de regiones
convexas, Entonces

SG.m) =fG,m— 1)+ f@,m— 1)
Pero f(3, 0)=1. Por lo tanto, 3, V=2, fi3, 2)=4, f3, 3)=8, fi3, 4 =15,
y fGom) =1+ (T) + (';’) i (’;") [Steiner 1, pig. 87.]
7. Obténgase el resultado andlogo con respecto a m hiperplanos en un espacio n.

12.5 CONTINUIDAD

Nada si no es la geometria proporcionard un cordén que nos
guie por el laberinto de la composicién del continuo . ..y

nadie alcanzard a poseer una metafisica verdaderamente sélida
si no ha pasado por ese laberinto.

G. W. Leibniz (1646—1716)
|Russell 2, pigs. 108— 109]

Entre dos nimeros racionales (§ 9.1) cualesquiera hay otro nimero
racional, y por lo tanto una infinidad de nimeros racionales; pero esto no
significa que todo nimero real (§ 9.2) es racional.De la misma manera, entre
dos puntos (12.271) cualquiera hay otro punto, y por lo tanto una infinidad
de puntos; pero esto no quiere decir que los axiomas de § 12.2 nos sirvan
para afirmar que la recta es “continua”. De hecho, la continuidad requiere
de, por lo menos, un axioma mds. Hay dos actitudes muy reconocidas frente
a este sutil tema. Una de ellas, que se debe a Cantor y Weierstrass, define una
sucesion monotona de puntos, con un axioma que afirma que foda sucesion
monotona acotada tiene un limite [Coxeter 2, Axioma 10.11 ]. La otra, que
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se debe a Dedekind, obtiene un punto general de una recta como el origen
comin de dos rayos opuestos [Coxeter 3, pdg. 162]. Su contrapartida
aritmética se ejemplifica al describir v/2 como el “corte” entre los nimeros
racionales cuyos cuadrados son menores que 2 y los nimeros racionales
cuyos cuadrados son mayores que 2. El axioma de Dedekind, aunque de
apariencia formidable, es el de mds sencilla aplicacion; de manera que lo
emplearemos aqui:

AXIOMA 12.51 Para cada division de todos los puntos de una recta en
dos conjuntos no vacios, tal que ningun punto de uno queda entre dos del
otro, hay un punto de uno de los conjuntos que estd entre todo punto de ese
conjunto y todo punto del otro.

Se advierte de inmediato que este axioma implica varias versiones modi-
ficadas de la misma afirmacion. En lugar de “los puntos de una recta”
podriamos hablar de “los puntos de un rayo” o de “los puntos de un
segmento™, o de “los puntos de un intervalo”. (En este tltimo caso, por
ejemplo, el resto de la recta esti compuesto por dos rayos que se pueden
agregar a los dos conjuntos de manera obvia.) Otra version [Forder 1, pig.
299] es:

TEOREMA 12.52 Para cada division de todos los ravos dentro de un
angulo en dos conjuntos no vacios, tal que ningin rayo de uno queda entre
dos rayos del otro, hay un rayo de uno de los conjuntos que queda entre
todo rayo de ese conjunto y todo rayo del otro conjunto.

Para demostrar esto en relacién con un dngulo £ AOB, consideramos la
seccion de todos los rayos por medio de la recta AB, y aplicamos la version
“para segmentos” de 12.51 al segmento AB.

12.6 PARALELISMO

Durante las ultimas semanas he comenzado a escribir mis
propias Meditaciones, que en algunas partes ya tienen casi 40
afios de existencia. Como nunca las habia escrito, he tenido
que repasar mentalmente tres o cuatro veces el asunto desde
el principio.

C. F. Gauss (1777-1855)
(Carta a H. K. Schumacher, 17 de mayo de 1831, segin la
version inglesa de Bonola [1, pag. 67))

La idea de definir dos rayos paralelos a una recta (en sentidos opuestos)
que pasan por el mismo punto, fue desarrollada de manera independiente por
Gauss, Bolyai y Lobachevsky. El tratamiento que le daremos aqui se parece
sobre todo al punto de vista de Gauss.

TEOREMA 12.61 Para un punto cualquiera A y una recta cualquiera r
qQue no pase por A, hay precisamente dos rayos que parten de A, en el plano
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Ar, que no encuentran a r y que separan todos los rayos que parten de A y
encuentran a r de todos los demas rayos que no lo hacen.

Figura 12.6a

Demostracion. Tomemos dos puntos cualquiera distintos By Cenr, y
apliquemos 12.52 al dngulo que estd entre los rayos AC y A/B (que seiala la
figura 12.6a). Consideramos la division de todos los rayos dentro de este
dngulo en dos conjuntos, segiin encuentren o no el rayo C/B. Es claro que los
conjuntos no son el vacio, y que ningin rayo de uno queda entre dos rayos
del otro. Concluimos que uno de los conjuntos contiene un rayo especial p;
que estd entre todo rayo de ese conjunto (que no sea ¢l mismo) y todo rayo
del otro conjunto.

De hecho, p, pertenece al segundo conjunto. Pues tenemos que si
encontrara C/B digamos, en D, tendriamos [BCD]. Por el axioma 12.22
podriamos tomar un punto £ tal que [CDE], con la conlusién absurda de que
AE pertenece a ambos conjuntos: al primero porque E esti en C/B, y -l
segundo porque AD estd entre AC y AE.

Asi, hemos encontrado un rayo p, dentro del dngulo que escogimos que
es el “primer” rayo que no encuentra al rayo C/B; esto quiere decir que todo
Tayo entre AC y p, encuentra C/B. Al intercambiar los papeles de B y C,
obtenemos otro rayo especial q1, en el otro lado de AB, que se puede
describir (conforme a una rotacién en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj) como el “4ltimo™ rayo que no encuentra B/C. Como la recta r
consiste de los dos rayos B/C, C/B ademis del intervalo BC, hemos
encontrado dos rayos p,, q; que separan todos los rayos que parten de 4 y
encuentran a r de los demas rayos que no la encuentran (y parten de A).
[Forder 1, pdg. 300.] ;

Estos rayos especiales que parten de 4 son, segun se dice, paralelos a la
recta r en los dos sentidos: p; es paralelo a C/B,y q, es paralelo a BJC. (Se
dice que dos rayos tienen el mismo sentido si quedan en el mismo lado de la
recta que une sus puntos iniciales.)

Con el objeto de completar el tema, definiremos los rayos paralelos a r
que parten de un punto 4 que esti en la misma r como los dos rayos
en los que A descompone a r. La diferencia entre la geometria afin y la
hiperbdlica depende de la cuestion de que, al tomar otras posiciones de
A, los dos rayos p;, q; sigan siendo las dos mitades de una recta.
Cuando lo son, la recta descompone el plano en dos semiplanos, uno de
los que contiene por completo a la recta . Cuando no lo son, las rectas
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Py q (que contienen 2 los rayos) descomponen el plano en las cuatro re-
giones angulares.

Pigy,. GiP2, P2q2,  42pP1.

En este caso, por 12.61, r queda por completo en la region p,q,.

COROLARIO 1262 Para un punto cualquiera A y una recta cual-
quiera r, que no pase por A, hay por lo menos una recta que pasa por
A, en el plano Ar, que no encuentra a r.

I
i
I
!
1
I
|
I
1
1

B

Figura 12.6b Figura 12.6¢

Otra propiedad familiar del paralelismo es la “‘transmisibilidad™:

TEOREMA 12.63 El paralelismo de un ravo y una recta se mantiene al
alterar el punto de partida del rayo por medio de la substraccion o la adicion
de un segmento.

Demostracion [Gauss 1, vol. 8, pig. 203]. Sea p, un rayo que parte de A
y es paralelo a una recta r que pasa por B, y sea A’ un punto cualquiera de
este rayo (figura 12.6b) o del rayo opueslo p» (figura 12.6¢). El rayo
modificado p';, que parte de A', es A'/A4 o A'A, respectivamente; es obvio
que no encuentra a r. Lo que nos queda por demostrar es que todo rayo que
parta de A', dentro del dngulo entre A'B y p’, encuentra efectivamente a r.
Sea D un punto cualquiera de ese rayo (figura 12.6b) o del rayo opuesto
(figura 12.6¢). Puesto que p; (que parte de A) es paralelo a r, la recta AD
(que contiene un rayo dentro del dngulo entre AB y p;) encuentra a r,
digamos, en C. La recta A'B, que separa A de D, encuentra el segmento AD
en, digamos, E. Al aplicar el axioma 12.27 al triangulo CBE en el que [BEA']
y [EDC] (figura 12.6b) o al lnangulo BCE donde [CED] y [EA B] (figura

12.6¢), tenemos que la recta 4 'D encuentra BC. Asi p 1 es paralelo a r.

Esta propiedad de transmisibilidad nos permite decir que la recta
p=AA" es paralela a la recta r = BC, siempre y cuando recordemos que
esta propiedad se asocia con un “sentido” definido a lo largo de cada recta.

Busemann [1, pdg. 139 (23.5)] ha demostrado que no es posible, en el
marco de referencia de la geometria ordenada bidimensional, establecer la
“simetria” del paralelismo: que si p es paralela a r entonces r es paralela a p.
Para este paso importante necesitamos o bien del axioma 12.42 [ como se
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emplea en Coxeter 3, pags. 165-177] o bien del axioma afin del paralelismo
(13.11) o de los axiomas absolutos de congruencia (§ 15.1).

TEOREMA 1264 Si se tiene que dos rectas son ambas paralelas @ una
tercera en el mismo sentido, hay una recta que las encuentra a las tres.

Demostracion. Tenemos que demostrar que si las rectas Py s son ambas
paralelas a r en el mismo sentido, entonces las tres rectas p, r, s tienen una
transversal. Esto es obvio en la geometria afin, de modo que supondremos
que la geometria es hiperbolica. De las dos rectas que son paralelas a r y
pasan por un punto A en p, una es p misma. Sea q la otra, y consideremos la
region angular p,q,, en la que estd r, de manera que los rayos P1 ¥y q; (que
parten de A4) serdn paralelos a r en sentidos opuestos y s serd paralela a 7 en
el mismo sentido de Pi- Sean B y D puntos arbitrarios en r y s,
respectivamente,

Si D estd en la region P14, la recta AD es una transversal. Si D est4 en la
region pyqa, BD es transversal. Si D estd en p,q,, tanto AD como BD son
transversales. Y, por tltimo, si D estd en P2q;, AB es transversal,

La geometria hiperbélica estudiada en los capitulos 15, 16 y 20.

EJERCICIOS

L. Si p es paralela a 5 v tenemos que [prs], entonces, p es paralela a r. (Véase Ia
figura 15.2¢ y témese s en lugar de g.)
Considérense todos los puntos que quedan estrictamente dentro de una circun-

12.21-12.27, 1241 y 12,51 s cumplen. Localicense los dos Tayos que pasan por un
punto dado y son paralelos a una recta dada. Adviértase que forman un dngulo (como
en la figura 16.20),
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Geometria afin

Las tres primeras secciones de este capitulo contienen un desarrollo
sistemdtico de los fundamentos de la geometria afin. Veremos, en particular,
la manera de medir la longitud a lo largo de una recta, aunque se necesitan
unidades independientes para las rectas que estdn en direcciones diversas. Fn
§§ 13.4-7 investigaremos temas como el drea, las transformaciones afines,
las celosias, los vectores, las coordenadas baricéntricas y los teoremas de Ceva
y Menelao. Por iltimo, en § 13.8 y § 13.9, extenderemos estas ideas de dos
a tres dimensiones.

Segin Blaschke [1, pdg. 31; 2, pdg. 12], fue Euler el que acufi6 la palabra
“afin™ (affin en alemdn). Pero no fue hasta que Klein lanzd su programa
Erlangen (véase el capitulo 5) que se reconocié esta geometria como una
disciplina independiente. Tal vez muchas proposiciones ya sean conocidas: de
hecho, la mayor parte de los lectores descubririn que han trabajado a
menudo en el plano afin sin saber que podia ser designado de esta manera.

Nuestro tratamiento es un poco mds geométrico y menos algebraico que el
de la Geometric Algebra de Artin [Artin 1: véanse sobre todo las pigs. 58,
63, 71]. Sefialemos de paso que nuestro axioma 13.12 (que él llama DP)
implica el teorema 13.122 (su D,): presumiblemente. esto significa que su
axioma 4b implica a 4a.

13.1 EL AXIOMA DEL PARALELISMO Y EL AXIOMA
“DE DESARGUES”

El lenguaje matemdtico es dificil pero imperecedero. No creo
que ningun erudito griego de hoy entienda los tonos idiomd-
ticos de los Didglogos de Platén o los chistes de Aristofanes de
manera tan completa como el matemitico entiende cada
matiz de significado de las obras de Arquimedes.

M. H. A. Newman
(Mathematical Gazette 43, 1959, pig. 167)

225
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En nuestro tratamiento axiomitico, consideraremos el plano real afin
como un caso especial del plano ordenado. De acuerdo con esto, los
conceptos primitivos son &l punto v la mediacion, que satisfacen los axiomas
12.21-12.27, 1241 y 1251, La geometria afin se deriva a partir de la
geometria ordenada al afladir los dos axiomas adicionales que se citan a
continuacion:

AXIOMA 13.11 Para un punto cualquiera A y una recta cualquiera r no
hay mds de una recta que pasa por A, en el plano Ar, que no encuentra a r

AXIOMA 1312 Si 4 A4’ B B C. C. O son siete puntos distintos tales
que AA', BB', CC' son tres rectas diferentes que pasan por O, y si la recta
AB es paralela @ A'B’, y BC es paralela a B'C’, entonces también CA es
paralela a CA’.

El axioma afin del paralelismo (13.11) se combina con 12.62 para
decimos que para cualquier punto 4 y cualquier recta » hay exactamente una
recta que pasa por A4, en el plano Ar, ¥ no encuentra a r. En consecuencia,
los dos rayos que parten de 4 y son paralelos a r son siempre colineales, y
tenemos de aqui que dos rectas cualesquiera del plano que no se encuentran
son paralelas, y el paralelismo es una relacion de equivalencia. Este Gltimo
resultado abarca tres propiedades:

El paralelismo es reflexivo. (Toda recta es paralela a si misma.)

El paralelismo es simétrico. (Si p es paralela a r, entonces r es paralela a
r.)

El paralelismo es transitivo. (Si Py q son paralelas a r, entonces p es
_ paralela a q. Euclides 1.30.)

De la manera caracteristica de las relaciones de equivalencia, toda recta
pertenece a un haz de paralelas cuyos miembros son paralelos entre si,

Figura 13.1b

El axioma 13.12 (véase la figura 13.1a) probablemente resulte familiar
para la mayor parte de los lectores, ya sea como un corolario de
Euclides VI.2 como una formulacién afin del teorema de Desargues.
Veremos que implica

TEOREMA 13.121 Si ABC y A'B'C' son dos tridngulos de vértices
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diferentes, colocados de manera que la recta BC es paralela a B'C, CA es
paralela a C'A’ y AB también lo es a A'B', entonces las tres rectas son o bien
concurrentes o bien paralelas.

Demostracion.  Si las tres rectas AA', BB', CC' no son todas paralelas,
dos de ellas se encuentran. Como la notacién es simétrica, podemos suponer
que las que se cortan son A4 y BB', que se encuentran en O, como tenemos
en la figura 13.1b. Sea C, el punto en el que OC encuentra a B'C'. Por el
axioma 13.12, que aplicamos a AA4', BB', CC,, la recta AC es paralela a
A'C,, tanto como a A'C’. Por el axioma 13.1 1, C) estd en A'C’, asi como en
B'C’'. Como A'B'C’ es un triangulo, C, coincide con C'. Asi, si 4A4’, BB'. cC’
no son paralelas, serin concurrentes [Forder 1, pag. 158].

A grandes rasgos, el axioma 13.12 es el reciproco de la mitad del teorema
13.121. El reciproco de la otra mitad es

TEOREMA 13.122 Si A, A', B, B, C, C' con seis puntos distintos en
tres rectas paralelas AA', BB', CC', colocados de manera que la recta AB es
paralela a A'B' y BC a B'C', entonces también CA seri paralela a C'A’,

Demostracion.  Por A’ tricese la paralela 4'C, a AC, que encontrard a
B'C' en C,, como se tiene en Ila figura 13.1c. Al aplicar 13.121 a los
tridngulos ABC y A'B'C,, puesto que AA' y BB' son paralelas, CC, es
paralela a ambas y, por lo tanto, también a CC’. Por lo tanto, C; estd en CC'
ademds de estar en B'C". Puesto que las paralelas BB’ y CC' son distintas, B'
no puede estar en CC'. Por lo tanto, C, coincide con C' y 4'C’ es paralela a
AC.

Figura 13.1c

EJERCICIOS

l. Si una recta del plano de dos paralelas encuentra a una de ellas también
encontrard a la otra,

2. ;Podemos decir siempre, acerca de tres rectas paralelas diferentes, que una estd
entre las otras dos?
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13.2 DILATACIONES

Las dilataciones . . . son mapeos uno-a-uno del plano en si
mismo gue llevan todos los puntos de una recta a puntos de
una recta paralela a ella.

E. Artin [1, pdg. 51]

Cuatro puntos no colineales A, B, C, D forman un paralelogramo ABCD si
la recta AB es paralela a DC, y BC lo es a AD. Sus vértices son los cuatro
puntos; sus lados, los cuatro segmentos AB, BC, CD, DA, y sus diagonales
son los segmentos AC, BD. Puesto que B y D estin en lados opuestos de AC,
las diagonales se encuentran (se cortan) en un punto que se llama centro
[Forder 1, pdg. 140].

Como lo hicimos en § 5.1, definimos la dilatacién al caracterizarla como
una transformacién que transforma toda recta en su paralela. Pero hemos de
examinar mds cuidadosamente el importante teorema 5.12, que dice que dos
segmentos dados, AB y A'B’, en rectas paralelas, determinan una unica
dilatacion AB - A'B’.

Figura 13.2a

Podemos encontrar para un punto cualquiera P, que no esté en 4B, un
punto correspondiente P’ al trazar la paralela A'P’ a AP, y la paralela B'P' a
BP, como se ha hecho en la figura 13.24. Por 13.121, las tres rectas AA',
BB', CC, son o bien concurrentes, o bien paralelas. Y lo mismo sucede con
AA'. BB' PP

Si las dos paralelas AB y A'B' no coinciden, las cuatro rectas A4’, BB',

, PP’ serdn o bien concurrentes, o bien paralelas. Entonces, por 13.12 ¢
por 13.122 (respectivamente), CP y CP' son paralelas, de modo que
advertimos que la transformacién es evidentemente una dilatacién. Si las
rectas AB y A'B' coinciden, llegaremos a la misma conclusién al considerar la
transformacion como AC - A'C’ en lugar de AB > A'B'.

Vemos asi que una dilatacion dada puede quedar especificada por su
efecto en un segmento cualquiera. La inversa de la dilatacién AB +A'B' es la
dilatacion A'B"—>AB. El producto de dos dilataciones, AB—A'B'
A'B'>A"B" es la dilatacion AB ~A"B". En particular, tenemos que el
producto de una dilatacién con su inversa es la identidad AB - AB. Asi
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tenemos que al reunir todas las dilataciones se forma un grupo (con-
tinuo).

El argumento que empleamos al demostrar 5.13 sediala que, con
respecto a una dilatacion dada, las rectas PP’ que unen pares de puntos
correspondientes son rectas invariantes. El estudio de 5.12 indica que todas
estas rectas son o bien concurrentes, o bien paralelas.

Si las rectas PP’ son concurrentes, su interseccion O es un punto
invariante, y tenemos una dilatacion central

OA — 0OA'

(donde A’ estd en la recta OA). El punto invariante O es tnico: pues si O y
O, fueran dos de esos puntos, la dilatacion seria 00, -00,, que es la
identidad.

Figura 13.2b

Si, por otra parte, las rectas PP’ son paralelas, no hay punto invariante, y
tenemos una traslacion AB - A'B', donde no solamente es AB paralela a
A'B', sino también AA' es puralela a BB'. Cuando estas dos paralelas son
distintas, A4'B'B es un paralelogramo. Cuando no lo son, nos podemos valer
de paralelogramos auxiliares, como son AA'C'C y C'CBB' (0 AA'D'D y
D'DBB'), como se ve en la figura 13.2b. Con dos aplicaciones de 13.122
basta para demostrar que dados 4, B, A', tenemos que B' es independiente
de la eleccion que se haga de C (o D). En consecuencia,

13.21 Dos puntos cualesquiera A y A' determinan una traslacion iinica
A-A4"

Incluiremos, naturalmente, la identidad 4 -4 como un caso degenerado.
Por lo tanto, una dilatacién que no sea la identidad seri una traslacion si y
sOlo si carece de punto invariante. Incluso tenemos que una traslacion dada
se especifica por medio de su efecto en un punto cualquiera que se
determine; de hecho, la traslacion 4 - 4" es igual a BB’ si AA'B'B es un
paralelogramo, o si para un paralelogramo cualquiera A4'C'C que se basa en
AA' hay otro paralelogramo C'CBB'.

A continuacién demostraremos que las dilataciones son “transformaciones
ordenadas™:

13.22  La dilatacion AB —A'B’ transforma a todo punto entre A y B en
un punto entre A' y B',
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Demostracion.  Si las rectas AB y A'B' son diferentes, el hecho de que
[ACB] implica a [4'C'B] es inmediato al considerar 12.401 (en el caso de
una traslacion) 6 12.402 (en el caso de una dilatacién central). Para obtener
| el resultado andlogo con respecto a dos ternas correspondientes en una recta
invariante CC’, trazamos seis paralelas por los seis puntos, como se hizo en la
figura 13.2¢, y nos servimos de que [ach] implica [a'c'b’].

Para demostrar el teorema 3.21, que dice que e/ producto de dos
traslaciones es una traslacion, podemos argumentar de la siguiente manera:
puesto que las traslaciones son dilataciones, su producto ha de ser desde
luego una dilatacién. De no ser una traslacion, tiene un punto invariante
unico O. Si la primera de las dos traslaciones dadas lleva O a O', la sepunda
debe devolver O a 0. Pero la traslacion 0" > O es la inversa de O - 0. Asi,
! el unico caso en el que el producto de dos traslaciones tiene un punto
| invariante ocurre cuando las traslaciones son inversas mutuamente. (A partir

de nuestra convencion, el producto no deja de ser una traslacién.) De aqui,

13.23  El producto de dos traslaciones A - B y B=C es la traslacion
A-C,

Figura 13.2¢

Para demostrar que este producto es conmutativo (como teniamos en
| 3.23), empezaremos por tomar en cuenta el caso ficil en el que las dos
traslaciones se encuentran a lo largo de rectas no paralelas. Al completar el
paralelogramo ABCD advertiremos que las traslaciones A4 — B y B->C son
iguales a D> C y A - D, respectivamente. Asi, su producto en cualquier
orden serd la traslacion 4 - C;

| (A—)B)(B—)C):(A—)D)(D—)C)

Para tratar el caso del producto de dos traslaciones T y X a lo largo de la
misma recta, sea Y una traslacion cualquiera a lo largo de otra recta que no
sea paralela a la anterior, de manera que X se puede conmutar con Y y con
TY. Entonces

TXY = TYX = XTY
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y. por lo tanto, TX = XT
[cf. Veblen y Young 2, pdg. 76].

Vemos, como caso especial de 5.12, que dos puntos distintos cualquiera,
A y B, se intercambian por una dilatacion tGnica AB —BA, o. si nos
expresamos mas concisamente,

A« B,

que denominamos semnigiro. (Por supuesto, A « B es lo mismo que B « A4.) Si
C es un punto cualquiera que no estd en la recta AB, el semigiro transforma
a C en el punto D en el que la recta que pasa por B y es paralela a AC
encuentra a la recta que pasa por A y es paralela a BC (figura 13.2d). Por lo
tanto, ABCD es un paralelogramo, y podemos expresar el mismo semigiro
como C«D. Las rectas invariantes AB y CD, que son las diagonales del
paralelogramo, se intersectan en un punto O, que es el punto invariante del
semigiro. En consecuencia, un segmento cualquiera AB tiene un punto medio,
que se puede definir como el punto invariante del semigiro 4 B, y asf
hemos demostrado que el centro de un paralelogramo es el punto medio de
cada diagonal, es decir, que las dos diagonales se “bisecan” mutuamente. Si
queremos ver la manera en la que un semigiro transforma un punto arbitrario
de AB, no tenemos sino que unir este punto con C (o con D)y entonces
trazar una paralela por D (o por C).

Al considerar su efecto en un punto arbitrario cualquiera B, podemos
expresar dos semigiros cualquiera como 4 < B y B « C. Si su producto tiene
un punto invariante O, cada uno de ellos ha de ser susceptible de expresarse
en la forma O «O', es decir, han de coincidir. En todos los demds casos, no
existe el punto invariante. En consecuencia,

13.24 El producto de dos semigiros A« B y B+ C es la traslacion
A-C

Figura 13.2d

Hemos visto (figura 13.2d) que si ABCD es un paralelogramo, el
semigiro A ~»B es lo mismo que C+=D, y que la traslacion 4 =D es lo
mismo que C->B. Esta relacion entre los semigiros y las traslaciones
sigue siendo vilida cuando el paralelogramo se deshace para formar un
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232 geometria afin

arreglo simétrico de cuatro puntos colineales, como se tiene en la figura
13.2e:

e

O O
A 3 D B
Figura 13.2e

13.25 Los semigiros A<B y C<D son iguales si y solo si las
traslaciones A =D y C — B son iguales.

De hecho, la relacion (4 ~ B) = (C < D) implica
(4 — D)= (A < B)(B < D)
= (Ceo D)D < B) = (C— B)
y, al revés la relacion (4 - D) = (C - B) implica

(4 B) = (A - D)(D < B)
=(C—> B)(B< D) =(Ce D).

En el caso especial en el que C y D coinciden, los llamamos C y
deducimos que es el punto medio de AB si y solo si las traslaciones
A-C'y C'>B son iguales. Aqui interviene la existencia de los paralelo-
gramos AC'A'B' y A'B'C'B, como se puede ver en la figura 13.2f. Al
completar el paralelogramo B'C’A'C obtenemos un tridngulo ABC en el que
los puntos medios de sus lados son A’, B', C’. En consecuencia

13.26 La recta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo
es paralela al tercer lado, y la recta que pasa por el punto medio de uno de
los lados y es paralela a otro lado, también pasa por el punto medio del
tercero.

Figura 13.2f

Se dice que dos figuras son homotéticas si las relaciona una dilatacion,
congruentes si las relaciona una traslacion o un semigiro. En particular, un
segmento dirigido AB es congruente con su segmento “opuesto” BA por
medio del semigiro A < B. Asi, en la figura 13.2f, los cuatro tridngulos
pequefios

AC'B’, C'BA’, B'A'C, A'B'C
son todos congruentes, y cada uno de ellos es homotético con respecto al
tridngulo mayor, ABC.
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EJERCICIOS

1. Las ccuaciones como las que se usaron para demostrar 13.25 se escriben con
facilidad si recordamos que en cada una de ellas interviene un nimero par de flechas de
dos puntas (que indican semigiros), Expliquese esta regla. 5

2. Las traslaciones 4 »C y D —B son iguales si las traslaciones A =D y C—8
también lo son. (Esto es obvio cuando ADBC es un paralelogramo, pero resulta notable
cuando todos los puntos son colineales.)

3. Si hacemos A =C en la ecuacion

(A B)B - C) = (40,

dediizcase que un punto dado cualquiera C es el punto invariante de un semigiro
(C<B)B~—C) que se puede escribir, al extender de manera natural el simbolismo,
como

Ce C

4. Si las tres diagonales de un exdgono (que no tiene que ser necesariamente
convexo) tienen todas el mismo punto medio, dos lados opuestos cualquiera seran
paralelos (como en la figura 4.1e).

5. Por un punto cualquiera 4, en el lado BC de un triangulo ABC, tricese la
paralela A8 a BA de manera que encuentre a C4 en B4, a continuacién la paralela B,Cy
4@ CB de manera que encuentra a AB en Cy, ¥ en seguida Cy4,, que serd paralela
a AC, de manera que encuentre a BC en Ajz. 8i Ay es el punto medio de BC, Al
coincidird con él. De no ser asi, continese ¢l proceso y tricense las paralelas 4,8, a
BA, B;C3 a CB y €245 a AC. Tendremos que se ha cerrado el camino: 43 coincide

Figura 13.2g

con Ay. (Esto se llama figura de Thomsen. Véase Geometrical Magic, por Nev R. Mind,
Scripta Mathematica, 19 (1953), pigs. 198-200.)

6. Los puntos medios de los cuatro lados de un cuadringulo simple cualquiera son
los vértices de un paralelogramo (figura 13.2g; cf. figura 4.2¢). Este teorema lo
descubrié Pierre Varignon (1654-— 1722). Nos seiiala que las bimedianas, que unen los
puntos medios de los lados opuestos de un cuadringulo se bisecan mutuamente. Asi, el
corolario del teorema de Hielmslev (8§ 3.6) s¢ convierte en un teorema afin cuando
reemplazamos la hipGtesis 3.61 por

AB = BC, A'B' = B'C.

7. Los puntos medios de los seis lados de un cuadringulo completo cualquiera son
los vértices de un exdgono simétrico con respecto a su centro (de simetria central) (de la
clase que consideramos en ¢l ejercicio 4).

13.3 AFINIDADES

“Claro, claro,” dijo el Unicornio, . . . "iQué podemos me-
dir? . .. Somos expertos en la teoria de la medicién, no en la
prdctica.”’

J. L. Synge [2, pag. 51]
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234 geometria afin .

Podemos resumir los resultados de  § 13.2 al afirmar que todas las
traslaciones del plano afin forman un grupo abeliano continuo, que es un
subgrupo de indice 2 del grupo de las traslaciones y los semigiros; y este
ultimo es un subgrupo (de indice infinito) del grupo de las dilataciones
[Veblen y Young 2, pags. 79. 93].

Ademds, el grupo de las traslaciones es un subgrupo normal (o subgrupo
“autoconjugado™)* del grupo de las dilataciones, es decir que si T es una
traslacion mientras S es una dilatacion, entonces S-'TS serd una traslacion
[Artin 1, pdg. 57]. Para demostrar esto, supongamos que fuera posible que la
dilataciéon S-'TS tuviera un punto invariante. Puesto que el punto invariante
se podria haber derivado a partir de un punto conveniente O al aplicar S,
podemos denotarlo por OS. Asi tenemos que S-' TS conserva invariante a OS.
Pero S-'TS transforma a OS en OTS. Por lo tanto, 0TS = 0S. Al aplicar S,
deducimos que OT =0, resultado absurdo, puesto que T no tiene ningin
punto invariante. .

Si Tes A+B y S es AB->ASBS, entonces S'TS es AS - BS. De
acuerdo con esto, es conveniente en ocasiones escribir TS en lugar de S-'TS
[véase, por ejemplo, Coxeter 1, pdg. 39] y afirmar que la dilatacion S
transforma la traslacion T en la traslacion TS. (Puesto que ASBS es paralela a
AB, TS tiene la misma direccion que T.) Dicho de otro modo, una dilatacién
transforma el grupo de las traslaciones en si mismo a la manera de un
automorfismo: si transforma a T en TS y a otra traslacion U en Us,
transformard el producto TU en (TU)S = TSUS y a una potencia cualquiera
de T en la misma potencia de TS.

Es conveniente el empleo de la letra 7' en cursiva para denotar el punto en
el que la traslacion T transforma un punto inicial (u origen) que se escoge de
manera arbitraria, que llamaremos /. Entonces, si una dilatacion central S
tiene a / como punto invariante, no solamente transforma a T en TS sino
también a T en 75,

Y —_— . —— .ew
XEEN xRs sty x b A

Figura 13.3a

Si aplicamos al punto arbitrario / todas las potencias enteras de una tras-
lacion dada X, obtenemos una celosia unidimensional, que consta de una
infinidad de puntos “a espacios iguales” a lo largo de una recta, como en la
figura 13.3a. Podemos considerar a todo punto de estos, X* como derivado
del punto X por medio de una dilatacion /X — /X*(que conserva invariante
el punto /). Empezamos por tomar u como entero; pero como la misma
dilatacion transforma a cada X7 en

(Xeyr = Xen,

* Birkhoff y MacLane 1, pag. 141; Coxeter 1, pig. 42.
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podemos extender consistentemente el significado de X* de manera que u
tome cualquier valor racional al principio, y por tltimo, cualquier valor real.
Dicho de otra manera, podemos interpolar puntos nuevos entre los de la
celosia unidimensional y entonces definir X*, donde p es cualquier nimero
real, como la traslacion 7 — X*. Los detalles se dan a continuacion.

Con respecto a cada nimero racional u=a/b (donde a es un entero v b
un entero positivo) derivamos del punto X un nuevo punto X* por medio de
la dilatacion 7X? — IX9 Una manera conveniente de construir este punto X*
consiste en emplear la celosia de las potencias de una traslacién arbitraria Y a
lo largo de otra recta que pase por el punto inicial /, al trazar una recta por
el punto Y que sea paralela a la recta de union de los puntos ¥? y X4 como
se ha hecho en la figura 13.3b (cf. figura 9.1¢).

Para verificar que el orden de estos puntos X* concuerda con el orden de
los numeros racionales p, tomamos tres de ellos y reducimos sus u a un
comun denominador, con el fin de expresarlos como Xo:/b, Xa:/b  Xa:/b  §j
a; <a; <az. de manera que [X® X% Xa] podemos aplicar 13.22 a la
dilatacién 1X? — IX, con lo que llegaremos a la conclusion de que

[Xai/b Xa/b Xav/b],

Si u es irracional, definimos X* como el punto de separacion de un corte
de Dedekind entre todos los puntos racionales X para los que a/b<py
todos aquellos para los que a/b > u. Con mis precision, si suponemos para el
objeto de nuestra definicion que u es positivo, aplicamos la version para
“rayos” de 12.51 de dos conjuntos de puntos tales que uno esti compuesto
por todos los puntos cuyos exponentes son nimeros racionales y positivos
menores que u y todos los puntos que se encuentran entre pares de éstos,

Yb

Yb

Yb

b

X Xx° x®
Xﬂfb X ﬂfb Xﬂfb

Figura 13.3b

mientras el otro conjunto consta del resto del rayo “positivo™ 1X. (Si u es
negativo, hacemos la misma division del rayo “negativo™ 1/X.) Por ultimo
tenemos que X es, por definicion, la traslacion / - X*,

Ya hemos interpretado el simbola.X% para.todos los. valores reales-de u
(incluso 0 y 1, en los que X =1 y X' = X). Y, al contrario, todo punto de
la recta 1X se puede expresar en la forma X*.
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Esto resulta obvio cuando se aplica a un punto cualquiera del intervalo
que va de X-' a X. Cualquier otro punto 7 cumple o bien [/ X T] o bien [/
X' T). Si tenemos que [/ X T}, la dilatacion /T - 1X transforma a X en un
punto entre / y X, al que Hamaremos X*. La dilatacion inversa I1X* - 1X
transforma a X en X% por lo tanto, T= X1/* Si por otra parte, tenemos
que [/ X' T), empleamos analogamente /T /X-' En los dos casos
llegamos a una expresion de T como potencia de X.

Y asi, a partir del axioma de Dedekind, hemos demostrado el “axioma de
Arquimedes’":

13.31 Con respecto a un punto cualquiera T (que no sea 1) en la recta
de una traslacion X, existe un entero n tal que T queda entre los puntos 1 y
Xn,

El exponente p proporciona la medida de las distancias a lo largo de la

recta /X. De hecho, tenemos que el segmento X"X* (v < p) tiene una .

longitud de g —v en términos del segmento /X, que se toma como unidad:

XX
1X
A lo largo de otra recta /Y (figura 13.3¢) tenemos una unidad inde-

pendiente. Puesto que la dilatacion /X - IX* transforma el punto Y en Y%,
donde la recta X*Y* es paralela a XY, tenemos que

=p—w

I1x* _ IY*
55, T 5

lo que concuerda con Euclides V1.2 (véase § 1.3). Asi, podemos definir las
razones de longitudes en una recta, o en rectas paralelas, y podemos
comparar esas razones en rectas diferentes. Pero la geometria afin carece de
maquinaria para comparar longitudes en direcciones diferentes: no tiene
sentido preguntar si la traslacion Y es mds larga o mds corta que X.

Y.I-l
Y
1 X X#
Figura 13.3¢

La definicion anterior de la longitud del segmento X*X*(v < p)sugiere
la propiedad de permitir que el segmento opuestamente dirigido X*X*
tenga la longitud negativa ¥ —u. Por medio de esta convencién, podemos
escribir u= JX*/1X para los valores tanto negativos como positivos de g,
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y sumar longitudes de segmentos colineales de acuerdo con férmulas
como

AB + BC = AC, BC + C4 + AB = 0,

al margen del orden en que se encuentren sus extremos 4,8, C.

Con el objeto de construir un sistema de coordenadas afines en el plano,
denotemos por (x, ) el punto en el que se transforma el origen / por medio
de la traslacion X*Y¥. Con este sencillo recurso se establece una correspon-
dencia uno-a-uno entre los puntos del plano y los pares ordenados de
nimeros reales. En particular, el punto X* es (x, 0) y YV es (0, p), y el
origen es (0, 0). Cuando x Y » son enteros, los puntos (x, y) forman una
celosia bidimensional, como tenemos en la figura 4.1b. Los puntos restantes
(x, y) se distribuyen entre los puntos de la celosia de la manera obvia.

En las coordenadas afines (como en las cartesianas) una recta tiene una
ecuacion lineal. Las potencias de la traslacion X-? Y@ transforman el origen
en los puntos (— ub, pa) cuyo lugar geométrico es la recta ax + by =0. Las
potencias transforman (x,, y,) en los puntos

(X1 — pb, y1 + pa)

cuyo lugar geométrico es

a(x — x1) + b(y — y;) = 0.

Y asi podemos expresar una recta en cualquiera de las formas estindares
8.11, 8.12, 8.13.

La dilatacion es un caso especial de una afinidad. que es una transforma-
cién (de todo el plano afin en si mismo) que preserva la colinealidad. Asi,
tenemos que una afinidad transforma paralelas en paralelas y conserva las
razones de las distancias a lo largo de rectas paralelas. También preserva la
mediacién (compdrese con 13.22).

13.32  Una afinidad se determina de manera inica a partir de su efecto
en un triagngulo cualquiera,

Pues si tenemos que transforma a un tridngulo /XY en 1'X'Y’. transforma
también el punto (x, y) referido al primer tridngulo en el punto que tiene /as
mismas coordenadas referidas al otro. Aqui /XY y I'XPY' pueden ser dos
tridngulos cualquiera [Veblen y Young 2, pag. 72], y es natural que hablemos
de “la afinidad /XY - I'X'Y"™. En particular, si ABC y ABC' son dos
tridngulos que tienen un lado comin, ABC -»ABC' se llama ruptura o
deformacion segin sea la recta CC' paralela a AB o no lo sea. Hay una clase
de deformacion que tiene la suficiente importancia para recibir un nombre y
un simbolo especiales: la reflexion afin A(CC’) o B(CC’ ), que surge cuando el
punto medio de CC esti en AB. Dicho de otra manera, un tridangulo
cualquiera ACC' determina una reflexién afin A(CC’) cuyo espejo (o “eje™)
es la mediana que pasa por 4 en la direccion de todas las rectas paralelas a
cC’.

En el lenguaje del programa Erlangen (véase la pig. 95), el grupo principal
de la geometria afin es el grupo de todas las afinidades.
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EJERCICIOS

1. La ruptura o deformacién 4BC —=ABC' conservan invariantes todos los puntos de
la recta AB. ;Qué efecto tienen un punto P de posicién general?

2. Toda afinidad de periodo 2 &s o bien un semigiro, o bien una reflexién afin.

3. Si con respecto a una afinidad dada se tiene que todo punto no invariante estd
por lo menos en una rects invariante, entonces la afinidad es o bien una dilatacion, o
bien una ruptura, o bien una 70

4. En términos de coordemadas afines, las afinidades son las “transformaciones
afines™
x'=ax + by + I,

Y =cx+dy +m, ad # be.
5. Describanse las transformaciones

() xX=x+1, Y=y (i) x=axy =ay;
(i) X=x=by.y =y: (iv) X=ax,y =y.

13.33

13.4 EQUIAFINIDADES

Pues él, a escala geométrica,
Tomaba la medida a los jarros de cerveza.*

Samuel Butler (1600—1680)
(Hudibras, 1.1)

Estamos preparados para demostrar que la comparacion de las longitudes
sobre rectas paralelas se puede extender a la comparacion de las dreas en una
posicion cualquiera [cf. Forder 1, pdgs. 259-265: Coxeter 2, pigs.
125-128]. Con el objeto de ser sencillos, nos limitaremos a considerar
regiones poligonales. (Se pueden incluir otras formas por medio de un
proceso adecuado de limites como los que se usan en el cilculo integral.) Es
claro que se puede dividir cualquier regién poligonal en un nimero finito de
tridngulos. ¥ De acuerdo con H. Hadwiger y P. Glur [Elemente der Mathe-
matik, 6 (1951), pags. 97-120], afirmaremos que dos de esas regiones son
equivalentes si se pueden dividir en un nimero finito de piezas que son
congruentes de dos en dos (por medio de traslaciones o semigiros). En
otras palabras, dos regiones poligonales serin equivalentes cuando se
puedan derivar una de otra mediante divisiones y rearreglos. Al super-
poner dos divisiones diferentes, veremos que esta clase de equivalencia,
que obviamente es reflexiva y simétrica, es también transitiva; dos
poligonos equivalentes al mismo poligono son también equivalentes entre
si.

Los paralelogramos OPQR y OP'Q'R de la figura 13.42 son equi-
valentes, pues cada uno de ellos esti compuesto por el trapezoide OP'QR
mds uno de los dos tridngulos congruentes OPP', RQQ'. En algunos de

* For he, by Geometrick scale

Could take the size of Pots of Ale. (T)
T N. J. Lennes, American Journal of Mathematics, 33 (1911), pég. 46.
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0 R
P P Q Q
Figura 13.4a Figura 13.4b

estos casos se necesitan mds de dos piezas, pero acabamos por encontrar
que:

13.41 Dos paralelogramos son equivalentes si tienen un par de lados
opuestos de la misma longitud y en el mismo par de paralelas.

Puesto que se puede dividir un paralelogramo por su diagonal y tener dos
tridngulos que son congruentes mediante un semigiro, tenemos que dos tridn-
gulos (como OPQ y OPQ en la figura 13.4b) son equivalentes cuando
tienen un vértice comin mientras los lados opuestos a dicho vértice son
5egmemos congruentes de una recta. En particular, si los puntos Py,
Py ...,P, estin a espacios iguales en una recta (que no pase por Q), de
manera que los segmentos PoP,, P, P,, .. .sean todos congruentes, como se
ve en la figura 13.4¢, entonces los triangulos OPyP,, OP,P,, .. .son todos
equivalentes, y decimos con naturalidad que el grea de OP,P, es n veces el
irea de OP,P,. Al interpolar nuevos puntos en la misma recta, podemos
extender la idea a todos los valores reales de n, y concluimos que si Q estd
en el lado PQ" de un tridngulo OPQ', como tenemos en la figura 13.4d, la
ceviana OQ divide el drea del tridngulo en la misma razén que el punto Q
divide el lado:

13.42 OF0 2O
OPQ" PO’
Es natural que consideremos esta razon como negativa cuando P estd entre Q

y @', es decir, cuando los dos tridngulos tienen orientaciones opuestas.

Por medio de estas ideas podemos definir el drea de un poligono de
manera que los poligonos equivalentes tengan dreas iguales, y cuando dos
poligonos se agregan para formar un poligono mayor, las dreas se sumen.
Para calcular el drea de un poligono dado en términos de un trigngulo tipo
OAB como unidad de medida, dividimos el poligono en tridngulos y
sumamos las dreas de las piezas, que se calculan de la manera que veremos a
continuacion.

Si aplicamos una traslacién adecuada, un triangulo cualquiera se desplazard
de manera que uno de sus vértices coincida con el vértice O del trigngulo
tipo OAB. Segin esta idea, tomamos un tridngulo OPQ. Sea la recta PQ
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A P’
Figura 13.4¢ Figura 13.4d

tal que corte a OA en P, y a OB en Q', como estd en la figura 13.4d.
Al multiplicar las tres razones
OPQ _PQ OPQ _OP 04Q _0Q
OPQ: . PO’ 040" O0A' OAB ~ OB
obtenemos la razén que buscamos
OPQ _ PQ OP O¢
OAB ™~ P'Q"0OA OB

13.43

Con el objeto de obtener una expresion analitica del drea de un trigngulo
OPQ con respecto a los ejes del vértice O, tomamos las coordenadas de los
puntos

Qe . s e ) e o
como
(0, 0), (1, 0), (0, 1), (x1, ¥1). (x2, y2), (p, 0), (0, g),

respectivamente. Puesto que la ecuacion

Paiag

de la recta PQ es satisfecha por (xy, ¥,) y (x2, ¥;), tenemos

l—ylt’q:l:l—yg/q

X1 P X2
de donde q = M_
X1 — Xo
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Al tomar el producto de

PO B - OF 0Q"  xyy2 — Xahh
PO 04 0BT o
obtenemos
OPQ X1 WM
13.44 —= = - = =il
iR = Ve %)= X2 ya

Y deducimos, como se hizo en § 8.2, que un tridngulo

(X1 y1) (x2. y2) (x3, ¥3),
de posicion general, tiene por drea POR. donde

Xy ¥y 1
POR
13.45 —=— = Rl
OAB X2 Y2 1
X3 V3 |

Puesto que la transformacion lineal homogénea
x' = ax + by, Y = cx + dy
lleva al tridngulo OAB a
(0, O)(a. c)(b, d).
concluimos que la afinidad 13.33 preserva el drea si y solo si
ad — be = 1.

Una afinidad que preserva el drea se llama equiafinidad (o “‘colineacion
equiafin” [Veblen y Young 2, pdgs. 105-113]). El grupo de todas las
equiafinidades, como el de todas las dilataciones, incluye el grupo de todas
las traslaciones y semigiros como subgrupo normal, y ademds constituye un
subgrupo normal del grupo de todas las afinidades. Las equiafinidades pueden
ser de muchas clases. He aqui algunos ejemplos:

La rotacion hiperbolica (o “transformacion de Lorentz” o “dilatacion de
Procusto™)
13.46 el ey (>0, p==1),

en la que x'y' = xy, conserva invariante cada rama de la hipérbola xy = 1. La
rotacion hiperbélica cruzada

13.47 xi=—g=lx; Y= —wy (>0 ps#1)
intercambia las dos ramas. La rotacion parabolica
13.48 X=X =2 - v 1,

en la que x'* —p'=x* —y, conserva invariante la paribola y =x?. La
rotacion eliptica
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13.49 x'=xcosf — ysenf, y' = xsenf + ycos¥d

conserva invariante la elipse x* +y® =1, y es periddica cuando 6 es
conmensurable con 7.

En § 2.8 (pdg. 62) derivamos un poligono regular PyP, P, .. .a partir de
un punto P, (distinto del centro) al aplicar repetidamente la rotacién que
recorre 2m/n. (La rotacion lleva P, a Py, P, a P,, y asi sucesivamente.)
Aunque la medida de dngulos carece de sentido en la geometria afin,
podemos definir un poligono regular desde el punto de vista afin cuyos vértices
Pj se derivan de un punto adecuado P, al aplicar repetidamente una equiafinidad.
Se dice que el poligono es del tipo {n} cuando la equiafinidad es una
rotacion eliptica 1349, donde 6 = 2m/n y n es racional, de manera que P;
tiene las coordenadas afines

(cos j#,sen jf) (6 = 27/n).

En la figura 13.4e podemos ver un pentagrama (n = 5/2) y un pentigono
(n = 5) que son regulares desde el punto de vista afin.

Py 4
% Pzﬁ !
Py Py Py Py Py

Figura 13.4¢ Figura 13.4f

EJERCICIOS

1. Dos tridngulos con un lado comiin (como tenemos a ABC y BCD en la figura
13.2d) tienen la misma drea si y solo si la recta que une los demas vértices es paralela al
lado comiin (es decir, si AD es paralela a BC).

2. Si un pentigono tiene cuatro de sus diagonales paralelas a cuatro de sus lados, la
otra diagonal serd también paralela al otro lado.

3. ;Cuéndo es una dilatacién una equiafinidad?

4. ;Cudndo es una ruptura una equiafinidad?

5. (Cudndo es una deformacion una equiafinidad?

6. El producto de un nimero cualquiera de reflexiones afines es una equiafinidad.

7. Una traslacion, semigiro o ruptura cualesquiera se pueden expresat como
producto de dos reflexiones afines.

8. Si una equiafinidad no es una traslacién ni un semigiro, ni una ruptura, se puede
expresar como PP P; +PP,P3 donde PoP; es paralela a PyP,. (Véase la figura
13.41)

9. Se puede expresar toda equiafinidad como producto de dos reflexiones afines.
(Veblen.)

10. En un poligono regular desde el punto de vista afin PoPyP; . . . , las rectas PPy
PpPj. son paralelas siempre que i +j=h + k.
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11. ;Por qué hablamos de x*+ y2 =1 como elipse ¥y no como circunferencia (un
poco después de 13.49)?

12. ;Qué tridngulos y qué cuadrdngulos son regulares desde el punto de vista afin?

13. Constrilyase, un exdgono regular desde el punto de vista afin.

14. Calciilese la razéon PaP3/Py P, para un poligono regular desde el punto de vista
afin de tipo {n}.

15. ;Qué valores de n hacen a un poligono regular desde el punto de vista afin de
tipo {n} susceptible de ser construido con una regla de paralelas?

13.5 CELOSIAS BIDIMENSIONALES

A Farey le han dedicado veinte renglones en el Dictionary of
National Biography ....Su bidgrafo omite lo unico de su
vida que le ha sobrevivido.

G. H. Hardy
[Hardy y Wright 1, pag. 37]

El tratamiento que dimos a las celosias en § 4.1 (hasta la descripcion de
la figura 4.1d) es puramente afin. De hecho, una celosia es el conjunto de
puntos cuyas coordenadas afines son enteros. Cualquiera de los puntos puede
ser el origen O.

Sea A' un punto cualquiera de la celosia, y sea A el primer punto de la
celosia en el rayo OA’. De acuerdo con Hardy y Wright [1, pdg. 29], decimos
que A es un punto visible, porque no hay ningin punto de la celosia entre O
y A que obstruya la vision de A de un observador colocado en O. En
términos de coordenadas afines, una condicion necesaria y suficiente para que
(x, ») sea visible consiste en que los enteros x y y sean primos entre si, es
decir, que no tengan divisor comin mayor que 1. Los tres puntos visibles

(1L,0), (1, 1) (1

forman con el origen un paralelogramo. A éste se le llama celda unitaria (o
“paralelogramo tipico™) de la celosia, puesto que las traslaciones la trans-
forman en una infinidad de celdas iguales que llenan el plano sin traslaparse y
sin dejar intersticios: es una region fundamental del grupo de las traslaciones.
Y asi nos sirve de unidad conveniente para calcular el drea de una region.

Figura 13.5a

www.elsolucionario.net




244  geometria afin ;

Seglin Steinhaus [2, pdgs. 7677, 260] se debe a Pick el descubrimiento
del teorema siguiente, en 1899:%

13.51 El area de um poligono simple cualquiera cuyos vértices son
puntos de la celosia se determina por medio de la formula

b +c -1,

donde b es el mimero de puntos de la celosia en la cota mientras ¢ es el
ntimero de puntos dentro de ella.

(Por poligono “simple™ entendemos uno tal que sus lados no se cortan.
En la figura 13.5a se puede ver un ejemplo en el que b= 11, c=3.)

Demostracion. Empezamos por observar que la expresion L b +c¢—1 es
aditiva cuando se yuxtaponen dos poligonos. De hecho, dos pc;{fgonos en los
que intervengan respectivamente b, + ¢, y b, +¢, puntos de la celosia,
tendrin un lado comin que ha de contener n (=0) puntos de la celosia
ademds de los dos vértices en los extremos; entonces los valores de b y ¢ para
el poligono combinado son

b=by + by —2n — 2, c=2¢c 4+ ¢2 + n,
de manera que

tb+c—1=0Gbi+ci— 1)+ @Gb2+c2— 1)

En seguida, observemos que la formula es vilida para un paralelogramo
que carezca de puntos de la celosia en sus lados (de manera que b=4y la
expresion se reduce a ¢+ 1). Cuando N paralelogramos de ésos se colocan
juntos, cuatro en cada vértice, para llenar una regién grande, el nimero de
puntos de la celosia que quedan implicados (al margen de un error periferial
despreciable) es N(c + 1), y este nimero ha de ser igual al de celdas unitarias
que se necesitan para llenar la misma region.

Al partir el paralelogramo en dos triangulos congruentes por medio de una
diagonal, vemos que la formula también es vdlida para un tridngulo que
carezca de puntos de la celosia en sus lados. Un tridngulo que tenga puntos
de la celosia en uno de sus lados puede reducirse al caso que hemos descrito al
unir esos puntos con el vértice opuesto, de manera que se divida en
triangulos menores. Este procedimiento tal vez haya de repetirse, pero es
obvio que no habrd que hacerlo mis que un nimero finito de veces. Por
ltimo, como sefialibamos en la pag. 239, un poligono cualquiera puede ser
dividido en tridngulos; entonces, se suman las expresiones de las piezas que
resultan para obtener el resultado que se busca.

En particular, tenemos que un paralelogramo cualquiera en el que b=4 y
¢ =0 tiene por drea 1 y nos puede servir de celda unitaria. Si los vértices de
un paralelogramo asi(en el orden del sentido contrario al de las manecillas
del reloj) son

0,0, (x,5), (x+ xi,y +y1), (x1,31),

* Una extension a tres dimensiones se puede encontrar en J. E. Reeve, On the volume of
lattice polyhedra, Proceedings of the London Mathematical Society (3), 7 (195 7), pags.
378-395.
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vemos, a partir de 13.44, que
13.52 XY1 — PXj.= 1.
En otras palabras, esta es la condicién que deben cumplir los puntos

13.53 0,0, (x,»), (x1,1)

para formar un tridngulo “vacio” de orientacion positiva y de drea de +-que
podria usarse también para generar la celosia, como (0, 0) (1, 0), (0. 1). Asi,
tenemos que una celosia queda completamente determinada, si hacemos caso
omiso de su posicion, por el drea de la celda unitaria que le corresponde. Es
mds, aunque hay una infinidad de puntos visibles en una celosia dada, todos
tienen el mismo papel. (Estas propiedades de la geometria afin contrastan
marcadamente con las de la geometria euclidiana, donde la forma de una
celosia admite variaciones ilimitadas y los puntos visibles de cada celosia
estdn a una infinidad de distancias diferentes.)

R
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(<] - d 4 5
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5
1
Figura 13.5b

George Polya* aplico 13.52 a un lema de la teoria de los nimeros que
tiene utilidad. La serie de Farey F,, de orden u es la sucesion ascendente de
las fracciones de 0 a 1 tales que sus denominadores no exceden 1. Asi,
tenemos que x/y pertenece a £, cuando x y v son primos entre si v i

13.54 0y <xgn.
Por ejemplo, Fs es

t.4.4, 484,43, 4 4.

* Acta Litterarum ac Scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae,
Sectio Scientiarum Mathematicarum, 2 (1925), pdgs. 129-133,
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La propiedad esencial de una sucesion de éstas, a partir de la que se deducen
muchas otras propiedades por medio del dlgebra, es que 13.52 es vilido para
dos fracciones adyacentes cualquiera

T
X X1

Para demostrar esto, representaremos cada término y/x de la sucesién por (x,
»), un punto de una celosia. Por ejemplo, los términos de Fs son los puntos
de la celosia que se han sefalado en la figura 13.5b (donde, por conve-
niencia, se ha tomado el dngulo que forman los ejes como obtuso). Puesto
que las fracciones han de estar reducidas a sus “menores términos”, los
puntos son visibles. Por 13.54, pertenecen al tridngulo (0, 0) (n, 0) (7, n). Un
rayo que parte del origen, que gira en el sentido opuesto al de las manecillas
del reloj, pasa por los puntos representativos en el orden adecuado. Si
tenemos que y/x y y;/x; son términos consecutivos de la sucesion, entonces
(x, ») y (x;, y1) son puntos visibles tales que el tridngulo que los une con el
origen no contiene puntos de la celosia en su interior. En consecuencia, este
tridngulo es la mitad de una celda unitaria, y 13.52 es vilida, como se
afirmaba.

Figura 13.5¢

Otro resultado que pertenece a la geometria afin es

13.55 i los lados BC, CA, AB de un tridngulo ABC se dividen en L, M,
N en las razones correspondientes \: 1, u: 1, v : 1, las cevianas AL, BM, CN
forman un trigngulo cuya drea es

Apr — 1)
Ap + A+ D + p+ DA + v + 1)

veces la de ABC.

Esto fue descubierto por Routh [1, pdg. 82; véase también Dérrie 1, pags.
41-42]. Daremos la demostracion general en § 13.7, pero es interesante
observar que, cuando A=pu =y, de manera que la razén de las dreas es
(A—1)°/(°* —1), el resultado se puede deducir de 13.51. Por ejemplo,
cuando A =p =» =2, de manera que cada lado se triseca [Steinhaus 2, pig.
8], el tridngulo central es un séptimo del total, y esto se ve de inmediato si
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referimos la figura a una celosfa, como se ha hecho en la figura 13.5¢. Puesto
que en el tridgngulo central b =3, ¢ =0 mientras en ABC b=3,¢c=3 la
razén de las dreas es 4/ = 4.

EJERCICIOS

1. Si y/x y ¥y/x; son términos consecutivos de una serie de Farey, x y x; son
primos entre si.
2. Siyo/xo, ¥/x, ¥1/x son tres términos consecutivos de una serie de Farey,

b e I 4
Xop + X1 X‘

(C. Haros, 1802.)

3. Los puntos A, B, C de la figura 13.5¢ pertenecen a una celosia cuya celda
unitaria es la de la celosfa basica. (Un estudio de la teoria euclidiana de celosias
compuestas se encuentra en Coxeter, Corifigurations and maps, Reports of a Mathema-
tical Colloquium (2), 8 (1948), pdgs. 1838, sobre todo las figuras i, v, vii.)

4. Por medio de celosias, demuéstrese 13.55 cuando (@) A=p=v =3, (D) A=p=
=y ==

5. 2Uﬂ:msn: los vértices A, B, C, D de un paralelogramo con los puntos medios de los
lados correspondientes BC, CD, DA. AB, de manera que se forme un paralelogramo mas
pequeiio en el centro. Su drea es la quinta parte de la de ABCD. Se obtiene otro
paralelogramo asi al unir A, B, C, D con los puntos medios de CD, DA, AB, BC. La
parte comin de los dos paralelogramos pequenos es un octdgono con simetria central,
cuya drea es la sexta parte de la de ABCD [Dérrie 1, pdg. 40].

6. En la notacién de 13.55, el drea del triangulo LMN es

Apr + 1
A+ D+ D+ D

veces la de ABC. (Indicacién: Se puede calcular el drea relativa de CLM, etc., por medio
de 13.42)

7. De los cuatro tridngulos ANM, BLN, CML, LMN, ¢l Gltimo no puede tener la
menor area a menos que L, M, N sean los puntos medios de BC, CA, AB. (H.
Debrunner,*)

13.6 VECTORES Y CENTROIDES

Un vector es en realidad lo mismo que una traslacion, aunque
usamos fraseologias diferentes al hablar de vectores y al
hablar de traslaciones. En lugar de decir: la traslacion A 54’

s
que lleva el punto A a A', se dice: el vector AA'.. .. Si se
hace partir el mismo vector de B de manera que su ofro
extremo esté en B', tendremos que la traslacion que lleva A a
A’ también lleva B a B'.

H. Weyl [1, pég. 45]

Como vimos en § 2.5, un grupo es un sistema asociativo que contiene una
identidad y, para cada elemento, un inverso. Los ejemplos aritméticos
consisten en los nimeros racionales positivos, los reales positivos, los numeros

* Elemente der Mathematik, 12 (1957), pag. 43, Aufgabe 260.
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complejos de module 1 ¥ todes los nimeros complejos, con la excepeion de
0, combinados, en cada caso. por la multipi.cacion comin. Estos casos son la
causa de que resulte natural Ia adopcion de una notacion multiplicativa con
respecto a todos los grupos. de manera que la combinacion de Sy T sea ST,
la inversa de S sea S, y la identidad sea 1. Sin embargo, suele ser
conveniente, sobre todo em el caso de los grupos abelianos (es decir,
conmutativos) emplear §2 notacion aditiva, en la que la combinacion de Sy T
serd S+ T, la inversa de S, —S y la identidad, 0. Si buscamos casos
comparables de la misma sencillez en la aritmética con respecto a esta otra
notacion, mo ienemos sino gue considerar los enteros, los racionales, los
reales y los complejos, que en cada caso se combinan por medio de la adicion
ordinaria.

La transicion de un grupo multiplicativo a otro aditivo correspondiente es
la base de la teoria de los logaritmos [Infeld 1, pags. 97-100].

Cuando salimos del dominio de la aritmética, la eleccion entre la adicion y
la multiplicacion no es sino un problema de notacion. En particular, el grupo
abeliano de traslaciones, que hemos expresado como grupo multiplicativo, se
convierte en el grupo aditivo de los vectores.

En esta notacion, 13.21 afirma que dos puntos cualquiera 4 y A4’
——

determinan un vector Gnico AA' (que va de 4 a A’), la figura 13.2b
representa una situacion en la que

—_— — —p

AAS=CC=_BR",

13.23 afirma que

—_—  — —

AB + BC = AC,
y 3.23 senala que, para dos vectores cualquieraay b,
a+b=>b 4+ a

Al proseguir con el mismo espiritu, llamaremos O al origen en lugar de /,y
el vector cero quedard denotado por 0. Los miltiplos enteros de un vector
cualquiera distinto de cero proceden del origen a los puntos de una celosia
‘unidimensional. Se dice que dos vectores e y § son independientes cuando
ninguno es miltiplo (real) del otro, es decir, cuando los tinicos nimeros que
satisfacen la ecuacion vectorial

xe + yf =10

son x =0 y ¥ =0. Dos de estos vectores (que corresponden a las traslaciones
X y Y de la figura 4.1¢) constituyen la base de un sistema de coordenadas
afines: nos permiten definir las coordenadas de un punto cualquiera como los
coeficientes de la expresion

xe + yf

con respecto al vector de posicion que va del origen al punto dado. En otras
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palabras, al referirnos al tridgngulo OAB, las coordenadas afines de un punto #
seran los coeficientes de la expresion

— T

OP = x 04 + y OB.

Encontraremos que tesuiia W tomar de la estitica o coneeplo del
centroide (o “centro de gravedad™) de un conjunto de nimeros que se han
“pesado”, es decir, de puntos a cada uno de los que se les asocia de un modo
especial un niimero real. Por conveniencia, diremos que estos numeros son
masas, aunque cuando algunos de ellos sean negativos el concepto de carga
eléctrica resulte mds ilustrativo.

Asociemos las masas fy,....Ix a k puntos distintos 4, ..., Ay sea O
un punto cualquiera (que posiblemente coincida con alguno de los puntos A)
y considérese el vector

— —

I]OA1+...+!kOJ4k.

Si t; 4...+ 1t =0, este vector es independiente de la eleccion de 0. Pues
tenemos que, al substraer de ¢l el resultado de usar 0' obtendremos

— —_— =y —
11 (0OAy — O'Ay) + ... + tx (OA, — O'Ay)
P

=(!1+...+lk)00'=°.

Pero es mas interesante advertir que si

h+...+ %0,

tendremos

— —

e
11041 + ...+ 4, Odp = (1 + ... + &) OP,

donde el punto P es independiente de la eleccion de O. Pues si efectuamos el
mismo procedimiento con O en lugar de O, de modo que resulte P’ en lugar
de P, tendremos, por substraccion,

—=d e e
(1 4 .-+ )00 = (ty + ...+ )OP — O'P)

— B _— —
de donde OP = 00 + O'P = OP,
de manera que P coincide con P. Este punto P, que estd dado por

_— —
PlOE = Elﬁ OA;,
se llama centroide (o ‘“‘baricentro™) de las k masas f; en A4;.
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Puesto que hemos determinado P, podemos dar a O su posicion, y
tendremos

—.’
Ef; PA; = 0.
Si solamente hay dos puntos,
—p —_
I PAI = —1s PA,,

de manera que P queda en la recta 4,4, y divide el segmento 4,4, en la
razon de f; : 3. En particular, si 1; = 7,, P es el punto medio de 4,4;.
Con respecto a un tridngulo 4,4,43, tenemos

— — — —

(rl + 1z + l3) OF — f}OAl -+ ngAg <+ I3OA3
e —_—
= 104, + (12 + t3) 0Q,

donde Q es el centroide de 7, en A, y de f3 en As. Asi, al buscar el
centroide de tres masas, podemos reemplazar dos de ellas por medio de la
masa combinada en su propio centroide. (La generalizacion a mds de tres
masas es obvia.) En particular, cuando t; =1, =13 (= 1, por ejemplo), Q es
el punto medio de 4,43, y P divide a 4,0 en la razén de 2: 1. Asi, el
“centroide™ G de un tridngulo (§ 1.4) es el centroide de masas iguales en sus
tres vértices.

A,
Vi g \
4] g \
/ g \
2z g \
2 g \
z £ \
A, Q Ay
Figura 13.6a

Este mismo punto G donde concurren las medianas, es también el
centroide de una lgmina o “‘placa™ triangular de densidad uniforme. (En un
sentido estricto, en esta idea interviene el cdlculo integral.) Pues podemos
dividir el tridngulo en franjas estrechas que sean paralelas al lado 4,43,
como se ve en la figura 13.6a. Los centroides de estas franjas quedan
evidentemente en la mediana 4,Q. En consecuencia, el centroide de toda la
lamina estd en esta mediana, asi como en las otras. (Arquimedes se valié de
este argumento en el siglo tercero a. J. C.)

www.elsolucionario.net



x coordenadas baricentricas 251

EJERCICIOS

1. Verifiquese detalladamente que
(i) los niimeros racionales positivos,
(ii) los numeros reales positivos,
(iii) los nimeros complejos de modulo 1,
(iv) todos los complejos con la excepcion de 0
forman grupos multiplicativos, y que
(v) los enteros,
(vi) los niimeros racionales,
(vii) los niimeros reales,
(viii) los nimeros complejos
forman grupos aditivos. Expliquese la razon por la que los cuatro primeros conjuntos no
constituyen grupos aditivos, mientras los cuatro dltimos no forman grupos multi-
plicativos.
2. SiA, B, C estin en la misma recta y A, B", €' en otra, donde

AB _ BC

4B B¢
entonces los puntos que dividen los segmentos A4’, BB', CC' son o bien colineales o
bien coincidentes (cf. § 3.6). (Indicacién: Considérese el centroide de las masas
adecuadas en 4, C, A’, C')

3. El centroide de masas iguales en los vértices de un cuadringulo es el centro del
paralelogramo de Varignon (figura 13.2g).

Figura 13.6b

4. El centroide de una limina cuadrangular es el centro del paralelogramo de
Wittenbauer, en el que los lados unen puntos adyacentes de triseccion de los lados
originales, como se ve en la figura 13.6h. Este teorema se debe a F. Wittenbauer
(1857-1922) [Blaschke 2, pag. 13], y fue redescubierto por J. J. Welch y V. W. Foss.*

5. ;En qué clase de cuadringulo tendremos que los centroides que hemos descrito
en los dos Gltimos ejercicios coincidirdan?

13.7 COORDENADAS BARICENTRICAS

Si 1) +1; #0, las masas #, y f, en dos puntos fijos 4; y 4, determinan
un centroide unico P, como se tiene en la figura 13.7a. Este punto serd el

* Mathematical Gazette, 42 (1958), pig. 55; 43 (1959), pig. 46.
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252 geometria afin .

mismo A, cuando f; =0, o serd A, cuando 7, = 0. Estd en el segmento
AyA, cuando las masas ¢ son ambas positivas (o son ambas negativas), v en
el rayo A,/4; cuando

>0,
yenelrayo A3 /A, cuando 12 > —1; > 0.

Al 5] P ty AQ
Figura 13.7a

Y, al revés, si se nos da un punto P en la recta A,4,. hemos de poder
encontrar los nimeros f, y [, tales que

A By

151 e PA2 E z AP 3
entonces P serd el centroide de las masas ; y £, en A, y A,. Puesto que las
masas pt; y ufy (donde p # 0) determinan el mismo punto que determinaban
1\ y ta, estas coordenadas baricéntricas son homogéneas:

(11, 12) = (i, piz) (p#0).

De la misma manera, como observd Mobius en 1827, podemos disponer
coordenadas baricéntricas en el plano de un trigngulo de referencia A\ A,A5.
Si ty +1y 413 #0, las masas 1,, f,, f3 en los tres vértices determinan un
punto P (el centroide) de coordenadas (7,, t,, f3). En particular, (1, 0, 0) es
Ay, (0, 1,0) es 45, (0, 0, 1)es A5 y (0, 75, t3)es el punto en A; y A,
cuyas coordenadas unidimensionales con respecto a A, y As son (13, t3).
Para encontrar las coordenadas de un punto dado P de posicion general,
encontramos £, y f3 a partir de un punto Q, como el que se ha descrito, de
la recta AP, como se ve en la figura 13.7b, y a continuacion determinanos
£y como la masa en A, que equilibra la masa t> + 3 en Q de manera que P
sea el centroide. Y nuevamente, como teniamos en el caso unidimensional,
las coordenadas son homogéneas:

(f1, t2, 13) = (ply, pla, piz)  (n 5= 0).

4,

Ay Q Ay

Figura 13.7b Figura 13.7¢
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Al unir P con A,, A;, A3, descomponemos 44,43 en tmtm
grandes con un vértice comin, P. Las dreas de estos tridngulos son proporeio-
nales a las coordenadas baricéntricas de P, como se advierte en la figura
13.7¢. Esto es inmediato a partir de 13.42, puesto que

I3 i‘f__,iQ s A1A420 e )';A_,;Q i A1A2Q — PA,Q =1 _PA;Ag

t2 QA3 A;QA3s  PQAz A1QA3 — PQA;  PAzA;’
y lo mismo tenemos al considerar f,/t3, t3/t;. Las posiciones de P fuera del
triangulo se abarcan también en lo dicho mediante una convencién con
respecto al drea de un triangulo dirigido.
La desigualdad

Hh+t:+135#0
nos capacita para normalizar las coordenadas, de modo que
13.71 h+ 1+ 13 = 1.

(No hay sino que dividir cada coordenada por la suma de las tres.) Las
coordenadas baricéntricas que se han normalizado de esta manera se llaman
coordenadas de drea, pues son simplemente las dreas de los tridngulos PA,A 5,
PA3A,, PA,A;, que se expresan en términos del drea del tridngulo total
A1A;A; como unidad de medida. Las coordenadas de drea no son homogé-
neas, sino “redundantes: la posicion de un punto estd determinada por dos
de las tres coordenadas, y la que queda se conserva por considerar la
simetria. Sin embargo, una expresion cualquiera en la que intervengan: puede
convertirse en homogénea si se le insertan las potencias adecuadas de
1y +ty + 13 en los lugares adecuados.

Ay

Figura 13.7d

Hemos visto que en las coordenadas afines una recta tiene una ecuacion
lineal. Veremos enseguida que en las coordenadas baricéntricas wna recta
tiene una ecuacion lineal homogénea. Con este proposito nos valdremos de
los segmentos 434, y A3A; a manera de ejes de coordenadas afines, como
se tiene en la figura 13.7d, de modo que las coordenadas de P, 4,, 4,, A;
que antes eran

(14, 12, t3). (1,0.0), (0, 1,0), (0,0,1),
seran ahora

{x9 y)‘ (ll 0)‘ (0! ] )‘} (Ot 0)‘
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Por 13.44, las dreas de PAA; y PA3A,, como fracciones del tridngulo
“unitario” 4,4,4 3 SON precisamente

xy, IlO’
Y e yxy_y'

Por substraccién, el drea de PA A, es | —X —y. Por lo tanto, las coorde-
nadas de drea de P se relacionan con las coordenadas afines por medio de las
formulas sencillas

hH=ux, 'l'z=}’. 3=1-~-x—y

La recta general, cuya ecuacion afin es 8.11, tiene la ecuacion de drea
an, + btz + ¢ = 0.
Al convertirla en homogénea por medio de Ia insercion de ¢, + ¢, +1t;,
deducimos la ecuacién baricéntrica
ﬂf1+bfz+€‘(f1+!z+fa)=0
6 @+ 1+ b+ )ty + ets = 0
0, si empleamos una notacién mis simétrica

13.72 Tity + Toty + T35 = 0.

Asi, toda recta tiene una ecuacion lineal homogénea. En particular, las
rectas A, 45, 434, A1 A4, tendrin las ecuaciones

13.73 h=0 =0 ¢=0.
La recta que pasa por dos puntos dados (r) ¥ (s) de coordenadas

(riura,rs)  y  (sy, sa, 53),
tiene la ecuacién

n r: r
13.74 ’

L]
S1 82 853 = 0.
h Ir 13

Pues tenemos que esta ecuacion es lineal en lo que a I respecta, y se satisface
al reemplazar ¢ por 7 ¢ 5. El mismo resultado se obtiene al buscar los puntos
fijos (r) y (s) tales que forman con el punto variable (7) un “tridngulo” cuya
drea es cero. En términos de Jas coordenadas de drea, donde el tridngulo de
referencia es la unidad, el 4rea del tridngulo () (s) (¢) es, por 1345y 13.71,

rn rp 1l 1L 2 ri+4ro4r rn ra r3
51 5 1l =|s5 s, Si+ S +53| = |51 s sy
h 1 h 2 b + 1y + 14 h tz 1
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En consecuencia, el drea en las coordenadas baricéntricas generales es este
ultimo determinante divido por
(r1 + r2 + r3)(s1 + 52 + sal(ta + 12 + 13).

Podemos ahora demostrar el teorema de Routh, 13.55, en su nivel mds
general. Si identificamos ABC con 4,4,A43; de manera que los puntos L, M,
N sean

O, LA, (10,1), (1,0),
podemos expresar las rectas AL, BM, CN como
Ag =13, wlg =1, vty = lIs.
Se cortan de dos en dos en tres puntos, que son

(g, 1), (1, v, 90), (A, 1, N),

de manera que forman un tridngulo cuya drea, en términos de la del tridngulo
de referencia, es el resultado de dividir el determinante

poopr 1
I v WA= - 1)
Ap 1 A

por (4 +pv + 1)1 +» +vA) + 1 + 1), de acuerdo con lo que se afirmd
en 13.55,
Tenemos un caso especial de importancia en el

TEOREMA DE CEVA. Sean los lados de un triangulo ABC con divi-
siones en L, M, N en las razones correspondientes de \:1, u:1, v:1.
Entonces las tres rectas AL, BM, CN serdn concurrentes si y sélo si \uy = 1.

La recta general 13.72 encuentra los lados 13.73 del tridgngulo de
referencia en los puntos

(0! TS- = Tz)! (_ T3! 09 Tl)s (T2| T Tll 0)!
que los dividen en las razones de

7> T5 T,
Tas Tl, Tzs
cuyo producto es —1. Y, al revés, tres nimeros cualquiera tales que su

producto sea — 1 se pueden expresar de esta manera con respecto a valores
adecuados de T}, T,, T3. En consecuencia,

TEOREMA DE MENELAO. Dividanse los lados de un trigngulo en L, M,
N en las razones respectivas de ) : 1, u: 1, v : 1. Entonces, los tres puntos L,
M, N serdn colineales si y solo si Muy = — 1.

Los coeficientes Ty, T;, T3 en la ecuacién 13.72 de una recta se llaman
en ocasiones coordenadas tangenciales con respecto a la recta. Estas “coorde-
nadas™ homogéneas tienen una interpretacion geométrica sencilla [Salmon 1,
pdg. 11]: se pueden considerar como las distancias de Ay, A, A a la recta,
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que se miden en una direccion cualquiera (pero igual en cada caso). Para
demostrar esto, sean 4, F; . A,F; A;F; estas distancias, como se tiene en la
figura 13.7¢. Puesto que .
e 0
NA, T
los tridngulos homotéticos N4 | F, y NA,F, resultan en
ARy L AN ﬂ
Aze AN, To°

A,

Ay 5
Figura 13.7¢
Por lo que
Ay ok,
1%

AsF:

y, de la misma manera, cada una de estas expresiones es igual a —;,—“‘ ;
3

La invencion de Mobius de las coordenadas homogéneas constituye una de

las ideas de mayores alcances en la historia de las matemiticas: se puede

comparar con la invencion, por parte de Leibniz, de las diferenciales, que

permiten escribir la ecuacion
4 f) = frw

en la forma homogénea
df(x) = f'(x) dx
(por ejemplo. d sen x = cos x dx).

EJERCICIOS

. Tricense las siete regiones cn las que dcr.n.ompon-.n el plano las rectas 4,43,
A3A|, 142 ¥ mirquese cada una de acuerdo con el signo de las tres coordenadas de
ﬂﬂ!ﬂ

2. Verifiquese que a partir de 13.45 se tiene 1 —x —y como drea del tridngulo
PA 1A, en la figura 13.74.

3. En coordenadas de drea, el punto medio de (sy, $3, s3)(£y. f3, £3) es

: (-‘1
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4. El controide de las masas o y 7 en puntos de coordenadas de area (sy. x;..s;‘l ¥
(fq, f2, 13) es el punto de coordenadas baricéntricas

(051 + 711, 052 + Tl 053 + Ti3).

5. En coordenadas baricéntricas, un punto cualquiera de la recta (s)(f) se puede
expresar en la forma

(051 + Tiy,. OS2 + Tie. 053 + Ti3).

6. Apliquense coordenadas baricéntricas al ejercicio 6 al final de § 13.5. ;Qué pasa
con el resultado cuando L, M, N son colineales?

7. (De qué manera dependen los signos de T, T5, T3 de la posicion de la recta
13.72 en relacién con el tridngulo de referencia? Cu:lndo Ty y T, son positivos,
considérense los casos Ty <T3, Ty =T3, Ty >T3. Y describanse,

13.8 EL ESPACIO AFIN

/Dame algo qué construir, y seré Dios mientras lo haga:
apartaré a todos los obstaculos, obtendré duramente los
conocimientos que necesite para la construccion . . . avanzaré
como Dios a mi objetivo!

1. L. Synge [2, pag. 162]

La geometria afin se puede extender de dos a tres dimensiones por medio
de los axiomas 1242 y 12.43 en lugar de 12.41, El nimero total de axiomas
no se incrementa, pues 13.12 se convierte en un teorema demostrable
[Forder 1, pdgs. 155-157]. Se dice que una recta y un plano, o dos planos,
son paralelos si carecen de un punto comun (o si la recta estd en el plano, o
si los dos planos coinciden). Asi, un plano cualquiera que encuentra a dos
planos paralelos los corta en rectas paralelas; si dos planos son paralelos, una
recta cualquiera de uno de ellos es paralela al otro plano; si dos rectas son
paralelas, un plano cualquicra que pase por cualquier recta es paralelo a la
otra recta.

La existencia de planos paralelos queda afirmada por el teorema siguiente
(cf. axioma 13.11):

1381 Para un punto cualquiera A y un plano cualquiera y que no pase
por A hay un solo plano por A que es paralelo a .

Demostracion. Sean q y r dos rectas que se intersectan en 7. Y sean q y
r' las paralelas correspondientes que pasan por A. Entonces, el plano ¢'r' es
paralelo a 7. De no ser asi, por l2 43] tendriamos que los dos planos se
encontrarian en una recta I. Como ¢’ y r' son paralelas a vy, no pueden cortar
a I. Y asi, ¢' y r' son dos paralelas a / que pasan por A, lo que
contradice 13.11. Y esto demuestra que q'r' es paralelo a . Y, ain
més, q'r' es el tGnico plano que pasa por A paralelo a y. Pues de haber
dos de ellos, se encontrarian en una recta s' que pasara por A, y
obtenemos una contradiccion al considerar su mterseccnon con el plano
As, donde s es una recta en y que no es paralela a s'.
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El paralelismo de las rectas es transitivo en el espacio, como lo era
en el plano:

13.82 Si p y q som ambas paralelas a r, también son paralelas entre
SI.

Demostracion.  [Forder 1, pdg. 140). Cuando las tres rectas estin en
un mismo plano, el teorema es una consecuencia inmediata de 13.11, de
modo que supondremos que no lo estin. Para todo punto @ de gq. los

e

Figura 13.8a

planos Op y Qr se encuentran en una linea. sea q' (figura 13.8a).
Cualquier punto comiin de ¢' y r estaria en ambos planos Op, Qr, y, por lo
tanto, en su recta comidn p; pero esto es imposible, puesto que p es paralela
a r. En consecuencia, ¢" es paralela a 7. Pero la tnica paralela a r que pasa
por Q es q. Asi, g coincide con ¢, y es coplanar con respecto a p. Cualquier
punto comtn de p y ¢ tendrd que estar también en r. En consecuencia, p y g
son paralelas.

La transitividad del paralelismo fundamenta una demostracién alterna de
13.81. Con el objeto de establecer la imposibilidad de que el punto O esté en
los dos planos v y ¢'', nos representamos dos rectas que pasen por O y sean
paralelas a g (y 2 ¢'), ar (y a r'). Los planos vy y 7, tales que cada uno
contiene a ambas rectas, coincidirfan, lo que contradice nuestra hipétesis de
que 4 no estd en 7.

Los tres planos de las caras OBC, OCA, OAB de un tetraedro OABC
forman con los planos correspondientes paralelos a ellos que pasan por 4, B,
C un paralelepipedo, cuyas caras son seis paralelogramos, como se ve en la

figura 13.8b [Forder 1, pag. 155]. i)

Figura 13.8¢
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MM eﬁstm:r ahora la teorfa tridimensional de dilataciones.
traslaciones y vectores. Se dice que tres vectores d, e, f son dependientes
cuando som coplanares. y en cada uno de estos casos se puede expresar como
la combinacion lineal de los otros dos. Y se dice que tres vectores e. f. g
son independientes si la tnica solucion de la ecuacion vectorial

xe +vf +z2g =0

es x =y =z = 0. Tres vectores de estos constituyen la base de un sistema de
coordenadas afines tridimensionales. De hecho, cuando

— — —
e =04, f=0B, g =0C,

—
como se tiene en la figura 13.8¢, se puede exhibir el vector general OP como
diagonal del paralelepipedo que forman los tres planos paralelos a OBC,
OCA, OAB que pasan por P. Entonces,

5'}3'=xe + vf + Zzg.

donde los términos de la suma son los vectores a lo largo de tres aristas del
paralelepipedo.

En el espacio, como tenfamos al trabajar en el plano, el centroide P de las
masas ¢; en puntos 4; queda determinado por un vector OP tal que

— —
2!1 OP = 21; OA; (Eh 5= 0).
Si 5:11 = xie + yif + z;g, deducimos

—y
E‘i OP = Ef;xie -+ Eflyif + Erizig.

En consecuencia, al expresarnos mediante coordenadas afines,

13.83 El centroide de k masas t; (Zt;j#0) en puntos (xj, Vi, zj)
| § = AL e k) es
2x; 2Ly 24z
2 ! 2 4 2t }
En particular, si f; +17; + 13 = 1, el centroide de tres masas en los puntos
(1,0,0). (0.10), (0,0,1)
es (f;, I3, t3). En consecuencia,

13.84 Las coordenadas afines de un punto cualquiera del plano
x+y+z=1 son iguales a sus coordenadas de drea con respecto al triagngulo
que retiran de este plano las intersecciones con los planos coordenados x = 0,
y=0,z=0.

Asi, tenemos que hay una recta

X D 4

z
I3 il I3
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que pasa por el origen (em el espacio afin) con respecto a cada punto de
coordenadas baricéntricas (#y, £3. f3). Por otra parte, las rectas que estin en
el plano x + y + z = 0 no tienen puntos correspondientes en el plano paralelo
X +y+z=1, a menos gue acordemos extender el plano afin al postular una
recta en el infinito

f1+fz+f3“_—0

de modo que formemos el plano proyectivo. Esta posibilidad ya se mencioné
en § 6.9; la examinaremos de manera mis sistematica en el capitulo 14.

EJERCICIOS

1. Si tenemos que una recta @ es paralela a un plano @, y el plano que pasa por @
se encuentra a &en b, entoncesa y b son rectas paralelas entre sf,

2. Sia B, v son planos que se cortan en las rectas B y=a, Yy a=b, a*f=c, y
a es paralela a b, entonces a, b, ¢ son paralelas entre sf.

3. Todas las rectas que pasan por A y son paralelas a & estdn en un plano paralelo a
a [Forder 1, pig. 155].

4. Cada una de las seis aristas de un tetraedro estd en un plano que une esa arista
con el punto medio de la arista opuesta. Los seis planos que se construyen asf pasan
todos por un punto: el centroide de las masas iguales en los cuatro vértices.

5. Desarrdllese la teoria de coordenadas baricéntricas tridimensionales con respecto
a un tetraedro A1 4,434,.

13.9 CELOSIAS TRIDIMENSIONALES

El pequeiio paralelepipedo que se construye sobre las tres
traslaciones que se han escogido como unitarias . . . se conoce
con el nombre de celda unitaria . . . La totalidad de la estruc-
tura de los cristales se genera por medio de la repeticion,
mediante las tres traslaciones unitarias, de la materia que
contiene en su volumen la celda unitaria.

M. J. Buerger (1903— )
[Buerger 1, pag. 5]

La teoria del volumen en el espacio afin es mds dificil que la del drea en
el plano afin debido a la complicacién que introdujo M. Dehn al observar
que dos poliedros de igual volumen no son necesariamente derivables el uno
del otro por medio de divisiones y rearreglos. Un tratamiento vilido, que
sugirio la Sra. Sally Ruth Struik, podrd describirse muy brevemente de la
manera siguiente. Se tiene que dos tetraedros se relacionan por medio de una
afinidad Gnica ABCD - A'B'C'D’ que transforma todo el espacio en si mismo
de manera que la colinealidad se preserva. En particular, un tetraedro ABCC'
se transforma en ABC'C por medio de la reflexion afin

AB(CC),

que intercambia C y C' mientras conserva invariante a todo punto del plano
que une AB con el punto medio de CC'. Se dird que dos tetraedros tienen el
mismo volumen si uno se puede transformar en el otro por medio de una
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equiafinidad: el producto de un nimero par de reflexiones afines. Esta
comparacion se extiende con facilidad de los tetraedros a los paralelepipedos,
puesto que un paralelepipedo se puede descomponer en seis tetraedros de
volimenes iguales.

En tres dimensiones, como en dos, se puede considerar una celosia como
el conjunto de los puntos cuyas coordenadas afines son enteros. Sin embargo,
como es independiente del sistema de coordenadas que se elija, se describe de
manera mds simétrica como un conjunto discreto de puntos cuyo conjunto
de vectores de posicion es cerrado bajo la substraccién es decir, que junto a
dos vectores cualquiera el conjunto incluye también el resultado de restar
uno de otro. Al substraer cualquiera de los vectores de si mismo, obtenemos
el vector cero

c—c=0
y también, por lo tanto, 0 — b= —b, @ — (—b) =a + b, a + a
= 2a, y asi sucesivamente: el conjunto de los vectores, ya que con-
tiene la diferencia de dos cualquiera, también contiene la suma de dos
cualquiera, y todos los miiltiplos enteros de cualquiera. La celosia es uni, bi,
o tridimensional segin el nimero de vectores independientes. En el caso

tridimensional, el conjunto de tres vectores independientes e, f, g se llama
base de la celosia cuando todos los vectores se pueden expresar en la forma

13.91 xe + yf + zg.

donde x, y, z son enteros. Si tres de estos vectores, por ejemplo, rq, ra, r3
forman otra base de la misma celosia, debe haber 18 enteros

@y oy Cay Ags B,y C, (o =:1,2,3)
tales que
r, = da,e +‘b¢.f+cag, e=34A.r, f=ZB.r., =2C,r,
y, por lo tanto,
o = GuZAp ¥p + b.ZBy vy + ¢,2Cp v,
de donde
s RBIR S o O {cl} zz;g

Puesto que el producto de dos determinantes se obtiene al combinar las
hileras de uno con las columnas de otro, tenemos

a by | |41 A A4 i s )
dag bz Ca Bl Bg 33 =il0 1 0|=1
dj bg C3 Cl C2 C3 0.0 1

Puesto que los dos determinantes de la izquierda son enteros cuyo producto
es 1, cada uno de ellos ha de ser £1. Y, al revés, si a,, b,, ¢, se dan
de manera que su determinante sea + 1, podremos derivar A,, B,, C, al
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“invertir la matriz”, y tendremos que la base original e, f, g propor-
cionard como resultado la base igualmente efectiva r,. En consecuencia,

Una condicion necesaria y suficiente para que dos ternas de vectores
independientes

e fg ¥y a,e+b,f+c.g (a = 1,2, 3)
sean bases alternas de la misma celosia consiste en que
ay b1 Cy
13.92 as by ¢ = *1
az bz cs3

[cf. Hardy y Wright 1, pdg. 28; Neville 1, pdg. 5).

En otras palabras, una celosia se deriva a partir de cualquiera de sus
puntos al aplicar un grupo discreto de fraslaciones: uni, bi o tridimen-
sionales seglin sean las traslaciones colineales, coplanares pero no co-
lineales o no coplanares. En el caso unidimensional, la traslacion
generatriz es unica (con la excepcion de que es reversible), pero en los
otros casos, los dos o tres generadores, es decir, los vectores bdsicos, se
pueden escoger de una infinidad de maneras diferentes. Una vez que los
hemos escogido, podemos emplearlos para construir un sistema de coorde-
nadas afines de manera que en el caso tridimensional el vector 13.91
parte del origen (0, 0, 0) al punto (x, y, z) y la celosia consta de los
puntos cuyas coordenadas son enteros. Los ocho puntos

{O’OI 0)|{l|090)‘ (0' I|0)‘(0‘0’ I)‘ (0’ I’lj‘(IQO’I)!(I! 190)!(l| l, l)’
que se derivan a partir de los ocho vectores
0, e f g f+9 g+e e—f o+f+g,

forman evidentemente un paralelepipedo, que constituye una celda uni-
taria de la celosia. Si argumentamos de modo andlogo al que empleamos
con respecto a la celosia bidimensional en § 4.1, dos celdas unitarias
cualquiera de la misma celosia tienen volumenes iguales.

Una recta cualquiera que una dos de los puntos de la celosia contiene
a una infinidad de ellos, que forman una subcelosia unidimensional de la
celosia tridimensional. De hecho, la recta que une (0, 0, 0) y (x, y, z)
contiene también a (nx, ny, nz) para todo entero n. Si x, y, z tienen
como maximo comin divisor al nimero d, el punto de la celosia

(x/d, y/d, z/d)

estard en esta misma recta, y la traslacion correspondiente genera el
grupo de la celosia unidimensional. El punto de la celosia (x, y, z) serd
visible si y s6lo si los tres enteros no tienen divisor comiin mayor que 1.
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Un tridngulo cualquiera de puntos de la celosia determina un plano
que contiene una celosia bidimensional. Pues tenemos que si los vectores

M=Xe+yf+219g y r=xe+of + 229

tienen componentes enteros, lo mismo sucede con [1r1 + I2rp para cuales-
quiera enteros f, y f,. El plano paralelo que pasa por cualquier otra
celosia contendrd una subcelosia congruente. Y asi podemos considerar que
todos los puntos de la celosia se hallan distribuidos entre una sucesion
infinita de planos paralelos, que se llaman planos racionales [Buerger 1, pdg. 7].

Cualquiera de esos planos, debido a que une tres puntos cuyas coordena-
das son niimeros enteros, tiene una ecuacion de la forma

13.93 Xx+ Yy +2Z:=N.

donde los coeficientes X, Y, Z, N son todos enteros, de modo que los puntos
de interseccion (o intercepciones) con los ejes coordenados han de tener los
valores racionales N/X, N/Y, N/Z. (De aqui proviene el nombre de “planos
racionales”.) Podemos suponer que el maximo comin divisor de X, ¥, Z es
1; de lo contrario, cualquier factor comin de X, Y, Z seria también factor de
Ny entonces podriamos dividir ambos miembros de la ecuacién por este
nimero, de manera que nos quedariamos con una ecuacién mis sencilla e
igualmente efectiva del mismo plano.

Y, al revés, cualquier ecuacién de ésas (las que tienen como méximo
comin divisor de X, Y, Z a 1) representa un plano que contiene una
subcelosia bidimensional. Esto es obvio cuando X = 1, puesto que entonces
podemos asignar valores enteros y arbitrarios a y, z, y resolver 13.93 para x.
Cuando X, Y, Z son todos mayores que 1, consideramos el conjunto de los
numeros

xX + yY + 22,

donde x, Y, Z son enteros y varian mientras X. Y, Z permanecen constantes.
Este conjunto (como el de los vectores de la celosia) es ideal: contiene la
diferencia de dos cualquiera de sus miembros ¥ (por lo tanto)a todos los
multiplos de cualquiera. Denotemos por d al miembro positivo menor que le
pertenece, y por N a otro miembro cualquiera. Entonces, N ha de ser
miltiplo de d: de no ser asf. dividiriamos N por d y obtendriamos un
residuo N —qd, que seria un miembro menor que d. Asi, tenemos que todo
miembro del conjunto es multiplo de d. Pero X, Y, Z son miembros también.
Por lo tanto, d, que es su divisor comtin, tiene que ser igual a 1, y el
conjunto no es sino el de los enteros. En otras palabras, la ecuacién 13.93
tiene una solucién entera (y, por lo tanto, una infinidad de ellas) [cf.
Uspensky y Heaslet 1, pdg. 54].

Para cada terna de enteros X, Y, Z, que han de ser primos entre si en el
sentido que se acaba de sefialar (pero no necesariamente primos entre si dos

ellos), tenemos una sucesién de planos paralelos 13.93, a espacios iguales,
donde a cada plano corresponde un entero V. Puesto que todo punto de la
celosia estd en uno de los planos, la region infinita situada entre dos planos
consecutivos queda vacia por completo. Uno de los planos, a saber. aquel
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para el que N =0, pasa por el origen. Los siguientes, que estin determinados
por N =1, son llamados con propiedad primeros planos racionales [ Buerger
1, pdg. 9]. Tendremos ocasioén de considerarlos de nuevo en § 18.3.

EJERCICIOS

1. ;Como se ha de dividir un paralelepipedo de manera que resulten seis tetraedros
de volimenes iguales?

2. Indentifiquese I2 transformacion (x, ¥, z) = (x, ¥, —z) con la reflexién afin que
conserva invariante ¢l plano z =0 mientras intercambia los puntos (0, 0, +1).

3. Una celosia se transforma en si misma por medio de la inversién central que
intercambia dos de sus puntos.

4. Todos los puntos de un primer plano racional de la celosfa son visibles.

5. ;Serd todo plano racional que pase por un punto visible un primer plano
racional?

6. Encuéntrese un tridgngulo de puntos de la celosia en el primer plano racional

6x + 10y + 15z = 1.
7. Obténgase una férmula que determine todos los puntos de la celosia de este
plano.
8. El origen es el Gnico punto de la celosfa en el plano

X4+ V2y + 3z =0.
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Geometria proyectiva

Hemos visto que en la geometria afin el paralelismo desempeiia un papel
principal. En la geometria proyectiva, por otra parte, no hay paralelismo:
todo par de rectas coplanares es un par de rectas intersecantes. El conflicto
con 12,61 se explica a partir de que el plano proyectivo no es “ordenado”.
El conjunto de los puntos de una recta, como el de las rectas que pasan por
un punto, es cerrado: al determinar tres de ellas, no podemos tomar una que
est¢ “entre” las otras dos. A primera vista se puede pensar que una geometria
sin circulos, distancias, dngulos, mediacién, ni paralelismo resultard gris. en
cierta medida. Pero, de hecho, surge una coleccién muy bella e intrincada de
proposiciones: proposiciones en las que Euclides jamds sofi6, pues su interés
en la medida lo llevaba en otra direccién. Unas cuantas de estas proposiciones
sin métrica las descubri6 Papo de Alejandria en el cuarto siglo A.C. Otras
han quedado asociadas con los nombres de dos franceses: el arquitecto Girard
Desargues (1591-1661) y el filésofo Blaise Pascal (1623—-1662). Antes, el
tema relacionado de la perspectiva fue estudiado por artistas como Leonardo
da Vinci (1452-1519) y Albrecht Diirer (1471—1528).

Gracias a la invencion de los puntos en el infinito, debida a Kepler, se
pudo considerar el plano proyectivo como el plano afin con la adicién de los
puntos en el infinito. El Traité des proprietés projectives des figures, de
Poncelet (1822), y la Geometrie der Lage de von Staudt (1847) sugerian una
relacion inversa, en la que la geometria proyectiva aparecia como una ciencia
independiente, de manera que se podia considerar el plano afin como el
plano proyectivo menos una recta arbitraria o, para de alli pasar a concebir el
plano euclidiano como el plano afin con una regla especial para asociar los
pares de puntos de o (en “direcciones perpendiculares™) [Coxeter 2, pags.
115, 138]. En 1899 esta posicién se aclaré ain mads, cuando Mario Pieri
coloco el tema en sus bases axiomdticas. Autores subsecuentes han propuesto
otros sistemas de axiomas diferentes al de Pieri. El sistema particular del que
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nos serviremos y que se cita en § 14.1 fue sugerido por Bachmann 1, pags.
76—77. Con el objeto de comprobar la consistencia de un sistema de axiomas
se le aplica a un “modelo™, en el que los conceptos primitivos se representan
por medio de ideas familiares, con propiedades que nos encontramos
dispuestos a aceptar [Coxeter 2, pdgs. 186—187]. En el caso presente, un
modelo conveniente del plano proyectivo lo constituye el plano afin, si le
agregamos la recta en el infinito (§ 6.9). Extenderemos las coordenadas
baricéntricas de § 13.7 a las coordenadas proyectivas generales, de manera
que se elimine el papel especial de la recta en el infinito. Como resultado, se
tiene un modelo puramente algebraico en el que un punto es una terna
ordenada de nimeros (x;, X2, X3), que no han de ser todos cero, donde una
regla sefala que (ux,, px;, px3) serd el mismo punto con respecto a
cualquier g+ 0, junto con la recta, que es una ecuacion lineal homogénea.
Una ventaja del modelo descrito consiste en que los nimeros x, y 4 no han
de ser necesariamente reales. Los axiomas que se eligen tienen suficiente
generalidad para que las coordenadas pertenezcan a un campo cualquiera: en
lugar de los reales, podemos emplear racionales, complejos o incluso un
campo finito, como las clases residuales médulo un nimero primo. Segin lo
que acabamos de decir, hablaremos del plano proyectivo real, el plano
proyectivo racional, el plano proyectivo complejo o un plano proyectivo
finito.

14.1 AXIOMAS DEL PLANO PROYECTIVO GENERAL

Un método mds sistemdtico que podria haberse empleado en
esta memoria introductoria . . . habria consistido en ignorar
por completo las ideas de distancia y geometria métrica. . . .
La geometria métrica es una parte de la geometria descrip-
tiva, y la geometria descriptiva es toda la geometria.

e —————— e e e -

————

Arthur Cayley* (1821-1895)

Ya mencionamos el plano proyectivo en § 6.9. Tomamos como conceptos
primitivos los de punto, recta y la relacién de incidencia. Si un punto y una
recta son incidentes, se dice que el punto estd en la recta y que la recta pasa
por el punto. Las palabras relacionadas de unir, cortar (o “encontrar”, o
“intersectar™), concurrente y colineal se usan en el sentido habitual. Tres
puntos no colineales estin en los vértices ‘de un trigngulo cuyos lados
son rectas completas. (Los ‘“‘segmentos” no estin definidos.) Un cua-
drangulo completo se define junto con sus cuatro vértices, sus seis lados

* Collected Mathematical Papers, 2 (Cambridge, 1889), pig. 592. Cayley empled en
1859 la palabra “descriptiva” donde nosotros decimos hoy “‘proyectiva”. Su idea de la
su de la geometria proyectiva debe considerarse actualmente un poco exage-
rada. Es verdad que la geometria proyectiva incluye a las geometrias afin, euclidiana y
no ot;ucl.iﬁana; sin embargo, no incluye a la geometria riemanniana general, ni a la
topologia.
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y sus tres puntos diagonales como se hizo en § 1.7. El exdgono A4 ,B,C, 4,
B,C, tiene seis vértices 4,, B,, ..., C, vy seis lados

AyB3, ByCy, C1Az, A2By, B1Cy, CaA,.

Los lados opuestos se definen de la manera obvia; por ejemplo, 4,8, es
opuesto a A,B;. Después de estas definiciones preliminares, pasemos a
enunciar los cinco axiomas.

AXIOMA 14.11 Dos puntosdistintos cualesquiera inciden en una sola recta,
NOTACION. La recta que une los puntos A4 y B se denota por AB.

AXIOMA 14.12 Dos rectas cualesquiera son incidentes en por lo menos
un punto.

TEOREMA 14.121 Dos rectas cualesquiera diferentes son incidentes en
un solo punto.

NOTACION. Se denota el punto de interseccion de las rectas a y b por
a*b; y el de ABy CD por AB + CD. La recta que une a*b y ¢+ d se
denota por (a * b)(c * d).

AXIOMA 14.13 Existen cuatro puntos tales que tres de ellos no son
colineales.

AXIOMA 14.14 (Axioma de Fano) Los tres puntos diagonales de un
cuadrangulo completo no son nunca colineales.

AXIOMA 14.15 (Teorema de Papo) Si los seis vértices de un exdgono
estan alternadamente en dos rectas, los tres puntos de interseccion de los
pares de lados opuestos son colineales.

Una de las propiedades mds elegantes de la geometria proyectiva es el
principio de dualidad que afirma, en el plano proyectivo, que toda definicion
conserva su sentido y todo teorema mantiene su validez cuando intercam-
biamos de manera consistente las palabras punto y recta (y por lo tanto,
también intercambiamos estar en y pasar por, unir y intersectar, colineal y
concurrente, etc.). Para establecer este principio no hay sino que comprobar
que los axiomas implican sus propios duales. Y asi, a partir de un teorema y
su demostracion, de inmediato podemos afirmar el teorema dual; podriamos
escribir mecdnicamente la demostracion del segundo al dualizar cada paso de
la demostracion del teorema original.

El dual del axioma 14.11 es el teorema 14.121, que el lector demostrard
ficilmente (con ayuda del 14.12). El dual del axioma 14.12 es la mitad de
14.11. El dual del axioma 14.13 afirma la existencia de un cuadrildtero
completo, que es el conjunto de cuatro rectas (que se llaman lados) que
se intersectan por pares de seis puntos distintos (que se llaman vértices). Se dice
que dos vértices son opuestos cuando no los une un lado. Las tres
rectas de unién de los pares de vértices opuestos se llaman diagonales. Si
PORS es un cuadringulo cuyos lados son

p=P0, qg= PSURESRSN s = QOR, w=PR, u= 0S
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como se puede ver en la figura 14.12, entonces pgrs es un cuadrilitero cuyos
vértices son

P=pq Q=ps, R=rs, S=gq-r, W=p-r, U=g-s.

Figura 14.1a
El axioma 14.14 nos dice que los tres puntos diagonales
U=gq's, V=wu, W=p-r
no son colineales. El dual de éste nos dice que las tres diagonales de un
cuadrilitero completo nunca concurren. Si esto fuera falso, deberia haber un

cuadrildtero particular tal que sus diagonales concurran. Llamémoslo pgrs,
cuyas diagonales son

u=QS. poi= WU. w = PR.

Puesto que concurren, el punto w * « = ¥ ha de estar en v, lo que contradice
nuestra afirmacién de que U, ¥, W no son colineales.

- Figura 14.1b

En el axioma 14.15 intervienen nueve puntos y nueve rectas, que son
susceptibles de trazarse de muchas maneras (gue en apariencia son distintas,
pero que desde el punto de vista proyectivo resultan equivalentes), como [as
dos que se muestran en la figura 14.1b. A18,C1A4,B,C, es un exdgono
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cuyos vértices quedan alternadamente en las dos rectas 4,8,Cy, 4,8,C;.
Los puntos de interseccion de los pares de lados opuestos son

Az = B1Cs* BoCy, By = CiAz+- CaAq, C3 = A1Bo* A2B,.

El axioma afirma que los tres puntos son colineales. Hemos creado nuestra
notacion de manera que los tres puntos A;, B;, Cx sean colineales siempre que

i+j+ k=0 (mod3)*

Otra manera de expresar el mismo resultado consiste en arreglar los 9 puntos
en la forma de una matriz

Ay By G
14.151 Az By C,
Az Bz Cj

Si tuviéramos aqui un determinante y quisiéramos evaluarlo, procederiamos a
multiplicar sus elementos por ternas. Estas seis ternas “diagonales™, asi como
las dos primeras hileras de la matriz, indican ternas de puntos colineales. El
axioma afirma que los puntos que estdn en la hilera inferior son también
colineales, La dualidad inherente de esta afirmacién se comprende al consi-
derar una matriz andloga de rectas

a by ¢
o bg Ca
az by c3

Estas rectas se pueden escoger de muchas maneras, una de las que consiste en
lo siguiente:

a] = Aa.B;Cz, bl = A133C2. C; = AngCz,

@y = A2B3Cy, by = A3ByCy, c3 = A1B,C,,

ag = A1B2C3, by = A3B,Cs, c¢3 = A3B3C;.

Y esto viene a completar nuestra demostracion del principio de dualidad.

EJERCICIOS

1. Toda recta es incidente, por lo menos, con tres puntos distintos. (Esta afirmacion,
junto con la existencia de un punto y una recta que no son incidentes, se usan a veces
como axiomas en lugar de 14.13 [Robinson 1, pig. 10; Coxeter 2, pag. 13.]

2. Un conjunto de m puntos y a rectas se llaman configuracién (m., ny) cuando ¢
de las n rectas pasan por cada uno de los puntos mientras d de los m puntos estin en
cada una de las rectas. Los cuatro nimeros no son independientes, pero cumplen la
ecuacion em =dn. La dual de (m,, ny) es (ng, m.).

En el caso de una configuracion auto-dual, tenemos que m =c, ¢ =d, y el simbolo
(n4, ng) se abrevia por conveniencia como ny. Ejemplos sencillos los constituyen el
tridngulo 3, el cuadringulo completo (43, 63) y el cuadrilitero completo (64, 43).
El axioma 14.14 afirma la inexistencia de la configuracion de Fanot 7;. Los
puntos y las rectas que se presentan en el axioma 14.15 (figura 14.15) forman la

* Coxeter, Self-dual configurations and regular graphs, Bulletin of the American
Mathematical Society, 56 (1950), pdg. 432.
1 Coxeter, Bulletin of the American Mathematical Society, 56 (1950), pags. 423-425,
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configuracién de Papo 93, que puede considerarse (;de cudntas maneras? ) como un
ciclo de tres tridngulos

A8y Co, A3BiCy, A3B,C,.

tales que cada uno de ellos estd inscrito en el siguiente (cf. figura 1.8a, donde UVW estd
inscrito en ABC). La autodualidad es evidente,

Al cambiar la notacion de la manera adecuada, se puede expresar el axioma 14.15
asi: Si AB, CD, EF son concurrentes ¥ DE, FA, BC son también concurrentes, entonces
AD, BE, CF son concurrentes

3. Un plano proyectivo finito particular, en el que solamente existan 13 “puntos” y
13 “rectas”, se puede definir de manera abstracta al denominar los puntos como #; y las
rectas como gy (i=0,1,...,12) con Ia regla de que P; y p;j “inciden™ si y sélo si

I+j=0.1,309 (mod 13).
Elabdrese una tabla con el objeto de indicar los 4 puntos que estdn en cada recta y las 4
rectas que pasan por cada punto [Veblen y Young I, pig. 6]. Compruébese que se

satisfacen todos los axiomas; por ejemplo, PoP P> Ps es un cuadrangulo completo cuyos
lados son

PoPy = po. PoP: =p\, P1Ps = ps, PoPs = ps. P3Ps = pyy, PPy = py»

¥ que tiene los puntos diagonales P3=pg *py11, Py =pg *P12, Pg =p; - pg. Um
matriz posible en relacion con el axioma 14.15 es

Po P, Py
By Py, Py
PQ Pll] P5

La primera hilera puede consistir en un conjunto cualquiera de tres puntos colineales, La
segunda puede ser uno cualquiera de esos conjuntos en una recta que no incida en uno
de los puntos de la primera hilera, La altima hilera queda ya determinada; en el caso

anterior, por ejemplo consiste en

P2P8'P4P8=P9| PSPS'-POP&=P1U. PoP.;‘Pan:P;,.

Esto difiere de la “matriz general de Papo™ de 14.151 en que los conjuntos de puntos
colineales no solamente ocurren en las hileras y en las diagonales generalizadas, sino
también en las columnas. Dicho de otra manera, los 9 puntos forman una configuracion
que no es solamente 93 sino (94, 123). Al omitir uno cualquiera de los 9 puntos, los 8
restantes forman una configuracion autodual 83 que se puede considerar como un par
de cuadrangulos inscritos mutuamente (como es el caso de PoPoPsPg y PyP3PoPg).
[Hilbert y Cohn Vossen 1, pdgs. 101-102.]

4. La geometria que describe el ejercio 3 se conoce por el simbolo GP (2, 3). Al
hablar mas en general, tenemos que GP (2, p) es un plano finito en el que cada recta
cgntieue P+1 puntos. Y, en consecuencia, cada punto estd en p+1 rectas, Hay
P +p+1 puntos (y el mismo nimero de rectas) en total. En otras palabras, la
totalidad de la geometria es una configuracion ny; donde n =p’+p+lyd=p+1.
(En realidad, p no s arbitraria, aunque puede se~ una potencia cualquiera de un nimero
primo impar, por ejemplo, S, 7 ¢ 9, ¥ no 6.)* La posibilidad de existencia de estos
planos finitos nos sefiala que la geometria proyectiva que definen lo¢ axiomas del 14.11
al 14.15 no es categdrica: no es una sola geometria, sino muchas, y de hecho, una
infinidad de ellas.

5. En una geometria proyectiva cualquiera, el teorema de Sylvester (§ 4.7) resulta
falso.

* Si no insistimos en conservar el axioma 14.14, podemos desarrollar una “geometria
de caracteristica 2", en la Que p sea una potencia de 2. Si no insistimos en el axioma .
14.15, podemos un plano “no Desarguesiano”, Una aplicacion de esto al caso
de !csd cuaiiludos latinos mutuamente ortogonales, se encuentra en Robinson 1, pig. 161,
Apéndice 11.
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142 COORDENADAS PROYECTIVAS

jEl dlgebra moderna no parece tan terrible si se la exprese en
estos rérminos geométricos!

G. de Robinson (1906 )
[Robinson 1, pig. 94]

Hemos visto (en § 13.7) que tres nimeros reales sirven como coordenadas
baricéntricas f;, f;, f3 de un punto en el plano afin (con respecto a un
tridngulo de referencia cualquiera) si v sélo si

I+t + 13550,

También servird una ecuacién lineal homogénea de la forma 13.72 como
ecuacion de una recta si y solo si los coeficientes 7, T, T3 no son todos
iguales. Los comentarios que se hicieron un poco después de enunciar 13.84
sefialan que estas restricciones artificiales se pueden evitar al extender el
plano real afin al plano proyectivo real por medio de la adicion de la recta
en el infinito.

14.21 I+t 4+13=0

y de todos sus puntos (que son los puntos en el infinito en diversas
direcciones).
Al interpretar Ty, T,, T'; como la distancia desde 4,4,45 a la recta

Tity + Tatz + Tst3 = 0,

es obvio que se obtiene una paralela al afiadir el mismo nimero a los tres
coeficientes T'. Por lo tanto, el punto de interseccién de dos paralelas cumple
14.21, es decir, estd en la recta en el infinito.

Con el fin de subrayar el hecho de que en la geometria proyectiva la recta
en el infinito no tiene un papel especial, abandonaremos las céordenadas
baricéntricas (f,, ty, 13) para establecer las coordenadas proyectivas generales
(x1, x5, x3) que estin dadas por

I1 = X1, [z = aXs, I3 = u3Xs,

donde uy, ma, p3 son constantes, wyuaus #=0. Asi, (x,, X, x3) es el
centroide de las masas p,x, en A, (a=1, 2, 3), y la recta en el infinito
tiene la ecuacién, carente de rasgos particulares

X1 + pexz + paxz = 0.

El contraste entre estas dos clases de coordenadas también se puede
expresar de la manera siguiente. Tenemos que las coordenadas baricéntricas se
pueden referir a un tridngulo dado cualquiera; los puntos “mis sencillos”

(1,0,0), (0,1,0). (0,0,1)

son los vértices, y el punto unitario (1, 1, 1), el centroide. Un aspecto mds
atil de las coordenadas proyectivas consiste en que se pueden referir ja
cualquier cuadringulo dado! Si tomamos tres de los cuatro vértices de
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manera que se forme un sistema de coordenadas baricéntricas, podemos decir
que el cuarto vértice es (M;. M2, p3). Al usar cada coordenada u con el
objeto de efectuar la tramsicion a las coordenadas proyectivas, el nuevo
vértice recibe las coordenadas nuevas (1, 1, 1). Asi como en la geometria
afin todos los tridngulos eran parecidos, tenemos en la geometria proyectiva
que fodos los cuadrangulos son parecidos.

Con el objeto de demostrar que las coordenadas proyectivas constituyen
un modelo (en el plano afin aumentado) del plano proyectivo abstracto que
se defini6 en § 14.1, podemos tomar cada uno de nuestros axiomas
geométricos y demostrarlo de manera analitica (es decir, algebraica).

Para demostrar 14.11, no tenemos mds que observar que la recta que une
los puntos (¥y, ¥2, ¥3) y (21, 22, z3) es

14.22 o] -
Z2 I3 Z3 I1

Vi Ve

X1 +
- 21 22

g =0

De la misma manera, en lo que se refiere a 14.12 (o, mejor dicho,
14.121), el punto de interseccion de las rectas ZY, x,=0y 2Z, x,= 0 es

( Y2 Ys Y;; Yl Yl Yz )

Zy Zj Zy Z, Z, Z,
En relacion con 14.13, podemos usar los cuatro puntos

14.23 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1, 1,1,

Los puntos diagonales del cuadringulo que se ha formado son
O.1L1D (1,01, {,1,0).
Si estos tres puntos estdn en una recta £X, x, = 0, habremos de tener
14.24 Xo+X3=0, Xa+X1=0, X;+X2=0,
de donde X, = X; = X3 = 0, que es absurdo. Asi se ha demostrado 14.14.

Por dltimo, con el fin de demostrar 14.15, empleamos las coordenadas
14.23 para los cuatro puntos

Ay, A Aa Ci.
Lu las rectas 1Ay, Ay, 1 A3, que son

X2 = X3, X3 = X;, X1 = Xg,

tomamos puntos B, B3, B, que serin
(1), (1,0, 1), (@ 1,7)

Las tres rectas A3B,, A,B;, A,B,, puesto que son

X1 = pX2, X2 = gX3, X3 = IXy,
pasan todas por el mismo punto C; si
14.25 pgr = 1.
Las tres rectas A3B3, A;B,, A, B;, puesto que son

X2 = gX1, Xy = pX3, X3 = IXg,
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pasan todas por el mismo punto C; si

gpr = 1.

Tenemos que esta condicion concuerda con 14.25, y en consecuencia, ha
terminado la demostracion, Sin embargo, es importante que sefialemos que la
deduccion anterior puede llevarse a cabo en la situacién mds general, cuando
las coordenadas no pertenecen a un campo sino a un anillo de division
arbitrario [Birkhoff y MacLane 1, pag. 222]. Podemos seguir hablando de
puntos y rectas, pero el axioma 14.15 tendrs que ser reemplazado por una
afirmacién mds débil si el anillo coordenado incluye elementos Py q tales
que

Pq 7 qp.

Por “ejemplo, podriamos tener qQue p=k y g=j en una “geometria de
cuaternios” de coordenadas que como base tuvieran las “unidades” | 4G S
que cumplieran

2 =j%=k® = jjk = —1.

Cuando los puntos 4 y B se eligen de esa manera, 14.15 resulta falso. Hemos
establecido asi una relacion importante entre la geometria y el dlgebra: el
descubrimiento de Hilbert, consistente €n que si se usan coordenadas
homogéneas en un plano que satisfaga los primeros cuatro axiomas. el
teorema de Papo es equivalente a la ley conmutativa de la multiplicacion,

EJERCICIOS

. A partir de cinco puntos, de los que tres no son colineales, podemos asignar las
coordenadas 14,23 g cualesquiera cuatro de ellos, vy entonces tendremos que las
coordenadas (xy, x5, x3) del quinto quedan determinadas (al margen de la posibilidad
de multiplicarlas todas POr una constante). Si las razones mutuas de las tres coordenadas
X son racionales, podemos multiplicar por un “denominador comin”, de manera que
tengamos enteros. En este caso, el quinto punto se puede derivar de los primeros cuatro
por medio de una construccion lineal, en la que interviene una sucesion finita de
operaciones de unir dos puntos va determinados o de tomar el punto de interseccion de
dos rectas ya determinadas. Elaborese esta construccion con respecto al punto (1, 2, 3).

2. Los cuatro puntos (1, 1, +1) forman un cuadringulo completo tal que su
tridngulo diagonal es cl tridngulo de referencia,

3. Una configuracién 83, que consta de dos cuadringulos mutuamente inscritos,
existe en el plano proyectivo complejo, pero no existe en el plano proyectivo real.
Cuando en efecto existe, sus ocho puntos se presentan en cuatro pares de coordenadas
“opuestas” cuyas lineas de unién concurren. La figura completa es una configuracion
(94, 123). Indicacién: Sean los dos cuadringulos PPy PPy v PP3PsP4, de manera que
los tres conjuntos de puntos colineales consten de

PoPyPs, PyPyPy, PaP3Ps, P3PyPs, PyPsP;. PsPePo, PsP1Py, P1PyPs.

Tomese PyPyPs como el tridngulo de referencia y tomense Py, P4, Py como (1, 1, 0),
(0, 1, 1), (1, 0, x). Dediizcase que Ps y Pg son (1, 1, x+1) y (1, x +1, x). Obténgase
und ecuacién en x a partir de la colinealidad de PoPsPy.

4. Si p es un nimero primo impar, se puede obtener un plano proyectivo
finito GP(2, p) al tomar las coordenadas como elementos del campo CG(p) que
consiste en los p residuos (0, mas estrictamente, las clases residuales) de médulo P
[Ball 1, pigs. 60-61]. Por ecjemplo, la “aritmética finita” adecuada para GP(2, 3)
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274 geometria proyectiva*

consiste en los simbolos 0, 1, 2, que se comportan como enteros ordinarios, con la
excepcion de que

R0y 2x2=1,

En la notacién del ejercicio 3, al final de § 14.1, témese PoPy Py como tridngulo de
referencia y Ps como el punto unitario (1, 1, 1). Encuéntrense las coordenadas de los
demds puntos y ecuaciones para las rectas.

Los planos finitos, y los espacios n finitos GP(n, p) que les son andlogos, fueron
descubiertos por von Staudt* vy redescubiertos por Fano. Von Staudt tomé n como 2 ¢
3. Fano tomé p como nimero primo. La generalizacién GP(n, p¥) se debe a Veblen y
Bussey.

5. Al tomar las coordenadas como elementos de CG(2), que consta de los dos
“nimeros” 0 y 1 que funcionan seglin la regla de adicion

l1+1=0,

obtenemos una “‘geometria” finita en la que los puntos diagonales de un cuadringulo
completo jsiempre son colineales! Nuestra demostracién de 14.14 se derrumba agquf
debido a que ahora las ecuaciones 14.24 no solamente tienen la solucién inadmisible
X1 =X, =X3 =0, sino ademds tienen la solucién significativa X) =X, =X3=1,de la
que se obtiene la recta

X1+ X2 + x3 = 0.

Esta GP(2, 2) se puede describir de manera abstracta al denominar sus siete puntos P; y
sus siete rectas p; (i=0, 1,...,6) con la regla de que P; y pj serdn incidentes si y sélo
si

i+fj=0,103 (mod 7).

143 EL TEOREMA DE DESARGUES

La idea fundamental de una geometria pura provino del deseo
de los pintores del renacimiento de producir una geometria
“visual". ;Cudl es el verdadero aspecto de las cosas y cémo se
las puede representar en el plano de dibujo? Por ejemplo,
lenemos que no habrd paralelas, puesto que para el ojo
siempre parecen converger,

S. H. Gould (1909— )
[Gould 1, pig. 298]

Se dice que dos tridngulos cuyos vértices se han designado en un orden
determinado, estin en perspectiva desde un punto (o, con mas brevedad, “en
perspectiva™) si tres pares de vértice correspondientes quedan unidos por
medio de rectas concurrentes. Por ejemplo, en la figura 14.1b, los tridngulos
A3A2A; y ByB3B; (sic) estin en perspectiva desde Cy. Al permutar
ciclicamente los vértices de B,B3B,, hacia adelante o hacia atrds, veremos
que los dos mismos tridngulos estdn en perspectiva desde C; o C. Una

* K. G. C. von Staudt, Beitrdge zur Geometrie der Lage, vol. 1 (Niirnberg, 1856),
dgs. 87-88; Gino Fano, Giornale di Matematiche, 30 ( 1892), pags. 114-124; Veblen y
ussey, Transactions of the American Mathematical Society, 7 (1906), pigs. 241-259,
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de las maneras mds pulcras de enunciar el axioma 14.15 [véase Veblen ¥
Young 1, pdg. 100] es

Si dos triangulos estdn en perspectiva de dos maneras, también lo estén de
Ires.

Al formular el dual, tenemos que se dice que dos tridngulos estin en
perspectiva desde una recta si sus tres pares de lados correspondientes se
cortan en puntos colineales. G. Hessenberg* ha demostrado que los axiomas
que venimos empleando bastan para demostrar el

TEOREMA DE DESARGUES. Si dos triangulos estan en perspectiva
desde un punto, lo estin también desde una recta, », al revés, si estan en
perspectiva desde una recta, también lo estin desde un punto.

Figura 14.3a

Observaremos a continuacién los detalles. Sean dos tridngulos POR y
P'Q'R’ tales que estén en perspectiva desde O, como se tiene en la figura
1434, y sean sus lados correspondientes de manera que se corten en puntos

D=QR-QR, E=RP-RP, F~= PO - PQ.
Queremos demostrar que D, E, F han de ser colineales. Después de definir
cuatro puntos mds
S=PR-QR, T=PQ-0R,
U= PQ-0S, Vi=PQ -0S,
tenemos, en términos generales,t suficientes ternas de puntos colineales para

aplicar tres veces el axioma 14.15. La notacién “matricial” nos permite
escribir sencillamente

* Mathematische Annalen, 61 (1905), pags. 161172,
t Pedoe 2, pags. 35-42. Véase también Coxeter, Unvergangliche Geometrie, Birk-

héuser, Basel, 1963, pags. 290-291.
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276 geometria proyectiva

o Qg O P P PO T
PUSIEREERO R S| .l v U s
D sl E VT D E F

La iiltima hilera de la dltima matriz exhibe Ia colinealidad que se busca.
El reciproco es consecuencia del principio de dualidad.

EJERCICIOS

1. El tridngulo (p, 1, 1)(1, g, 1)(1, 1, r) estd en perspectiva con el tridngulo de
referencia desde el punto unitario (1, 1, 1). Los pares de lados correspondientes se
cortan en los tres puntos colineales,

Og—11T—7, (1—p0r—1), (p—1,1=4¢0).

2. En el teorema de Desargues intervienen 10 puntos y 10 rectas, que forman una
configuracion 103. Con el objeto de obtener una notacién simétrica, considérense los
tridngulos Py4Py4P34 v PysP3sP3s, que estdn en perspectiva desde un punto Py4s, v, en
consecuencia, desde una recta Py3P3 1Py, Entonces los tres puntos Pj; serdn colineales
cuando sus subindices contengan solamente tres de los niimeros 1, 2, 3’ 4, 5. Si los dos
niimeros restantes son k y /, podemos llamar a la recta Pkt- Entonces se pueden describir
los dos mismos tridngulos como Pispasp3s ¥ PiraP2aP3a, que estin en perspectiva
desde la recta pgs.

3. En el plano proyectivo finito GP(2, 3), los dos tridngulos P P2Pq y P3PgPy
estin en perspectiva desde el punto Py y desde la recta PgPyaPyg. Identif iquense los
puntos restantes en la figura 14.34. (En esta geometria especial, tanto U como V
coinciden con F, lo que no nos sorprende en vista de que en la figura 14.3a intervienen
14 puntos mientras la totalidad del plano no contiene sino 13.)

144 CONJUNTOS CUADRANGULARES Y ARMONICOS

El teorema de Desargues nos permite demostrar una propiedad importante
de un conjunto cuadrangular de puntos, constituido por los cortes que en los
seis lados de un cuadringulo completo hace una recta cualquiera que no pasa
por un vértice:

1441 Cada punto de un conjunto cuadrangular queda determinado de
manera tinica por los puntos restantes,

Demostracion. Sea PQRS un cuadringulo completo cuyos lados PS, 0S,
RS, OR, RP, PQ se cortan en una recta g (que no pasa por ningiin vértice) en
los seis puntos 4, B, C, D, E, F, donde algunos pares de éstos pueden
coincidir. (Los tres primeros puntos provienen de los tres lados que contienen
su vertice comun S; los tres tltimos de los lados respectivamente opuestos,
que forman el tridgngulo POR.) Para demostrar que F queda determinado de
manera Gnica por los otros cinco puntos, trazamos otro cuadrdngulo P'Q'R'S’
tal que sus primeros cinco lados pasen por 4, B, C, D, E, como se tiene en la
figura 14.4a. Puesto que los dos tridngulos PRS y P'R'S’ estin en perspectiva
desde la recta g, el reciproco del toerema de Desargues nos dice que estdn en
perspectiva también desde un punto; asi, tenemos que PP’ pasa por el punto
O =RR'-SS'. Y, de la misma manera, los tridngulos en perspectiva QRS y
Q'R'S' senialan que QQ' pasa por este mismo punto O, de manera que PORS
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y P'Q'R'S' son “cuadréngulos en perspectiva”. Por el teorema de Desargues,
ahora en su enunciado directo, los tridngulos POR y P'Q'R’ que estén en
perspectiva desde el punto O, también lo estin desde la recta DE, que no es
sino g; es decir, los lados PQ y P'Q’ cortan a g en el mismo punto F.

Figura 14.4a

Seguimos a Veblen y Young [1, pag. 49] y, por conveniencia usamos el

simbolo
(AD)BE)(CF)
para denotar la afirmacion de que los seis puntos forman un conjunto
cuadrangular del modo en que se ha descrito. El enunciado no se altera al
aplicar una permutacioén cualquiera a ABC si se la aplicamos también a DEF,
Y lo mismo es vilido para cualquiera de los conjuntos
(ADXEB)(FC), (DAYBEXFC), (DAXEB)(CF)

Para obtener nuevas permutaciones necesitaremos un nuevo cuadrdngulo.

Figura 14.4b

Si se aplica cierta medida de ingenio, es posible retener dos de los cuatro
vértices anteriores, por ejemplo, Q y S. Al definir

R = QR-SF, P = PS-QC,
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como se ha hecho en la figura 14 4, aplicamos el axioma 14.15 al exdgono
PRQCFS de acuerdo con el esquema de

P F Q
EERT S 1,
Re P E

y concluimos gue R_"P' pasa por E. Pero asi como del cuadringulo PORS se
obtiene Q(ABC, DEF), del cuadringulo P'QR’'S se obtiene Q(ABF, DEC).
Dicho de otra manera, la afirmacion Q(ABC, DEF) implica Q(ABF,DEC), y,
en consecuencia, también

1442 Q(ABC, DEF) implica Q(DEF, ABC).

En el caso especial, que es importante, Q (4BC, ABF), que se puede abreviar
asi:

H(4 B, CF),

se dice que los cuatro puntos constituyen un conjunto armonico o, con mds
precision, que F es el conjugado arménico de C con respecto a A y B. Esto
significa que A y B son dos de los tres puntos diagonales de un cuadringulo,
mientras C'y F se encuentran respectivamente en los otros lados, es decir, en
los lados que pasan por el tercer punto diagonal. El axioma 14.14 nos dice
que los conjugados armonicos C y F son diferentes (cuando no ocurre una
degeneracion, en cuyo caso coinciden con 4 y B).

R

Figura 14.4¢c

EJERCICIOS

1. H(AB.CF) esequivalente a H(BA, CF) oa H(AB, FC), 0o a H(BA, FC).

2. Describase detalladamente la construccion del conjugado armonico de C con
respecto a dos puntos dados A y B (de una recta que pasa por C, como se tiene en la
figura 14.4¢).

3. El conjugado armonico de (0, 1, A) con respecto a (0, 0, 1) es (0, 1, —A).

4. En GP(2, 3) (véase el ejercicio 3 al final de § 14.1), todo conjunto de cuatro
puntos colineales es un conjunto armonico en todos sus ordenes; por ejemplo, H (PgP,,

Papﬂ}o H(’O’:- P’Pl)' H(Popyi PIP3)-
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5. En la figura 6.6a, H (44', A ,43). Dediizcase la definicion métrica
AA] o AA;’
A A’ T A4,
on respecto a un conjunto arménico. (Indicacion: Al definir E' como se hizo al final de

§ 6.6, se puede considerar el cuadringulo que forman P, E, £' y ¢l punto en el infinito
de 4 ]P.)

14.5 PROYECTIVIDADES

Hilera es el conjunto de los puntos de una recta. El concepto dual, haz, se
define como el conjunto de las rectas que pasan por un punto. Las hileras y
los haces son casos de formas unidimensionales. Tendremos ocasion, a
menudo, de considerar una correspondencia (uno a uno) entre dos formas
unidimensionales. La correspondencia mis sencilla que se puede tener entre
una hilera y un haz surge cuando las rectas del haz unen los puntos de la
hilera con otro punto, de manera que la hilera viene a ser una seccion del
haz. La correspondencia entre dos hileras, que son secciones de un haz por
medio de dos rectas distintas se llama perspectividad, para la que escribiremos

— Q;
XKX 0 XKX‘

donde queremos decir que si X y X' son puntos correspondientes de ambas
hileras, la recta XX’ que los une pasa continuamente por el punto fijo O, al
que llamamos centro de la perspectividad. Hay naturalmente también una
clase dual de perspectividad, que relaciona haces en lugar de hileras.

El producto de un nimero cualquiera de perspectividades recibe el nombre
de proyectividad. Cuando dos hileras (o haces) se relacionan por medio de
una proyectividad, se dice que se relacionan proyectivamente, y escribimos

XRX"

Por ejemplo, en las circunstancias que ejemplifica la figura 14.5q,

ABCD 2 48oColy 2 A'BCD,  4BCD  aBCD,

Figura 14.5a Figura 14.5b
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Podemos definir andlogamente la proyectividad que relaciona un recorrido
con un haz, o vi

Dados tres puntos distintos 4. B, C en una recta y tres puntos distintos
A'B'C’ en otra, podemos relacionarlos por medio de un par de perspectivi-

Bo=AB -BA', C, = AC - c4’,
de manera que ABC %’AOB.,CO % A'B'C,

Para cada punto X de AB obtenemos un punto correspondiente X’ en A'B’ al
unir 4 con el punto Xo = 4'X - B,C,, de manera que

ABCX %A.,Bocoxo% ABCX.

Por el axioma 14.15, el eje B,C,, que es la “‘recta de Papo™ del exdgono
AB'CA'BC’, contiene el punto BC” - CB'. De la misma manera, contiene el

Y B (u otro par cualquiera de puntos correspondientes) en lugar de A’ yA.

Se puede demostrar [Baker 1, pags. 62-64: Robinson 1, pigs. 24-36] que
el producto de un niimero cualquiera de perspectividades se puede reducir al
producto de dos de ellas que se ha descrito, si suponemos que las hileras
inicial y final no estdn en la misma recta, En otras palabras,

1451 Una proyectividad cualquiera que relaciona las hileras de dos
rectas distintas se puede expresar como producto de dos perspectividades
CUyos centros estan en puntos correspondientes (en el orden inverso) de las
dos hileras relacionadas,

Si queremos relacionar dos ternas de puntos diferentes 4BC yA'B'C de 1a
misma recta, podemos servirnos de una perspectividad arbitraria ABC=
AB\C, para obtener una terna en otra recta, y relacionar entonces

A1B,C; con A'B'C’ como o sefiala 14.51. En consecuencia

1452 Es posible, por medio de una sucesion de no mds de tres
perspectividades, relacionar tres puntos cualesquiera, distintos ¥ colineales
€on otros ires puntos cualesquiera, distintos ¥ colineales.

En una recta, la proyectividad X — X’ puede tener uno o mas puntos
invariantes (tales que X = X’). Sj tiene mas de dos puntos Invariantes, no es
sino la identidad X — X’. De hecho, la gonstruccién que dimos anteriormente
de una proyectividaé\

ABCX ~ ABCX’

€n una recta es tal que en ella intervienen Cuatro puntos de otra recta tales
que
ABCX ;‘—T AIB]C]X] K A,BC'/‘,JI
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Por 14.51, tenemos que en esencia hay una sola proyectividad A.B,C, = ABC.
Y asi hemos demostrado el

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA.
Una proyectividad se determina al determinar Ires puntos de una hilera y
los tres puntos correspondientes de otra.

Si una proyectividad que relaciona las hileras de dos rec tas distintas tiene un
punto invariante A, este punto, que pertenece a ambas hileras, tiene que ser
comun a las dos rectas, como se ve en la figura 14.5¢. Sean B y C dos puntos
mis de la primera hilera y B’ y C" los puntos correspondientes de la segunda.
El teorema fundamental nos dice que la perspectividad

ABC % ABC,

donde O=BB"+CC, es igual a la proyectividad dada ABC % AB'C’. En
consecuencia

14.53  La proyectividad entre dos rectas distintas equivale a una perspec-
tividad si y solo si su punto de interseccion es invariante.

A =D C B E F

Figura 14.5¢ Figura 14.5d

Volvamos a la idea de proyectividad entre los recorridos de una recta
(¢femplo, una transformacion proyectiva de la recta en si misma) para recordar
que, cuando esta transformacién no es simplemente la identidad, no puede
tener més de dos puntos invariantes. Se dice que la transformacién proyectiva
es eliptica, parabolica, o hiperbolica segin sea el nimero de puntos invarian-
tes implicados 0, 1 d 2. Al emplear coordenadas, los puntos invariantes
surgen de las raices de ecuaciones cuadraticas: asi, tenemos que las proyecti-
vidades elipticas no ocurren en la geometria compleja, y que

ABC ~ BCA

es eliptica en la geometria real [Coxeter 2, pdg. 48].

La figura 14.5d (cf. 14.4a) sugiere una construccién sencilla de una
proyectividad hiperbélica ABF + ACE, en la que se da uno de los puntos
invariantes:

2 ,spR
ABF < ASP 2 ACE.
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282 geometria proyectiva

Aqui § y P pueden ser dos puntos cualquiera colineales con respecto a A4, y

los otros dos vértices del cuadrdngulo son
Q=BS-FP, R =CS-EP

El segundo punto invariante es, de manera evidente, D, en QR. Al expresar la
misma proyectividad en la forma ADB 7 ADC (es decir, al determinarse

ape £ 4us R 4pc
A A

donde U=4S+QD. Podemos llevarla a cabo incluso cuando
coinciden (es decir, cuando & pasa por el punto diagonal U = PS
cuadringulo), y en este caso tenemos la proyectividad parabélica

AAB ~ A4AC
[Coxeter 2, pdg. 50].

Ay D

* OR del

Figura 14.5¢

)
F

Una involucion es una proyectividad de periodo 2, es decir, una proyecti-
vidad que intercambia pares de puntos. La figura 14.5e se deriva de la figura

arbitraria que pase por F, de manera que sean T,o w respectivamente, y

por ltimo al tomar Z = AQ - RC. Puesto que

apcr £ zrew 4 orFw R parc
N A N
tenemos
14.54 ADCF - DAFC.

Pero el teorema fundamental afirma que aqui no hay mis que una

proyectividad ADC 5 DAF. Por lo tanto, si una proyectividad
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tercambia A y D transforma a C en F, intercambia C y F. En otras pa-
labras,

14.55 Una proyectividad cualquiera que intercambia dos puntos es una
involucion.

Al aplicar el mismo conjunto de perspectividades a otro punto B, tenemos

g PRE

Puesto que Q(ABC, DEF), tenemos ya demostrado el teorema del conjunto
cuadrangular:

14.56 Los tres pares de lados opuestos de un cuadringulo encuentran a
una recta cualquiera (que no pase por un vértice) en los tres pares de una
involucion.

Al combinar este enunciado con el de 14.55, surge una demostracién
alterna del de 14.42 [Veblen y Young 1, pag. 101].

Puesto que la involucion ACD 7 DFA se determina a partir de los pares
AD y CF (u otros dos pares cualquiera que le pertenezcan), se denota de
manera conveniente por

(AD)(CF)

0 (DAXCF) o (CF)AD), etc. Asi (AD)BE)CF) implica que el par BE
pertenece a (AD)CF), y CF a (AD)XBE), y AD a (BE)CF). Los puntos de
un par no han de ser necesariamente diferentes. Cuando A =D y B=E, de
manera que H(4B, CF), tenemos la involucion hiperbélica (44)(BB) que
intercambia pares de conjugados armoénicos con respecto a A y B. Puesto
que la misma involuciéon se puede expresar como (4A4)CF),

14.57 Si una involucion tiene un punto invariante, tiene otro, y
constituye una correspondencia entre conjugados armonicos con respecto a
estos dos puntos.

Y en consecuencia, no hay involuciones parabolicas.

EJERCICIOS
1. Denotcmos las rectas OA, OB, . ,OIA', OlB', ...y AgBg de la figura 14.5q
por a, b,. , b,...y o. Por medio del principio de dualidad, justifiquese la
notacién Al g abed.

2, la propledad armonica es ipv te bajo una proyectwldad si H(4B, CF) y
ABCF — A'B'C'F', entonces H{ABp 2“1!-91 ) [Coxeter 2, pig. 23].

3: H{AB CF) implica H(CF, AB). (Indicacién: Por 14.54, ACBF — CAFB)

4. Tricese un cuadringulo y su seccidn, como se hizo en la figura ]4 5d. Tomese
arbitrariamente un punto X en g y constriyase el punto correspondiente X' en la
proyectividad hiperbolica

ABF = ACE.

Higase lo mismo con respecto a ADB +ADC, y dibijese también la figura modificada
adecuadamente, de la proyectividad parabolica A48 KAA C,

www.elsolucionario.net



284 geometria proyectiva
5. No bastan dos perspectividades para construir una proyectividad eliptica,
6. En la notacién de la figura 14.45,

4pck € avre £ purr S parc

7. Se puede expresar cualquier proyectividad como producto de dos involuciones
[Coxeter 2, pag. 54].
8. Las proyectividades de la recta X3 =0 son las transformaciones lineales

'y
BX'2 = Co1X) + CaoXa,

donde €162 #¢,2¢2;. ;Bajo qué circunstancias se tiene que esta proyectividad es (i)
parabélica, (ii) una involucién?

C11X1 + Cr2X7,

146 COLINEACIONES Y CORRELACIONES

Una colineacion es una transformacién (del plano) que transforma puntos
colineales en puntos colineales. Por lo tanto, transforma rectas en rectas,
hileras en hileras, haces en haces, cuadringulos en cuadringulos, y asi
sucesivamente. Una colineacion proyectiva es una colineacién que transforma
proyectivamente toda forma unidimensional.

14.61 Una colineacion cualquiera que transforma un recorrido en otro
que se relaciona con el primero de manera proyectiva es una colineacion
proyectiva,

Demostracion. [Bachmann 1, pig. 85]. Sea la colineacion dada tal que
transforma la hilera de puntos X en una recta determinada @ en una hilera de
puntos correspondientes X' de la recta o', que se relaciona proyectivamente
con la primera, y transforma los puntos Y de otra recta b en puntos
correspondientes Y’ de b'. Cualquier perspectividad que relacione a X y ¥ se
transformard en una perspectividad que relaciona a X' y Y. En consecuencia,

de manera que la colineacién induce una proyectividad Y'K Y' entre los
puntos de b y b', que es lo que se queria tener.

Por lo tanto, una colineacién proyectiva queda determinada en cuando se
dan dos cuadrdngulos (o cuadrilteros) correspondientes [Coxeter 2, pag. 60].

Una colineacion en perspectiva con centro en O Y €je 0 es una colineacion
que conserva invariantes todas las rectas que pasan por O y todos los puntos
de o. (Por 1461, toda colineacion en perspectiva es una colineacién
proyectiva.) De acuerdo con Sophus Lie (1842-1899) decimos que una
colineacién en perspectiva es una homologia cuando el eje y el centro no son
incidentes, y una elacion cuando el eje y el centro inciden. La homologia
armonica es un caso especial que se tiene cuando los puntos correspondientes
A y A’ de una recta 4 que pasa por O son conjugados arménicos con
respecto @ O y a 0 - a. Toda colineacién proyectiva de periodo 2 es una
homologia arménica [Coxeter 2, pég. 64].

Hemos visto que una colineacién es una transformacion de punto a punto
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. colineaciones y correlaciones 285

y de recta a recta que preserva la incidencia. De manera un tanto andloga,
una correlacién es una transformaciéon de punto a recta y de recta a punto
que dualiza la incidencia: transforma los puntos A en rectas @ y las rectas b
en puntos B, de manera que @' pasa por B' siy solo si A estd en b. ¥ asi,
una correlacion transforma puntos colineales en rectas concurrentes (v
viceversa), hileras en haces, cuadringulos en cuadrildteros, y asi sucesiva-
mente. Una correlacion proyectiva es una correlacién que transforma toda
forma unidimensional de manera proyectiva. Y de modo parecido al de la
demostracién de 14.61, podemos establecer que

14.62 Una correlacion cualquiera que transforme una hilera en un haz
que se relaciona proyectivamente con ella (o viceversa) constituye una
correlacion proyectiva.

En consecuencia, una correlacion proyectiva queda determinada en cuanto
se dan un cuadrdngulo y el cuadrilitero correspondiente [Coxeter 2, pig. 66].

Una polaridad es una correlacién proyectiva de periodo 2. En general, una
correlacion transforma un punto 4 en una recta a y esta recta la transforma
a su vez en un nuevo punto 4", Cuando la correlacién es de periodo 2, 4"
siempre coincide con 4 y podemos simplificar la notacién al omitir las
primas (). Tenemos asi que una polaridad relaciona 4 con a, y viceversa. De
acuerdo con J. D. Gergonne (1771 —1859), diremos que a es la polar de A, y
que 4 es el polo de a. Es evidente que las polares de todos los puntos de a
forman un haz de rectas que se relacionan proyectivamente con ella y que
pasan por A.

Puesto que una polaridad dualiza la incidencia, si 4 estd en b, a pasard por
B. En este caso, decimos que A y B son puntos conjugados y a y b rectas
conjugadas. Puede suceder que a y A incidan, de modo que sean autocon-
Jugados. Podemos afirmar que esto no sucede siempre, pues se demuestra con
facilidad que la recta de unién de dos puntos autoconjugados no puede ser
una recta autoconjugada. Un poco mis dificil es la demostracion de que
ninguna recta contiene mds de dos puntos autoconjugados [Coxeter 2, pég.
68]. El teorema siguiente nos servird en § 14.7:

14.63 Una polaridad induce una involucion de puntos autoconjugados en
cualquier recta que no sea autoconjugada,

Demostracion. La proyectividad X A@°Xx, en una recta cualquiera que
no sea autoconjugada (figura 14.6a) transforma todo punto que no sea
autoconjugado, B, en otro punto C=a- b, cuya polar es AB. La misma
proyectividad transforma C en B. Puesto que intercambia B y C, tiene que
ser una involucion.

Y' con respecto al punto de vista dual, tenemos que x y AX se
intercambian en la involucion de rectas conjugadas que pasan por A.

Este tridngulo ABC en el que cada vértice es el polo del lado opuesto (de
manera que dos vértices son puntos conjugados y dos lados son rectas
conjugadas, todos ellos tomados arbitrariamente) recibe la denominacién de
autopolar. Si P es un punto cualquiera que no esté en uno de los lados, su
polar p no pasard por un vértice, y se puede describir la polaridad como la
tnica correlacién proyectiva que transforma el cuadringulo ABCP en el
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286 geometria proyectiva

cuadrilitero abep. Un simbolo adecuado, andlogo al de (AB)PQ) que se usa
para las involuciones, es

(ABC)(Pp).

Por lo tanto, un tridgngulo cualquiera ABC, un punto cualquiera P que no esté
en uno de sus lados y una recta P que no pase por un vértice, determinan
una polaridad definida (4BC)(Pp), en la que la polar x de un punto arbitrario
X se puede obtener a partir de simples incidencias. Como primer paso para
realizar esta construccion, necesitamos el siguiente lema:*

Figura 14.6a

14.64  Si las polares de los vértices de un triangulo son distintas de los
lados opuestos respectivamente, cortan a estos lados en tres puntos colineales,

Demostracion. Sea APX un tridngulo en el que los lados PX, XA. AP
cortan a las polares a, p, x de sus vértices en los puntos 4,, P, X, como se
tiene en la figura 14.6b. La polar de X, =x+AP es, por supuesto,
Xy =X(@ - p). Definamos también los puntos adicionales P’ =gq - AP,
X' =a-AX y sus polares p'=A(a-p) y x'=A( - x). Por 14.54 y la
polaridad, tenemos

APPX; = PAX\P - paxp = AX'XP,,

Por 14.53, AP'PX, FAX'XP; . Puesto que el centro de esta perspectividad es
PY *PX=A,, los tres puntos A,, P,, X, son colineales, como se enuncio.
Estamos preparados para intentar la construccion (figura 14.6¢):

14.65 En la polaridad (ABCXPp), la polar de un punto X (que no esté
en AP, BP, ni p) es la recta X 1X2, que se determina por medio de

* Se conoce como el teorema de Chasles. La demostracion que se da en The Real
Projective Plane [Coxel.ar 2, pag. ?llcs suficiente con respecto a la geometria real, pero
no lo es en relacién con la geometria mas general que se desarrolla aqui. El lema 5.54
del libro citado resulta falso en la geometria finita G(}’ (2, 3), que admite un cuadrilitero
Cuyos tres pares de ices opuestos Py P,, P3Pg, PsPqy son pares de puntos conjugados
o tapbolaridad Fi=p, aun los cuatio’ lados P1PsPer PPebe, Prppe: P,PsPg
contienen sus polos respectivos Py, P, Pg, Py1y. (Los otros tres de los trece puntos de
este plano finito son los puntos diagonales del cuadringulo PoPPgPyy; las rectas que
los unen por mm son las diagonales del cuadrilitero PoP7PsP11.) Véase también W. G,
Brown, Canadian Mathematica Bulletin, 3 (1960), pags. 221-2’;3.
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Figura 14.6b Figura 14.6¢

A1=a-PX, PIZP'AX, X1=AP'A1P1,
Bg b'PX. Pz:p'BX, Xz:BP‘Bsz.
Demostracion.  Por 14.64, las polares a, p, x cortan las rectas PX. AX.
AP en tres puntos colineales, de los que los dos primeros son A y P. En
consecuencia, x pasa por X; = AP+ A P;. De la misma manera, x pasa por
Xy =BP-B,P,.
En términos de coordenadas, una colineacion proyectiva es una transfor-
macion lineal homogénea

14.66 ’J-x’n = Ecﬂﬁxlg, del(can) ?ﬁ 0,

donde se entiende que la suma se toma sobre el indice repetido f (para cada
valor de «). Al no anularse el determinante, resulta posible resolver las
ecuaciones de xg en términos de x',, de manera que se obtenga la
colineacién inversa. Al ajustar de manera conveniente los coeficientes Caps
podemos transformar el cuadringulo particular de 14.23 en cualquier cua-
dringulo dado [Coxeter 2, pdg. 197].

Puesto que el producto de dos correlaciones (por ejemplo, una polaridad y
otra correlacion) es una colineacion, cualquier correlacion proyectiva dada se
puede expresar como producto de una polaridad arbitraria y una colineacion
proyectiva adecuada. La polaridad més conveniente con respecto a estos
propdsitos la constituye la correlacién en la que la recta

EXG.XG =0
es la polar del punto (X,, X,, X3). Al combinarla con la colineacién general

de 14.66, obtendremos la correlacién que transforma cada punto (¥) en la
recta

14.66] E(Ecaﬂy,ﬂ)xa — 09

donde nuevamente debemos tener det(c,s)5=0. De hecho, la correlacién se
asocia con la ecuacion bilineal

22, pxyp = 0
[cf. Coxeter 2, pdg. 200].
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La correlacion serd una polaridad cuando sea igual a su inversa, de Ia que
tenemos la ecuacién, al intercambiar x)y (»):

2Zc.0% = 0, o 22chax,yp = 0,

Asi, tenemos que ocurre una polaridad cuando Cpa = ACqp, donde A es igual
con respecto a todas las a y 8, de Anera que C,p = Acp, = A2, A2 = 1,
A==*1 Pero no podremos tener \ — — 1, puesto que el determinante
quedaria como

0 C1z2 —cyy
—C12 0 Coz =0,
&1 —cy  Q

En consecuencia, \ = 1, ¥€s0 = Cop. En otras palabras,

14.67 Una correlacion Proyectiva es una polaridad s; Y $olo si tiene una
matriz simétrica de coeficientes,

Y la polaridad general queda dada por

14.68 EEc,,,qu,,. =10 Cte = Cop, det(c,z) £ 0,

lo que significa que la polar de (y,, V2. 73) es 14.661, o que 14.68 es la
condicién para que los puntos (x) y () sean conjugados. Al igualar Yo ¥ xp,
deducimos la condicién

Ezfaﬂx,,x” = 09
(o]
€11X1% 4 C29x9% + a2 4 2c23%2%3 + 2€31X3%1 + 2c19x1%9 = 0,

para que el punto x sea autoconjugado. En consecuencia,

14.69 Cuando un polaridad - admite puntos autoconjugados, su lugar
geomeétrico se determina por medio de una ecuacion de segundo grado,

EJERCICIOS

L. Dados el centro ¥ ¢l eje de una colineacign €n perspectiva y un par de puntos
correspondientes (colineales con respecto al centro), constriyase el punto transformado
X’ a partir de un punto cualquiera X [Coxeter 2, pag. 62].

2. Dos tridngulos en perspectiva cualquiera se relacionan por medio de una
colineacién en iva.

3. Una colineacion que conserve invariantes solamente los puntos de up recta,
constituye una elacién,

4. Una homologia elativa de €je o0 se puede EXpresar como producto de dos
homologias arménicas con el mismo eje o [Coxeter 2, pag. 63].

5. EnGP(2, 3) 13 transformacién p; —*Pi4y (con subindices de modulo 13 reducido)
es evidentemente una colineacién de perfodo 13, iConstituye una colineacién proyec-
tiva? Considérese asimismo 1a transformacion P; — Py,

6. (Qué clase de colineacién es

() xy = x,, X3 = %5, X'y = €x3;
(I.l) fl =X1 4 Cixs, X’g = X2 + Caxg, X'y = x37

7. Por medio de 14.64, demuéstrese ¢l teorema de Hesse: si dos pares de vértices
Opuestos de un cuadrildtero completo constituyen pares de puntos conjugados (en una
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polaridad dada), entonces el tercer par de vértices opuestos es, de la misma manera, un
par de puntos conjugados.

8. Demuéstrese desde el punto de vista analitico el teorema de Hesse. (Indicacion:
Apliquese la condicion 14.68 a los pares de vértices

0,1, £, (1,0, 1), (1,=1,0)

del cuadrilitero x; +x, +x3 =0.)
9. La ecuacién bilineal

X1+ Xavs 4 xa93 = 0

es la condicién para que (x)y (¥) sean conjugados en la polaridad (ABC)(Pp), donde
ABC es el tridngulo de referencia, P es (1, LD ypesxy +x; 4x3=0. ;Hay puntos
autoconjugados? Considérese el caso, en particular, en el que las coordenadas son
residuos de modulo 3.

14.7 LA CONICA

Las tres conocidas curvas que llamamos “'secciones cénicas”
tienen una larga historia. Su descubrimiento se atribuye a
Menaecmo, que vivié hacia 350 a. J, C. Fueron centro de la
atencion de los mejores gedmetras griegos hasta Papo de
Alejandria. . . . Un nuevo interés por el tema surgié en el siglo
diecisiete, de manera muy vivida, . . . Parece justificado
afirmar que siempre tendrin un lugar en los temarios mate-
mdticos,

I. L. Coolidge (1873—1954)
[Coolidge 1, prefacio]

En el plano proyectivo no hay sino una clase de cénica. La distincion que
nos es tan familiar entre la hipérbola, la pardbola y la elipse pertenece a la
geometria afin. Para hablar con precision, depende de que la recta en el
infinito sea una secante, una tangente o no corte a la curva [Coxeter 2, pag.
129].

R c
Figura 14.7a

S

Se dice que una polaridad es hiperbélica o eliptica segln tenga o no tenga
un punto autoconjugado. (En el primer caso, también admitird una recta
autoconjugada: la polar del punto.) El punto autoconjugado P, cuya sola
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existencia hace de una polaridad una polaridad hiperbélica, no es en absoluto
el tnico punto autoconjugado: hay otro en cada recta que pasa por P, con la
excepcion de su polar p. Con el objeto de demostrar esta afirmacion,
emplearemos 14.63, por medio del que sabemos que toda recta de ésas
contiene una involucién de puntos conjugados. Por 14.57, esta involucién,
que tiene un punto invariante P, tiene también un segundo punto.invariante
0, que es, por supuesto, otro punto autoconjugado de la polaridad. Asi, la
presencia de un punto autoconjugado implica la presencia de muchos (tantos
como haya rectas que pasen por un punto; por ejemplo, una infinidad en la
geometria real o en la compleja). Su lugar geométrico es una conica y sus
polares son sus tangentes. Esta definicion sencilla, que se debe a von Staudt,
nos muestra la cénica como figura autodual: el lugar geométrico de los
puntos autoconjugados y también la envolvente de las rectas autoconjugadas,

El lector no debe olvidar que solamente hay dos clases de polaridad y que
solamente hay una clase de conica. La terminologia tal vez no sea muy
adecuada: una polaridad hiperbdlica tiene muchos puntos autoconjugados,
que forman una cénica; la polaridad eliptica carece por completo de puntos
autoconjugados; sin embargo, proporciona a cada punto una polar y un polo
a cada recta. No existe la “polaridad parabdlica™.

La tangente hace honor a su nombre al tocar solamente una vez la cénica
en su polo, el punto de contacto. Cualquier otra recta se llama secante o no
Secante segin corte la conica dos veces o ninguna, es decir, segiin sea
hiperbélica o eliptica la involucién de puntos conjugados en ella. Dos puntos
conjugados cualquiera en una secante PQ, que quedan aparejados por la
involucion (PP)(QQ), constituyen conjugados armonicos con respectoa Py Q.

a POR un tridngulo inscrito en una conica, como se tiene en la figura
14.7a. Una recta cualquiera ¢ que sea conjugada de PQ ha de ser la polar de
algin punto C de PQ. Sea RC tal que corte nuevamente a la cénica en S.
Entonces tendremos que C es uno de los tres puntos diagonales del
cuadrdngulo inscrito PQRS. Los otros dos son

A =PS-QR, B =QS-RP.

La recta que los une corta los lados PQ y RS en los puntos C, y C; tales
que H(PQ, CC,)y H(RS, CC;). Puesto que C, y C;, son conjugados de C, la
recta AB, que los contiene, es ¢, la polar de C. De la misma manera, BC es la
polar de 4. Por lo tanto, 4 y B son puntos conjugados. Y estos puntos
conjugados son las intersecciones de ¢ con los lados QR y RP del triangulo
dado. En consecuencia,

TEOREMA DE SEYDEWITZ. Si un tridngulo se inscribe en una conica,
cualquier recta conjugada con respecto a uno de sus lados corta a los otros
dos en puntos conjugados.

De aqui no nos resultari dificil deducir el

TEOREMA DE STEINER. Sean las rectas x » y tales que unan un punto
variable de una cénica a dos puntos fijos de la misma conica; entonces se
cumple que x —y.

Demostracion. Las tangentes Py g, en los puntos fijos Py Q, se cortan
en D, el polo de PQ. Sea ¢ una recta fija que pase por D (pero no por P ni
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yen B y A, como se tiene en la figura 14.7b. Porel :
itz, BA es un par de la involucién de puntos conjugados
‘variar el punto x * y en la conica,

Figura 14.7¢

La construccion que veremos en seguida de una conica que pase por cinco
puntos dados, de los que tres no son colineales, se debe a Braikenridge y a
Maclaurin, que la descubrieron independientemente, hacia 1733 [Coxeter 2,
pag. 91]. Sean 4,, By, C;, A,, B, los cinco puntos, como se tiene en la
figura 14.7¢; entonces, la conica consiste en el lugar geométrico de los puntos

Cg — A;(Z : Clﬁg) i B]_(Z * 6132),

donde z es una recta variable que pasa por el punto 4,B; * B,4;. Tenemos
aqui el reciproco del

TEOREMA DE PASCAL. Si se inscribe en una conica un exdgono
AB;,C A3B,C,y, los puntos de interseccion de los pares de lados opuestos, a
saber

B1Cy + BoCy, CiAp - Cady, AyB, - A3B,
son colineales.
Pascal descubric su famoso teorema [Coxeter 2, pdg. 103] cuando
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tenfa solamente dieciséis afios. Mds de 150 afios después, fue dualizado
(véase la figura 14.7d):

TEOREMA DE BRIANCHON. Si se circunscribe un exdgono alrededor
de una conica, sus tres diagonales concurren.

Vimos en § 8.4 gue las conicas del espacio euclidiano tienen ecuaciones
de segundo grado en coordenadas cartesianas. Las mismas ecuaciones en
coordenadas afines conservan su validez en la geometria afin, y se obtienen
con ellas ecuaciones homogéneas de segundo grado en coordenadas baricén-
tricas (§ 13.7) y en coordenadas proyectivas (§ 14.2). Asi, por medio de
14.69 se puede conciliar la definicién de von Staudt de la cénica con las
definiciones cldsicas. En particular,

X1X3 = xp2

es una conica que toca las réctas x3 =0y x; =1 en los puntos respectivos
(1,0,0) y (0, 0, 1). Se puede parametrizar esta conica en la forma

Xy i Xg i xg=rtil,

C2
by

a

@z

by

Figura 14.7d

que la caracteriza como el lugar geométrico del punto de interseccion de
miembros correspondientes de los haces de rectas proyectivamente relacio-
nados i

X3 =1Ixz2 Yy Xxp=ix;

Si det (c.z) = 0, la forma cuadrética 2Zc,pX.Xg se puede expresar como
producto de las dos formas lineales =a,x, y Zbgx,. De acuerdo con esto, se
puede considerar a veces un par de rectas como el caso de degeneracion de
una conica. Y en este sentido, el teorema de Pascal se puede considerar como
una generalizacion del axioma 14.15.

EJERCICIOS

l. Si se inscribe un cuadringulo en una conica, sus puntos diagonales forman un
tridngulo autopolar. Las tangentes a los vértices del cuadringule forman un
cuadrildtero circunserito cuyas diagonales son los lados del mismo_tridngulo [Coxeter
2, pags. 85, 86].

2. Con respecto a la proyectividad x — y del teorema de Steiner, investiguense las
posiciones especiales de x y y cuando 4 o B/c\aim:iden con D.
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d es PQ, el lug

mtt‘mera recta (que no pasa por nj
involucién [Coxeter 2, pég. 90].
3. Si, dada una polari

6. Si dos tridngulos tienen sejs vérti

la polaridad P;»p; o
etermina una cénica que consiste en los cuatro puntos Py, P, Pg,
11 ¥ las cuatro rectas Po, P17, Pg, pyp;. (Indicacién: PoPyPgP, , -I—P,P-;PSP.;?‘-
PoPapgpi;.)
8. La ecuacién X g -!-.1:22 -x;z =0 representa una conica con respecto a la que el
tridngulo de referencia €S autopolar. Verifiquese el teorema de Pascal aplicado al
exdgono inscrito

0, 1. 1) (0, —1, 1(1;0,1) (~1, 0. 1) (3.4, 5) (4, 3,5).

14.8 EL ESPACIO PROYECTIVO

Nuestra geometria es ung geometria abstracta, E} razo-
namiento podria ser seguido por espiritu incorpéreo que no
tuviera ni idea de lo que es un punto fisico, de la manera en
que un ciego de nacimiento podria entender la teoria electro-
magnética de la lyz,

H. G. Forder [1, p4g. 43]

El axioma 14.12 limitaba la geometria a un solo plano. Al retirar esta
restriccion, conviene que€ nos preguntemos por el significado preciso que damos

(cf. 12.431) restringe el niimero de dimensiones a tres.

AXIOMA 14.81 5i A4, B, C D son cuatro puntos distintos, tales que
AB encuentra 4 CD, entonces AC encontrard a BD.

AXIOMA 14.82 Hay por lo menos un bunto que no estd en el plano
ABC.

AXIOMA 14.83 pos planos cualquiera se cortan en una recta,
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Tenemos aqui un principio de dualidad diferente: los puntos, las rectas y
los planos corresponden a planos, rectas y puntos (cf. § 10.5). Dos lineas
que se cortan, @ y b, determinan un punto a-b y un plano ab; estos
conceptos son duales. De dos rectas que no se cortan se dice que se cruzan.
La teoria de colineaciones y correlaciones [Coxeter 3, pdgs. 63—70] es
andloga a la del caso bidimensional, con la excepcién de que los puntos
autoconjugados’ de una recta ya no se restringe a 0, 1 6 2. Tenemos, en lugar
de dos clases de polaridad, cuatro: una “eliptica”, que carece de puntos
autoconjugados, dos “hiperbdlicas™, cuyos puntos autoconjugados forman
una cuddrica (reglada o no reglada), y otra, la polaridad vacia (o “‘sistema
vacio™) jen la que todo punto del espacio es autoconjugado!

La idea de definir una cuddrica como el lugar geométrico de los puntos
autoconjugados de una polaridad tridimensional (de la segunda o tercera
clases) se debe a von Staudt. F. Seydewitz* elaboré otro método, que emplea
una polaridad bidimensional en un plano arbitrario w. La cuidrica se
presenta como el lugar geométrico del punto

PA - Qa,

donde Py Q son puntos fijos (de la cuddrica) mientras 4 es un punto que
varia en w y a es su polar. Esta definicion permite considerar como casos
degenerados de la cuddrica una cénica o un par de planos.

Con el objeto de dar una idea del sabor de la geometria proyectiva del
espacio, consideraremos unos cuantos teoremas caracteristicos. Supongamos
que de un cuadringulo completo PQRS se obtiene el conjunto cuadrangular

Figura 14.8a

(AB)BE)CF) es una recta g, como se tiene en la figura 14.8a. En otro
plano gue pasa por g, los lados de un tridngulo P'Q'R’ pasan por 4, B, C, y
sea DP" tal que corte a £Q" en S'. Por el teorema 14.42, sabemos que S estd
en R'F. A partir de esto tenemos dos configuraciones interesantes: una que
consta de ocho rectas (figura 14.8b) y otra de dos tetraedros mutuamente
inscritos.

* Archiv fiir Mathematik und Physik, 9 (1848), pig. 158.
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TEOREMA DE GALLUCCI. Si tres rectas que se cruzan encueniran
olras Ires rectas que se cruzan, una transversal cualquiera del primer comjunto
encontrara a una transversal cualquiera del segundo conjunto.

Demostracion.  Sean los dos conjuntos de rectas PQ’, P'Q, RS: PQ.PQ',
R'S. Esta notacién concuerda con la figura 14.84, pues debido a que PS y
Q'R" pasan ambas por 4, PQ' encuentra a R'S, y debido a que tanto OS
como R'P’ pasan por B, P'Q encuentra a R'S. La transversal deRaPQ ya
P'Q es

RPQ' - RP'Q = REQ' - RDP' = RS,
La transversal de R a PQ y a P'Q’ es
R'PQ-R'P'Q' = RFQ-RFQ' = R'F.

- Puesto que S’ estd en R'F, estas transversales se cortan, como se queria

demostrar.
R, S/

Figura 14.8b

TEOREMA DE MOBIUS. Si los cuatro vértices de un tetraedro estin
respectivamente en los cuatro planos de las caras de otro mientras tres
vértices del segundo estdn en tres planos de las caras del primero, entonces el
otro vertice del segundo estd en el plano de la otra cara del primero.

Demostracion. - Sean PQRS' y P'Q'R'S los dos tetraedros, donde

B, 0, R, s, By NSy
estan respectivamente en los planos
Q'R'S, PR'S, PQ'S, P'O'R’, ORS'. PRS’, POR,
como se tiene en la figura 14.84. Puesto que R'S’ pasa por F, en PQ, el

vértice restante R’ estd en el plano restante PQS’, que es lo que se queria
demostrar.

Al cambiar la notacién

YRR O Byl o R, §
por

S, 814 Sozs, Sae S2s Sia, Si2, Sizss
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deduciremos el primero de una notable “cadena” de teoremas que se debe a
Homersham Cox:* p

PRIMER TEOREMA DE COX. Sean los cuatro planos de posicién
general 0, 03, 03, G4 Qe pasan por un punto S. Sea Sjj un punto arbitrario
de la recta o;+ ;. nolemos por Oiik el plano SijSikSjk- Entonces los
cuatro planos 6,4, 132, 0125, 0,23 pasan todos por un punto Sy, ;4.

Es claro que gy, 932. O3, 0323 son los planos de las caras del tetraedro
P'Q'R'S, mientras 9234, 9134, 0124, 04 son los de las caras del
tetraedro inscrito-circunserito, RS". Sea 05 un quinto plano que pasa
por S. Entonces S, S2s. 835, Sis son cuatro puntos de os; 0j5 es un
plano que pasa por la recta_S;,Sj,; ¥ Sijks es el punto Oijs * Oiks * Ojks. Por
el dual del primer teorema de Cox, los cuatro puntos Sy34s, 8,245, Si23s
estan todos en un plano. Al intercambiar los papeles de o, Y 0s, vemos que
31334 estd en este mismo plano 323453134551345, al que llamaremos con
naturalidad 0, ,345. En consecuencia, tenemos el

SEGUNDO TEOREMA DE COX. Sean o,,..., 0s cinco planos de
posicion general que pasan por S. Entonces los cinco puntos Sy 345, 8,145,
81;45,.5‘,335,51“4 estan todos en el mismo plano 0y ,445.

Al afadir los digitos adicionales 56 a todos los subindices en el primer
teorema, deducimos el

TERCER TEOREMA DE COX. Los seis planos 023456, O13ase,
O12456, O12356, 012346, O12345 pasan todos por el mismo punto 5123456-

El sistema se ha aclarado: podemos continuar indefinidamente. El “(d —3)
teorema de Cox™ permite obtener una configuracién de 2d-! puntos y 2d-!
planos, donde d de los planos pasan por cada punto y d de los puntos estin
en cada plano.

Seria dificil obtener nuestro siguiente resultado sin emplear coordenadas,
Puesto que la ecuacion de |a cuddrica general

C1Xa® + ... ocaxe® + 2c19x1%0 + ... + 2c34x3x4 =

tiene 4 +6=10 términos, se puede trazar una cuddrica tnica £ =0 por
flueve puntos de posicion general: esto se explica al considerar que si se
substituye cada uno de los nueve conjuntos dados de x en Z=0,
obtenemos nueve ecuaciones lineales que se pueden resolver para las
razones mutuas de los diez coeficientes c. Y, de la misma manera, un
“haz” (o sistema infinito de manera tinica) de cuddricas

E*}-pz':O

* Quarterly Journal of Mathematics, 25 (1891), pig. 67. Véase también H. W.
Richmond, Journal of the London Mathematical Society, 16 (1941), pigs. 105-112, y
Coxeter, Bulletin of the American Mathematical Society, 56 (1950), pdg. 446. Cuando

imos cuatro planas que pasan POr un mismo punto como “de posicion general”

queremos decir que sus seis rectas de interseccién son diferentes,
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se puede trazar por ocho puntos de posicion general, y un “envoltorio™
(o sistema infinito de doble manera) de cuddricas

S¢ puede trazar por siete puntos de posicion general. Pero al resolver las
€cuaciones cuadriticas simultdneas

E:O, 2 =0, 2 =0

Para las razones mutuas de las cuatro ¥ obtenemos ocho puntos de
interseccion de las tres cuddricas. Y Jos ocho puntos estdn, como es natural,
en toda cuddrica del envoltorio. En consecuencia

El octavo punto unico queda determinado q partir de siete puntos de
posicion general, de Mmanera que toda cuddricq que pase por los siete pasa
también por el vetayo,

que los pares de planos 010234, 020,34, 030124 forman tres cuddricas
degeneradas que pasan por los ocho puntos

S, S14, Sag, Sz, 823, S1a, Sya, S12a4,

tenemos aqui ocho puntos asociados. Los primeros siete pertenecen también
al par de planos 040123. Puesto que ;334 no esti en o4, ha de estar en
O123, como se afirma.

llama régulo, Ej teorema de Gallucci sefiala que las rectas que cortan a tres
generadores de| régulo (donde se incluyen las tres rectas originales) forman
UN nuevo régulo “asociado™, tal que todo generador de ung cualquiera de Jos
régulos corta a todo generador del otro. Los dos régulos son los dos sistemas
de generadores de una cuddrica regladq.

Sean q,, by, ¢y, d, cuatro generadores del primer régulo, Yar,by,¢,,d,
cuatro generadores de| segundo, como se tiepe en la figura 14.8¢. Las
tres rectas

a; = b;(‘z . bgc‘l, b3 = (149 * Cody, Ch= a1b2 . azbl

forman evidentemente up tridngulo cuyos vértices son @ *ay, by - b,,
Cy*cg. G P Dandelin, en 1824, acufig el nombre de hexagramme
mystique para el exagono de lados cruzados (“alabeado™) a1byc1a3b,c,.
Al tomar la seccién de sus lados POr un plano § de posicion general,
obtuvo e] exagono plano A;B;C,AzB;C‘z en el que los Jados AB,,
B,Cy, .. .estin en los planos ab,, bgc,,...(ﬁgum 14.8d). Los puntos
de interseccién de los pares de lados opuestos, a saber

A3 = BiCy+ ByCy, By = Cid; - Coa,, C3 = 448, *AzB,
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c]..--

dy _pe—=]

Figura 14.8¢ Figura 14.8d

tales que cada uno estd en los dos planos @3bscs y &, son colineales. Al
permitir que ¢, varie mientras los otros lados del exdgono de lados cruzados
permanecen fijos, podemos ver, gracias a la construccion de Braikenridge—
Maclaurin (que constituye el teorema reciproco del de Pascal, figura 14.7¢)
que

La seccion de una cuddrica reglada por un plano de posicion general es
una conica,

Si tomamos &, en lugar de un plano de posicion general, como el plano
dyd,, los vértices del exdgono A4,B,C,A4,B,C, quedan alternados en d, y
d,, como teniamos en el axioma 14.15. Asi, podemos considerar el teorema
de Papo como un caso ‘“degenerado” del teorema de Pascal. De hecho, en
lugar de dar el teorema de Papo como axioma para deducir el de Gallucci,
podriamos haber supuesto el segundo para deducir el primero. Bachmann [1,
pdg. 254) tiene una figura notablemente buena para ilustrar esta deduccion.

EJERCICIOS

1. Si tenemos que @ y b son dos rectas que se cruzan y R es un punto que no
pertenece a ninguna de ellas, Ra - Rb es la dnica transversal desde R a las dos rectas.

2. Un plano cualquiera que pase por un generador de una cuddrica reglada contiene
otro generador. (Este es un plano fangente.) Cualquier otra seccion plana de la
cuidrica reglada es una conica.

3. Si tenemos que dos tetraedros estin en perspectiva de manera triple estin
también en perspectiva de manera cuddruple (cf. § 14.3). Con mas precision, tenemos
que si A;A;4344 esti en perspectiva con cada uno de los lados ByB;B4Bj,
B3B4B B3, B4B3B;By, también lo esti con B B3B3B4. (Indicacién: puesto que A;B;
encuentra a A8, A;B; ha de encontrar a A;B;.)

4. Los cuatro centros de perspectiva que intervenian en el ejercicio 3 forman un
tercer tetraedro que estd en perspectiva con cualquiera de los dos primeros desde cada
vértice del otro.

5. En el espacio finito GP(3, 3), que tiene 4 puntos en cada recta, hay en total 40
puntos, 40 planos y ;cudntas rectas?
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El conjunto de las rectas que se trazan desde el ajo del artista
a los distintos puntos del objeto . . . constitu ven la proyeccion
del objeto y se llama cono euclidiano. Entonces, la seccién
que de este cono hace el lienzo constituye el dibujo que se
quiere construir. . . . Las rectas paralelas del objeto convergen
en el cuadro al punto donde el lienzo es agujereado por la
recta que va del ojo y es paralela a las rectas dadas.

S. H. Gould [, pag. 299]

El punto de vista elemental del espacio afin consiste en considerarlo como
espacio euclidiano carente de métrica; el punto de vista elemental del espacio
proyectivo consiste en considerarlo como un espacio afin al que se le afiade
el plano en el infinito, para ignorar inmediatamente el papel especial que este
plano desempefia. Con la misma eficacia se puede comenzar por el espacio
proyectivo para derivar el espacio afin cuando se particulariza un plano
cualquiera al denominarlo plano en el infinito. (Sigue siendo, por supuesto,
un plano proyectivo.) Cada concepto afin tiene una definicion proyectiva:
por ejemplo, el punto medio de AB es el conjugado arménico con respecto a
A y B del punto en el infinito de AB [Coxeter 2, pdag. 119]. Derivamos
entonces el espacio euclidiano al especializar una polaridad eliptica que se
realiza en el plano en el infinito, a la que se le llama polaridad absoluta. Dos
rectas son ortogonales cuando sus puntos en el infinito resultan ser conju-
gados en la polaridad absoluta; una recta y un plano son ortogonales cuando
el punto en el infinito de la recta es el polo de la recta en el infinito del
plano. Una esfera es el lugar geométrico del punto de interseccién de una
recta que pasa por un punto fijo y el plano perpendicular que pasa por otro;
de esta manera, es una cuddrica especial segin la definicion de Seydewitz.
Dos segmentos que tienen un extremo comin serdn congruentes si son radios
de la misma esfera [Coxeter 2, pdg. 146].

Cuando usamos coordenadas proyectivas (xy, X, X3, X4) que nos refieren
a un tetraedro arbitrario

(1,0,0,0) (0, 1,0,0) (0,0, 1, 0) (0, 0,0, 1),

es conveniente tomar el plano en el infinito como x4 = 0. Cualquier otra
ecuacion se vuelve una ecuacion en coordenadas afines X1, X2, X3 por medio
del sencillo recurso de igualar x4 = 1. En términos afines, el tetraedro de
referencia de las coordenadas proyectivas estd formado por el origen y los
puntos en el infinito de los tres ejes. Por iiltimo, pasamos del espacio afin al
euclidiano al afirmar que dos puntos (x;, X,, X3)yY (V1, Y2, y3) estin en
direcciones perpendiculares desde el origen si satisfacen la ecuacion bilineal

X1 + Xay2 + Xz¥3 = 0,
es decir, si los puntos en el infinito

(X1, X2, x3,0) y  (y1, 2, 3 0)
son conjugados en la polaridad absoluta.
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Todos los teoremas que demostramos en § 14.8 conservan su validez en el
espacio euclidiano. Una variante de interés de la cadena teoremal de Cox se
puede obtener al realizar la particularizacion que describiremos en seguida.
En lugar de tomar un punto arbitrario en la recta o; * oj, tomamos Sj; como
la segunda interseccion de la misma recta con una esfera fija que pasa por S.
Puesto que la esfera es una cuddrica que pasa por los primeros siete de los
ocho puntos asociados

B 508, 534, S23, S13, S12, S1234,

pasa también por S;234 asi como por Sy23s y los demds puntos 2¢-'. Los
24! planos encuentran a la esfera en 247! circunferencias, que se
conservan como circunferencias al hacer una proyeccion estereogrifica cual-
quiera, como en § 6.9. Tenemos asi la cadena de teoremas de Clifford* en el
plano inversivo (o euclidtano).

PRIMER TEOREMA DE CLIFFORD. Sean o,, 0,, 03, 04 cuatro
circunferencias de posicion general que pasan por un punto S. Sea Sy la
segunda interseccion de las circunferencias o; y 0j. Denotemos la circunfe-
rencia Sj;j Sikx Sjk por ojjk. Entonces las cuatro circunferencias 0234, 0134,
0124, 0123 pasan todas por el mismo punto Sy23a.

SEGUNDO TEOREMA DE CLIFFORD. Seaz os una quinta circun-
ferencia que pasa por S. Entonces los cinco puntos Sy3as, Sy3as, S124s,
S[zas s 51334 estan todos en la c:‘rcunferencfa 012345-

TERCER TEOREMA DE CLIFFORD. Las seis circunferencias 023456,
O134s6, 012456, 012356, 012346, O12345 pasan todas por el mismo punto
S123456-

iY asi sucesivamente!

EJERCICIOS

1. ;Por qué es eliptica la polaridad absoluta?

2. Trécese una figura esmerada que corresponda al primer teorema de Clifford.

3. Las circunferencias circunscritas de los cuatro tridngulos que forman cuatro
rectas generales pasan todas por el mismo punto (cf. ejercicio 2 la final de § 5.5).

4, Los circuncentros de los cuatro tridngulos el ejercicio 3 estin todos en la
circunferencia que también pasa por el punto en el que concurren las cuatro cir-
cunferencias circunscritas [Forder 3, pags. 16—22; Baker 1, pag. 328].

__ * W. K. Clifford, Mathematical Papers (Londres, 1882), pag. 51. Parece ser que
Clifford no afirmé estos teoremas en su plena generalidad. En lugar de circunferencias
que pasan clpm’ S, tomo oy, 03, ... como rectas. En otras palabras, tomaba S como el
E:::: en el infinito del plano inversivo. Asi la forma especial de los teoremas se podria

derivado a partir de la configuracién de circunferencias sobre la esfera, al tomar el
centro de la proyeccién estereografica como el punto S de la esfera [Baker 1, pag. 133].
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Geometria absoluta

En este capitulo volveremos a estudiar el material de algunos de los
capitulos anteriores a la luz de la actitud axiomatica que se sefialaba en el
capitulo 12, y consideraremos la geometria cldsica como la geometria
ordenada enriquecida por medio de los axiomas de congruencia 15.11-15.15,
de los que el ltimo no es sino una manera nueva de enunciar 1.26. Con la
excepcion de §§ 15.6 y 15.8, trabajaremos en los dominios de la geometria
absoluta, es decir, nos cuidaremos de no suponer en ninguna de sus formas el
quinto postulado de FEuclides. En consecuencia, nuestros resultados no
solamente tendrin validez en la geometria euclidiana, sino también en la
geometria no euclidiana de Gauss, Lobachevsky y Bolyai.

En § 154 daremos una relacién sencilla de la enumeracion completa de
los grupos finitos de isometrias. Segun Weyl [1, pag. 79], “se trata del
equivalente moderno a la tabulacion de los poliedros regulares que hacfan los
griegos”. La importancia que tienen estos estudios cinemdticos en la cristalo-
grafia permite que se introduzca, en § 15.6, de manera natural, toda la
maquinaria de la geometria euclidiana. Pero volveremos en § 157 a la
geometria absoluta con el objeto de examinar los grupos finitos que generan
las reflexiones. Una buena parte de los métodos que emplearemos conservan
su validez en la geometria esférica.

15.1 CONGRUENCIA

En verdad, todos los maestros deberian saber algo de geome-
tria no euclidiana. . . . Constitu ve una de las pocas partes de
las matemdticas acerca de las que se habla en amplios
circulos, de manera que cualquier maestro puede, en un
momento dado, verse interrogado acerca de ello,

F. Klein [2, pag. 135]

301
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302 geometria absoluta

Para cimentar rigurosamente la geometria absoluta, comenzaremos por la
geometria ordenada (capitulo 12) y presentaremos la congruencia como
tercer concepto primitivo: una relacion indefinida de equivalencia entre pares
de puntos (o0 segmentos, o intervalos). Emplearemos la notacién AB=CD
con el significado “AB es congruente con CD”. Los axiomas siguientes son
los de Pasch, con cierto refinamientos debidos a Hilbert y a R. L. Moore
[véase Kerékjdrté 1, pags. 90-101].

Axiomas de Congruencia
15.11 Si A y B son puntos distintos, en un rayo cualquiera que parta de

1 C hay un solo punto D tal que AB = CD.
15.12 Si AB=CD y CD=EF, entonces AB = EF.
15.13 AB=8A.
ACISZ};"‘C’ Si tenemos [ABC] y [A'B'C') y AB=A'B' y BC=B'C’, entonces

15.15 Si ABC y A'B'C’ son dos tridngulos en los que BC=B'C,
CA=CA', AB=A'B', mientras D y D' son dos puntos mas tales que [BCD]
Y |B'C'D') y BD=B'D", entonces AD=4'D".

Al hacer dos aplicaciones de 15.13, tenemos que AB =ARB; es decir, la
congruencia es reflexiva. A partir de 15.11 y 15.12, deducimos con
facilidad que la relacion AB=CD implica CD=AB, es decir, que la
congruencia es simétrica. El axioma 15.12 seiala en si mismo que la con-
gruencia es fransitiva. Decimos, por lo tanto, que la congruencia es una
relacion de equivalencia. Este resultado, si lo afiadimos a la propiedad aditive de
15.14, constituye la base de una teoria de la longitud [Forder 1, pdg. 95]. El
axioma 15.15 nos permite extender la relacion de congruencia de pares de
puntos o de segmentos a dngulos [Forder 1, pdg. 132).

En seguimiento de Euclides, definiremos un dngulo recto como congruente
con su suplemento; y conveniremos en la escala de medicion de angulos de
manera que la medida de un dngulo recto sea ar. :

El enunciado AB = CD con respecto a segmentos es equivalente —y esto se
ve con claridad— al enunciado AB = CD con respecto a longitudes, de manera
que no causard confusién el empleo del mismo simbolo AB para denotar un
segmento y su longitud. El mismo comentario se puede aplicar a los angulos.

Se define la circunferencia con centro en O y de radio r como el lugar
geométrico de un punto variable P tal que OP =r. De un punto cualquiera Q
tal que OQ >r se dice que estd fuera de la circunferencia. De los puntos que
no estin en la circunferencia ni fuera de ella se dice que estdn dentro. Se
puede demostrar [Forder 1, pdg. 131] que si una circunferencia con centro
en A tiene un punto dentro de otra circunferencia con centro en C y un
punto fuera de ella, entonces las dos circunferencias se cortan en un
solo punto a cada lado de la recta AC. Se pueden tratar asi los primeros cuatro
postulados de Euclides como teoremas, y podemos demostrar todas sus
proposiciones hasta 1.26; también 1.27 y 1.28 si substituimos la palabra
“paralelas™ por “no intersecantes”. Podemos definir las reflexiones como se
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paralelismo 303
hizo en § 1.3 y derivar sus consecuencias sencillas, como pons ansinorum
(Euclides 1.5) y la simetria del circulo con respecto a sus didmetros (I11.3:
véase § 1.5). Pero habremos de tener cuidado para no acudir a nuestra idea
habitual acerca de la suma de los dngulos de un tridngulo; por ejemplo, ya no
podremos afirmar que los angulos en el mismo segmento de circunferencia
son iguales (Euclides I11.21). Al carecer de teoremas como los de VI.2—4, que
dependen de las propiedades afines del paralelismo, tendremos que acudir a
Tecursos muy distintos para demostrar la concurrencia de las medianas de un
tridngulo.* Por otra parte, la concurrencia de las alturas (en un tridngulo de
angulos agudos) surge como una consecuencia adicional del problema de
Fagnano, que se puede tratar como se hizo en § 1.8. (El problema de Fermat
requeriria un tratamiento diferente, pues no es posible ya afirmar que los
dngulos de un tridngulo equildtero valen m/3.)

EJERCICIOS

. Complétese la demostracion de que la congruencia es simétrica: si AB=CD,
entonces CD =AR,

2. ;Qué tanto de § 1.5 conserva su validez en la geometria absoluta? [Kerékjirtd
1, pégs. 161 ~163.] (Véanse sobre todo los ejercicios 1 y 3,)

3. Con respecto a un cuadringulo cualquiera inscrito en una circunferencia, la suma
chdos angulos opuestos es igual a la suma de los otros dos dngulos [Sommerville 1, pig.
84).

15.2 PARALELISMO

He decidido publicar una obra acerca de la teoria de las
paralelas en cuanto ponga el material en orden, . . . Aun no he
terminado el trabajo, pero me siento casi abrumado por las
maravillas que he descubierto, . .. He creado un universo
nuevo a partir de la nada.

Janos Bolyai (1802— 1860)
(De una carta a su padre en 1823)

De acuerdo con Gauss, Bolyai y Lobachevsky, diremos que dos rectas son
paralelas cuando “casi se cortan”. El significado preciso de esta frase se
encuentra en § 12.6. (Emplearemos la notacion P1 para uno de los dos rayos
en los que se descompone la recta p por medio de uno de sus puntos.)

La idea del incentro (§ 1.5) se puede extender de un tridngulo a la figura
que forman dos paralelas Yy una transversal, de manera que demostraremos la
simetria del paralelismo:

1521 Si p, es paraleio a 1, entonces q, es paralelo a p,.
Demostracion.  [Sommerville 1, pig. 32]. Si p,, que pasa por A4, es
paralelo a g, que pasa por B, como se tiene en la figura 15.24, la bisectriz

* Bachmann 1, pigs. 74-175.
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304 geometria absoluta *

ry la bisectriz interna de £ LIJ. La reflexidn en la recta r intercambia J y L,
y por lo tanto, intercambia a Py q. Puesto que p es paralela a q, tenemos
que g es paralela a p en el mismo sentido, es decir, que g, es paralelo a p, .
(En la terminologia de Gauss, J y L son puntos correspondientes en los dos
rayos paralelos.)

B L a4,

D
Figura 15.2a

Por medio de los métodos de Ia geometria ordenada podremos demostrar
la transitividad del paralelismo.

1522 Si p, es paralelo a q,, y q, es paralelo a ry, entonces p, es
paralelo a r,.

Demostracion. |Gauss 1, vol. 8, pdgs. 205—-206]. Tenemos que demostrar
que al ser p, y r, paralelos a q1, son paralelos entre si. Vemos enseguida que
Pr y r no se pueden cortar; de no ser asi, tendriamos dos rectas
intersectantes p y 7, ambas paralelas a ¢ en el sentido *dado. Podemos
suponer, por el teorema 12.64, que Pis qi, ry parten de tres puntos
colineales 4, B, C. Durante el resto de esta demostracion, distinguiremos el
caso en el que B estd entre A y C del caso en el que no sucede asi,

A - A —
Py Py
B — c
\ 9 \ il
— B — —-
] n D 9

Figura 15.2p Figura 15.2¢

Si tememos [4BC], como en la figura 15.2b, un rayo cualquiera que
parta de A dentro del ingulo que forman AC y p, cortard a q: (puesto
que p, es paralelo a ¢,) y, por lo tanto, también cortard a ry (puesto que g,
es paralelo a ry ). En consecuencia, p; es paralelo a r, .

Cuando B no estd entre 4 y C, supongamos, para definir la situacion, que
[ACB], como se tiene en la figura 15.2¢. Un rayo cualquiera que parta de 4
y esté dentro del dngulo que forman AC Y Py cortard a ¢, en un punto; sea
D, por ejemplo, el punto de interseccion. Puesto que r separa a A de D, corta
el segmento AD. Por lo tanto, p, es paralelo a r,.
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En esta segunda parte de la demostracién no ha intervenido en absoluto el
paralelismo de g, y r,. De hecho, tenemos que

1523 Si un rayo ry esti entre dos rayos paralelos, es paralelo a ambos.

Puesto que hemos demostrado ya que el paralelismo es una relacién de
equivalencia, consideraremos el conjunto de las rectas paralelas a un rayo
determinado., Naturalmente, decimos que tenemos un haz de paralelas, puesto
que contiene una recta Gnica que Pasa por un punto dado [Coxeter 2, pég.
5]. Si proseguimos el examen de su analogia con un haz ordinario (el de
todas las rectas que pasan por el mismo punto), podemos Ilamarlo punto en
el infinito, o, si seguimos a Hilbert, extremo. En lugar de decir que dos rayos
(0 rectas) son paralelos, o que pertenecen a un determinado haz de paralelas
M, diremos que tienen el extremo comin M. Y, si seguimos con nuestra
descripcion en el mismo espiritu, diremos que el rayo que pasa por 4 y
pertenece al haz de paralelas se denota por AM, como si fuera un segmento;
se puede usar también el mismo simbolo AM para denotar toda la recta.

Sean AM, BM rayos paralelos, y & un dngulo arbitrariamente pequefio.
Dentro del dngulo BAM (figura 15.2d), témese un rayo que parta de 4 y
forme con AM un dngulo menor que e. Este rayo corta a BM en un cierto
punto C. En CM (que es C/B), témese D, de manera que CD = CA. E|
tridngulo isésceles CAD nos permite afirmar que

LADC = LCAD < LCAM < .

Por lo tanto, cuando BD tiende a infinito, de manera que AD tienda a la
posicion AM, /. ADB tiende a cero.

Esta conclusion constituye el motivo de la afirmacion siguiente de Bolyai
[1, pag. 207):

15.24 Cuando dos rectas paralelas se consideran como intersectantes en
el infinito, el angulo que forman se ha de considerar igual a cero,

B c i D

Figura 15,24 Figura 15.2e

Cuando AM y BM son rayos paralelos, la figura ABM se llama tridngulo
asintotico. El comportamiento de estos tridngulos se parece bastante al de los
tridngulos finitos. En particular, dos de ellos serin congruentes cuando
concuerden en el lado finito y en uno de sus dngulos [Carslaw 1, pig. 49]:

15.25 Si tenemos dos trigngulos asintoticos ABM, A'B'M' en los que
AB=A'B' y A=A, entonces también B — B

Una consecuencia del axioma I15.11 es que si dos rectas tienen una
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perpendicular comiin no se intersectan. El teorema siguiente constituye una
especie de enunciado reciproco de éste.

15.26  Si dos rectas mo son intersectantes ni paralelas, tienen una
perpendicular comiin.

Demostracion. Desde el punto A de la primera recta AL, tricese la
perpendicular AB 2 Ia segunda recta BM, como se ha hecho en la figura
15.2¢. Si AB es perpendicular a AL, no hay mds que decir. Si no lo es,
supongamos que L estd en el lado de AB donde L BAL es un dngulo agudo.
Puesto que ambas rectas ni se intersectan ni son paralelas, hay un dngulo
menor BAM tal que AM es paralela a BM. Si tenemos [BCD] en BM,
podremos aplicar Euclides 1.16 al tridngulo ACD, para concluir que su dngulo
interno en D es menor que el dngulo externo en C. En consecuencia, cuando
BD crece de 0 a =, de manera que LDAL decrece de L BAL a [ MAL,
L ADB decrece de un dngulo recto a cero. Al comenzar este proceso, tenemos

L DAL < LADB

(puesto que L BAL es agudo); pero al final, la desigualdad se invierte (debido
a que LMAL es positivo). Por lo tanto, debe haber una posicion intermedia
tal que

LDAL = /ADB.

(Para ser mds precisos, podemos aplicar el axioma de Dedekind 12.51 a los
puntos de BM que satisfacen las dos desigualdades opuestas.) Para uno de
esos puntos D (figura 15.2f) obtenemos dos tridngulos, OAE, ODF, al trazar
la perpendicular £F, a BD por el punto O, que es el punto medio de AD.
Puesto que los dos tridngulos son congruentes, EF es perpendicular no
solamente a BD, sino también a AL.

Las rectas no intersectantes que no son paralelas se llaman witraparalelas
(o “hiperparalelas”). No afirmamos la existencia de esas rectas; simplemente
sefialamos cudl ha de ser su comportamiento, en el caso de que existan.

B

Figura 15.2f

EJERCICIOS

I. Demuéstrese 15.25 sin recurrir a Carslaw 1.

2. Demuéstrese totalmente que si dos rectas tienen una perpendicular comiin, no se
cortan.

3. El ejemplo 4 de la pdgina 16 conserva su validez cuando A es un extremo, de
manera que el tridngulo sea asintético,
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Ademas del universo actual, puedo construir en la imagi-
nacion otro universo en el que las leyes sean diferentes.

J. L. Synge [2, pag. 21]

Toda la teoria de los grupos finitos de isometrias (8§ 2.3-3.1) pertenece
a la geometria absoluta, pues se ocupa de isometrias que por lo menos tienen
un punto invariante. Nos alejamos de este punto de vista en el tratamiento
anterior al examinar las isometrias sin puntos invariantes. Hemos de distinguir
ahora entre una traslacion, que es el producto de semigiros alrededor de dos
puntos distintos, y un desplazamiento paralelo, que es el producto de la
reflexion en dos paralelas.

El producto de los semigiros alrededor de dos puntos distintos O, 0’ es
una traslacion a lo largo de una recta dada (que se llama eje de la traslacion)
en un sentido determinado y que recorre una cierta distancia, a saber, a lo
largo de 0O, en el sentido del rayo 0'/0 y que recorre la distancia 200’
Puesto que una traslacion queda determinada por su eje v su distancia
dirigida, el producto de los semigiros alrededor de 0, O’ es igual al producto
de los semigiros alrededor de Q. Q', siempre y cuando el segmento dirigido
Q0" sea congruente con Q0" en la misma recta (figura 3.22). Si P estd en la
misma recta, la distancia PPT es precisamente el doble de Q0. (De no ser
asi, jpuede ser atin mayor! )

Por el argumento que empleamos al demostrar 3.21. el producto de dos
traslaciones que tienen el mismo eje, O cuyos ejes se cortan, es una traslacion.
(Solamente en el primero de estos casos podemos asegurar la conmutati-
vidad.) Tenemos, con mis precision,

15.31 (Teorema de Donkin*)  El producto de tres traslaciones a lo largo

de los lados dirigidos en un triangulo que recorran ¢l doble de las longitudes
de los lados es la identidad.

Veremos después que el producto de dos traslaciones Cuyos ejes no se
cortan puede ser una rotacién.

Por el argumento que empleamos al demostrar 3.22, si dos rectas tienen
una perpendicular comin, el producto de las reflexiones en ellas es una
traslacién a lo largo de la perpendicular comin que recorre el doble de la
distancia que las separa. (Estas rectas pueden ser paralelas o ultraparalelas, de
acuerdo con la naturaleza de la geometria.)

Nuevamente, como sucedia en 3.13, toda isometria es producto de no mis
de tres reflexiones. Cuando la isometria es directa, hay un nimero par de
reflexiones, a saber, 2. Como consecuencia de 15.26, tenemos que

15.32  Toda isometria directa (del plano) que carezca de punto invariante
es 0 bien un desplazamiento paralelo, o bien una traslacion,

* W. F. Donkin, On the geometrical theory of rotation, Philosophical Magazine (4),
1, (1851), 187-192, Lamb [1, pég. 6] se sirvi6 de los semigiros alrededor de los vértices A
B, C del tridngulo dado pard construir tres nuevos triangulos que, segtin afirmaba, “‘son por
lo tanto directamente iguales entre sf, y ‘simétricament iguales a ABC™. Esto es un error:
ilos cuatro triangulos son congruentes directamente!
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308 geometria absoluta

Es notable que la geometria absoluta incluya toda la teoria de la reflexion en
deslizamiento. Los unicos cambios que se necesitan hacer en el tratamiento
anterior (§ 3.3) consisten en las correcciones en los lugares en los que se uso la
palabra “paralelo (En la figura 3.3b debemos definir m, m' como perpen-
diculares a 00'; no han de ser necesariamente paralelas entre si.) El teorema
de Hjelmslev constituye una aplicacion inmediata de estas ideas, y es uno de
los mejores ejemplos de un resultado genuinamente sorprendente de la-
geometria absoluta. El tratamiento de § 3.6 conserva su validez isin cambiar
una sola palabra!

De la misma manera, los grupos unidimensionales de § 3.7 pertenecen a la
geometria absuluta y el Gnico cambio consiste en que nuevamente los
espejos m, m' (figura 3.7b) no se deben calificar de “paralelos”, sino de
perpendiculares a la misma recta (horizontal). Por otra parte, habremos de
desechar la totalidad de las teorias de las celosfas y de semejanza (capfitulo 5).

La extension de la geometria absoluta de dos a tres dimensiones no
presenta dificultad alguna. En particular, permanece la validez de una buena
parte de la teoria euclidiana de la isometria (§ 7.1) en el espacio absoluto.
Sigue siendo verdad que toda isometria directa es producto de dos semigiros,
Y que toda isometria opuesta que tenga un punto invariante es una inversion
rotatoria (que tal vez se reduzca a una reflexion o a una inversién central).
Mds ain, la enumeracién clisica de los cinco cuerpos platonicos
(§§ 10.1-10.3) forma parte de la geometria absoluta. Los pocos cambios
necesarios se determinan con facilidad; por ejemplo, el término rectangulo se
debe interpretar como un cuddrangulo en el que todos los dngulos son iguales
(aunque no han de ser necesariamente rectos), y un cuadrado constituir el
casoespecial en el que también los lados son iguales.

EJERCICIOS

1. Si [l es una recta fuera del plano de un tridngulo ABC, ;qué se puede decir de las
tres rectas en las que este plano corta a los tres planos Al, Bl, CI? (Si dos de las tres
rectas se cortan o son paralelas, o tienen una perpendicular comin, se podrd decir lo
mismo de las tres. Esta propiedad de las tres rectas mj, ma, m3 equivale a
RiR3R3 =R3R;R, en la notacion de § 3.4.)

2. El producto de las reflexiones en las rectas p y r de la figura 15.2a es el
desplazamiento paralelo que transforma J en L.

154 GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES

Estos grupos —sobre todo los tres ultimos— constituyen un
fema que tiene inmensos atractivos para la investigacion
geométrica.

H. Weyl [1, pig. 79]

Una de las mads sencillas clases de transformaciones es la permutacion (o
rearreglo) de un nimero finito de objetos denominados. Por ejemplo, una
manera de permutar las seis letras a, b, ¢, d, e, f consiste en trasponer (o
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poner ¢ en lugar de d, d en lugar de ¢, e enlugardecy

entes” (@ b) y (c d e) se llaman ciclos de periodos 2 y 3.

ciclica. Es claro que el grupo ciclico C, se puede representar por las
potencias de la permutacion generatriz (a4, . . . ay); por ejemplo, los cuatro
elementos de C; son

I, (@abcd), (ac)bd), (adcb).

Una permutacién ciclica de periodo 2, como (a b), se llama trasposicion.
Puesto que

(aas...a,) = (a1aa)(aza,). . .,

una permutacion cualquiera puede expresarse como el producto de trasposi-
ciones. Se dice que una permutacién es par o impar segin haya o no paridad
en el nimero de ciclos de periodo par; por ejemplo, (a c)(b d) es par, pero (a
b)(c d e)es impar. La identidad, 1, carece por completo de ciclos, y por lo
tanto es clasificada como funcién par. Se demuestra con facilidad [véase
Coxeter 1, pigs. 40-41] que todo producto de trasposiciones serd par o
impar segin la paridad del nimero de trasposiciones. En consecuencia, la
multiplicacién de permutaciones pares e impares se comporta como la adicion
de nimeros pares e impares; por ejemplo, el producto de dos permutaciones
impares es par.

De lo anterior se desprende que todo grupo de permutaciones consiste o
bien enteramente de permutaciones pares o bien de un nimero igual de
permutaciones pares e impares. El grupo de todas las permutaciones de n
objetos se llama grupo simétrico de orden n! (o de grado n) y se denota por
Sy El subgrupo compuesto por todas las permutaciones pares se llama grupo
alternante de orden 57! (o de grado n) y se denota por A,. En particular,
S es el mismo grupo que C; y A3 el mismo que Cj, de manera que
escribimos

Sy = Co, Az = Cs.

Es mas interesante observar que A3 =Dj (véase la figura 2.7a), pues los
seis elementos del grupo diedral Dj, que son operaciones de simetria de un
tridngulo equildtero, se pueden considerar como permutaciones de los tres
lados del tridngulo. Las permutaciones pares

1, (abo), (acb)

(que constituyen el subgrupo A5 = C3) son rotaciones, mientras las permuta-
ciones impares

(be), (ca), (ab)

son las reflexiones en las tres medianas. Si consideramos el tridngulo en el
espacio tridimensional (absoluto), las rotaciones se llevan a cabo alrededor de
un eje que pasa por el centro del tridngulo y es perpendicular a su plano. Se
pueden interpretar entonces las reflexiones de dos maneras alternas, de
manera que habremos de considerar dos grupos resultantes, que son geométri-
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camente distintos pero idénticos desde el punto de vista abstracto, es decir,
isomorficos: podemos Jar en tres planos que pasen por el eje o efectuar
rotaciones que recorran semigiros alrededor de las mismas medianas. En la
segunda representacion, los seis elementos de D3 se presentan como rota-
ciones. Podemos describirlo como e] grupo de las operaciones directas
de simetria de un Prisma triangular. Fp general, las 2n operaciones directas de
. simetria de un prisma encgonal forman el grupo diedral D, mientras, por
’ supuesto, las # operaciones directas de simetria de una pirimide enegonal
constituyen el grupo ciclico Ca. Las rotaciones de C, tienen todas el mismo
| €je, y se deriva Dy a partir de Cy al afadir semigiros alrededor de n rectas
. dispuestas de manera simétrica en un Plano perpendicular al eje.
. Hemos encontrado asi dos familias infinitas de grupos finitos de rotacio-
nes. Otros grupos de ésos son los de las operaciones directas de simetria de
| los cinco cuerpos platénicos {p, 4} Estos son solamente tres grupos, y no
I' cinco, debido a que cualquier rotacign que lleve a{ p, g} a si mismo, llevars
| también a sy reciproco (g, P} 2 si mismo: e] Octaedro tiene el mismo grupo
de rotaciones que el cubo, y e icosaedro el mismo que el dodecaedro,
. El tetraedro regular {3,3) es evidentemente simétrico por reflexién en el
| plano que va de Una arista cualquiera a punto medio de la arists opuesta.
I, Como permutacion de las cuatro Carasa, b, ¢, d (figura 15.4a), esta reflexion
no es sino ung transposicién, Y por lo tanto, el 8rupo completo de simetria

d

£\

Figura 15.4a

del tetraedro, que es generado por esas reflexiones, resulta ser isomérfico con
respecto al grupo simétrico S, que es generado POr trasposiciones; y el grupo
de rotaciones, al que generan los productos de pares de reflexiones, es

(bed). (bdo), (acd), (adc), (aba), (adb), (abe), (@ach)
y los 3 semigiros

(b c)a d), (c a)bd), (a b)c d).
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Figura 15.4b

Se puede derivar el octaedro {3,4} del tetraedro por medio de un
fruncamiento: sus ocho caras constituyen las cuatro figuras verticiales del
tetraedro y versiones truncas de las cuatro caras. Toda operacion de simetria
del tetraedro se conserva como operacion de simetria del octaedro, pero el
octaedro tiene también operaciones de simetria que intercambian los dos
conjuntos de cuatro caras. Por ejemplo, la recta que une dos vértices
opuestos es el eje de una rotacion fetragonal (de periodo 4), y la recta que
une el punto medio de una arista con el de la opuesta es el eje de un
semigiro. Cuando los cuatro pares de caras opuestas se designan a, b, ¢, d,
como se ha hecho en la figura 15.4b, el semigiro en cuestion se presenta
como una trasposicion, que es una de las permutaciones que pertenecen a Sy,
pero no a A4. De esto se desprende que el grupo rotacional del octaedro (o
del cubo) es isomorfico con respecto al grupo simétrico Ss.

AN

Yav,

En la figura 15.4c, las veinte caras del icosaedro {3, 5} se han designado
a, b, ¢, d, e en conjuntos de cuatro, de manera que dos caras que se han
designado con la misma letra no tengan nada en comuin, ni siquiera un
vértice. De hecho, las cuatro caras a (por ejemplo) estin en los planos de las
caras de un tetraedro regular y las caras respectivamente opuestas (que se han
senalado como b, ¢, d, e) forman el tetraedro reciproco. Las doce rotaciones
que llevan a uno cualquiera de los tetraedros a si mismo (a las que
representan las permutaciones pares de b, ¢, d, e) son también operaciones de
simetria de todo el icosaedro. Este comportamiento de las cuatro caras a es
imitado por las caras b, ¢, d, y e, de manera que en total tenemos todas las
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Pérmutaciones pares de las cinco letras: el grupo rotacional del icosaedro (o
del dodecaedro) es isomorfico con respecto al grupo alternante A, Se
pueden contar las 60 Totaciones de la manera siguiente: 4 rotaciones
pentagonales alrededor de cada uno de seis ejes, 2 rotaciones trigonales
alrededor de cada uno de 10 ejes, 1 semigiro alrededor de cada uno de 1[5
¢jes, y la identidad |Coxeter 1, pig. 50).

Encontraremos que Ia lista anterior es exhaustiva en lo que respecta a
grupos finitos de rotaciones. Como primer Paso en esta direccion, observa-
femos que todos los ejes de rotacion han de pasar por un punto fijo. De

. 1541 Todo &rupo finito de isometrias conserva por lo menos un punto
1l invariante.
#i Demostracion, Un grupo finito de isometrias transforma un punto
! cualquiera en un conjunto finito de puntos, y transforma la totalidad del
conjunto de puntos en si mismo. Esto, como sucede con cualquier conjunto
finito (o acotado) de puntos, determina ung esfera tinica, que contiene todos
los puntos y es menor que cualquier otra que también los contenga en sy

A

Superficie o en su interior: es unica porque si hubiera dos esferas menores

e e

Figura 15.4d

Se desprende de lo anterior que un grupo finito cualquiera de rotaciones
opera en la superficie de la esfera. Ep un grupo G asi, cada rotacién que no
sea la identidad conserva solamente dos puntos invariantes, a saber, los polos
en los que el eje de rotacion corta la esfera. Se dice que un polo P es pegonal

polos quedan dentro de conjuntos de polos equivalentes. Todos los polos
de un mismo conjunto tienen el mismo periodo p, pero esto no implica
que dos polos del mismo periodo pertenezcan al mismo conjunto; la
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ra que esto ocurra es que exista una rotacion m@:ﬂp

transforme a uno en el otro.

Un conjunto cualquiera de polos pegonales equivalentes consta exacta-
mente de n/p polos, donde n es el orden de G. Para demostrarlo témese un
punto Q en la esfera que se encuentre situado arbitrariamente cerca de un polo
P del conjunto. Las p rotaciones alrededor de P transforman a Q en un
pégono pequefio alrededor de P. Las otras rotaciones de G transforman al
pégono en pégonos congruentes alrededor de todos los demds polos del
conjunto. Pero las 7 rotaciones de G transforman a Q en no mis de n puntos
(donde incluimos a Q también). Puesto que los n puntos se han distribuido
en pégonos alrededor de los polos, el nimero de polos del conjunto tiene que
estar dado por n/p.

Las n — 1 rotaciones de G distintas de la identidad, resultan en p — 1 con
respecto a cada eje pegonal, es decir, +(P—1) con respecto a cada polo
pegonal, o

(p — Dn/p
con respecto a cada conjunto de n/p polos equivalentes. En consecuencia,
n—1=4n 3(p - 1)/p,

donde la suma se toma sobre los conjuntos de polos. La ecuacién se puede

expresar como
e _2 = 2: 2 l

Si n=1, de manera que G consta solamente de la identidad, no hay
polos, y la suma de la derecha no tiene término. En todos lus demis casos,
nz2,y, por lo tanto,

1<2-2<2
De donde se desprende que el niimero de los conjuntos de polos solamente
puede ser 2 ¢ 3, pues el término singular 1 —1/p serd menor que 1, y la
suma de 4 o més términos serd

>41 -4 =2

Si hay 2 conjuntos de polos, tendremos

2 2iCp sy ol
n Pl+ P2
es decir, LSS
S decir _pl. P2

Pero dos enteros positivos suman dos solamente cuando cada uno de ellos es
igual a 1; por lo que

Pr=p2=n,
y cada uno de los 2 conjuntos de polos consta de un polo enegonal, y
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tenemos el grupo ciclico C con un polo en cada extremo de su eje (nico.
Por (ltimo, en el caso de 3 conjuntos de polos tenemos

N L 1 -1
2 = P1+ p2+ ps’
de donde
1 1 1 2
15.42 e — — 1 4 =,
p1+P2+P3 +n

Puesto que esto es mayor que 4+ 44 =1, los tres periodos p; no pueden
ser todos iguales o mayores que 3. En consecuencia, por lo menos uno de

ellos vale 2 (sea éste ps = 2), y tenemos que

ey 1., 2
p1+pz 3t n

de donde (pr — 2(pz—2) = 41 — pipz/n) < 4

(cf. 10.33), de manera que las tinicas posibilidades (donde tomamos p, <pa
por convenirnos asf) son:

3 n=12;
5, n

P1=2'P2ng "=2P; p1=3,p2
- = = 60.

P 3, P2 = 4, n 24, P1 3, Pz

i

I

Y los reconocemos como los grupos diedral, tetraedral, octaedral e
icosaedral.

De esta manera, queda completa nuestra demostracion [Klein 3, pig. 129]
de que

15.43 Los unicos grupos finitos de rotaciones en Ires dimensiones son
los grupos ciclicos Cp (p= 1. 2,...), los grupos diedrales Dp (p=2,
3,...), el grupo tetraedral As, el grupo octaedral Sa, y el grupo icosaedral
As.

(Con el objeto de evitar repeticiones, hemos omitido D, que al ser consi-
derado como grupo de rotaciones, no es solamente idéntico a C, desde
el punto de vista abstracto, sino también desde el geométrico.

Cualquier grupo que tenga como grupo completo de simetria uno de los

Figura 15.4¢
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que acabamos de mencionar (como el cubo romo* de la figura 15.4e, cuyo
grupo de simetria es S,) pueden ocurrir en dos variedades enantiomorficas,
dextra y leva (es decir, derecha e izquierda): son imdgenes especulares que no
se pueden superponer por medio de un movimiento continuo.

EJERCICIOS

l. Interprétense las permutaciones siguientes como rotaciones del octaedro (figura
15.4b):

(abed), (abe), (ab), (ab)cd).

Cuéntense las rotaciones de cada tipo, y verifiquese al comparar con el orden que se
conoce de §4.

2. Por medio del simbolo (p;, pa, p3) que representa al grupo que tiene tres
conjuntos de polos de perfodos p;, ps, p3, considérese la posibilidad de extender la
notacién de manera que se pueda escribir (1, P, p) =C,p, junto con

(2.2.p)=D,, (2.3.3)= A,
(2.3.4) =S8, (23 5=4s

15.5 GRUPOS FINITOS DE ISOMETRIAS

Ya hemos enumerado los grupos finitos de rotaciones: esto nos permitird
enumerar con facilidad los grupos finitos de isometrias (cf. § 2.7). Puesto
que todo grupo asi conserva un punto invariante, nos ocuparemos tan s6lo de
las isometrias que tienen puntos fijos. Una isometria como la que acabamos
de sefalar es una rotacién o una inversién rotatoria, seglin sea directa u
opuesta (7.15, 7.41).

Si un grupo finito de isometrias consiste solamente en rotaciones, ha de
ser uno de los grupos G que consideramos en § 15.4. De no ser asi, contiene
un grupo G como subgrupo de indice 2, es decir, un grupo de orden 2n que
consiste en n rotaciones S,, S,,...,S, y el mismo mimero de inversiones
rotatorias Ty, T,,...,T,. Esto se explica al considerar que si el grupo
consta de n rotaciones S; y (por ejemplo) de m inversiones rotatorias Ti.
podremos multiplicar por T; con el objeto de expresar las mismas n + m
isometrias como §;T,, y T;T;. Las n isometrias §;T,, que son inversiones
rotatorias, son iguales a T; (si se rearreglan de la manera adecuada cuando sea
necesario) y las m isometrias T;T,, que son rotaciones, son iguales a S;. Por
lo tanto, m = n.

Si la inversion central | pertenece al grupo, las n inversiones rotatorias son
simplemente

Silzlsi ("=]!2v""n)s

* Los vértices del cubo romo constituyen una distribucién de 24 puntos en una esfera
para la que la menor distancia entre 2 cualquiera es tan grande como se puede. La conje-
tura se debe a K. Schiitte y B. L. van der Waerden (Matematische Anmren, 123 (1950),
pégs. 108, 123) y su demostracién a R. M, Robinson (ibid., 144 (1961), pigs. 17-48). La
distribucion andloga con respecto a 6 ¢ 12 puntos se obtiene por medio de los vértices de
un octaedro o un icosaedro respectivos. Para 8 puntos la figura no es, como podria
esperarse a las primeras de cambio, un cubo, sino un antiprisma cuadrado [Fejes Toth 1,
pags. 162-164],
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de rotaciones de orden 27 que tiene la misma tabla de multiplicacién que el
grupo dado, constituido Por S; y T;. Pues tenemos que si SiTj =Ty,

SjTjI = TkI,
YsiTiT; =8,
TJT;I = TilzT,' — TiT,‘ = Sk.

En otras palabras, un 8rupo de 2 rotaciones Y n inversiones rotatorias,
donde no se incluye 3 I, es isomorfico con un 8rupo rotacional G', de orden

donde cada una se multiplica por |a inversion central I, Aj volvernos g
§ 15.4, veremos que los pares nosibles son

C2nCm Ducm DnDin (n Pa-r)- Sd-A4-
Y con esto podemos completar la tabla II] de |a pdgina 46] .
EJERCICIOS
1. Determinense los Brupos de simetria de Jag figuras siguientes: (a) un ortoesquema
00010,0, (figura 10.4¢) donde 040, =0703; (b) un antiprisma enegonal (dond. n

Puede ser par o impar).
2. En la notacién de G'G, designense el producto directo de] Erupo de orden 3, g

s

que genera ung rotacion alrededor de un eje vertical, y ¢] 8rupo de orden 2 g que
genera la reflexién en un plano horizontal, .

15.6 CRISTALOGRAFIA GEOMETRICA

H. Weyl [1, pag. 30]

* iLa molécula de] DNA?
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Hemos estudiado los grupos simétricos con una terminologia que vale no
solamente en la geometria euclidiana del espacio, sino también en la absoluta.
Parece adecuado, sin embargo, mencionar la aplicaciéon que se hace de estas
ideas en la ciencia prictica de la cristalografia. Por lo tanto, en esta
disgresion la geometria es estrictamente euclidiana.

A los cristalografos les interesan los grupos finitos de isometrias que
surgen como subgrupos (y grupos factores) de los grupos de simetria de las
celosias tridimensionales. Por § 4.5, se trata de los casos especiales en los que
las Unicas rotaciones que ocurren tienen periodos 2, 3, 4, ¢ 6. La restriccion
cristalogrifica reduce los grupos rotacionales a

Cl! C2$ C3: Civl CS. Dz, D3a D4! DG; A‘h S4’

donde se multiplican los productos directos de cada uno de estos once por
{I} y se reducen los grupos mixtos a

C2Cy, C4C3, CeCa, D2Ca, D3Cs, D4Cy, DgCq, DyD2, DgD3, SsAs.

(Por supuesto, C; X {I} no es sino {I}.)

Los 32 grupos se llaman grupos punto cristalogrificos o “clases de
cristales”. Todo cristal tiene por grupo de simetria a uno de ellos, y todo
grupo, con la excepcion de C¢C; se presenta en por lo menos un mineral
conocido. En la notacion mads familiar de Schoenflies [véase, por ejemplo,
Burckhardt 1, pag. 71], los grupos son, respectivamente

C1, Co, C3, C4, Cq, D2, D3, Dy, Dg, T, O,
Ci, Can, Csi, Csn, Cen, D2n, D3g, Dsp, Den, Th, Op,
Cs, S4, Can, Cay, Cavy, Cav, Coyy D2q, Dap, Tq.
Sefialaremos, para evitar confusiones, que nuestros C4C; y S4 (“S™ significa
“simétrico™) son los simbolos de Schoenflies S; y O (“O” significa “octae-
dral”). Los 32 grupos se suelen dividir en siete sistemas de cristales de la
manera siguiente:

Triclinicos: Cy, {1}.

Monoclinicos: Ca, Ca X {I}. C2Cy.

Ortorrémbicos: Dy, Dy x {1}, D2Cs.
Romboedrales: Cs;, C; X {IJ. D;, D3 x {l}, D3Cs.

Tetragonales: Ci, Cy X (I}, CsCa, D4, Di X {I}, D4Cs DiDs.
EX&BO]’IEI.!BSI Ce, Cg X {l}, CsCs, Dg, Dg X {I}, DgCs, DgDs.
Cubicos: - Ag, Ag X {]}. S4, S.l X {I}, S;A.‘.

La tabla I (en la pdgina 461) contiene una lista completa de los 17 grupos
discretos de las isometrias en dos dimensiones en las que intervienen dos
traslaciones independientes. Los grupos andlogos en tres dimensiones son los
grupos discretos de isometrias en las que intervienen tres traslaciones
independientes. La enumeracion de estos grupos espaciales constituye el
problema central de la cristalografia matemadtica. La lista completa contiene
65 + 165 = 230 grupos. .

Los primeros 65 estin totalmente compuestos por isometrias directas.
Aunque C. Jordan elaboré la lista de éstas en 1869 [véase Hilton 1, pdg.

www.elsolucionario.net




318 geometria absoluta

manera que los 65 se reduzcan a 54, y el total de los 230 a 219 [Burckhardt
1, pag. 161].
Los otros 165 BIUpos contienen no solamente isometrias directas, sino

EJERCICIO

Determinense los Brupos de simetria de las figuras siguientes: (a) un paralelepipedo
rectangular (por ejemplo, un ladrillo); (b) un romboedro; (c) un dodecaedro regular con
un cubo inscrito (cuyos 8 vértices estin entre los 20 vértices del dodecaedro),

15.7 EL KALEIDOSCOPIO POLIEDRAL

Al combinar treg reflexiones . . . el efecto resulta Ssumamente
agradable,

Sir David Brewster (1781-1848)

[Brewster 1, pig, 93]

La tabla III (en Ia Ppagina 461) constituye una lista completa de los grupos
finitos de isometrias. En la seccién anterior, escogimos de la lista los grupos
que satisfacen la restriccion cristalogrifica. Otra manera significativa de hacer
la seleccién (que en parte sobrepasa la manera anterior) consiste en escoger
los grupos generados por las reflexiones, a saber

BLC, (n > 1), D2nDn (n impar )i Dy {I} (n par ),
S4A,, Sy % (1), As x {I}.

( jEstamos de Tegreso en la geometria absoluta! )
D;C, (las isometrias Cs de Schoenflies, que denotamos antes por C,Cy)
es el grupo de orden 2 al que genera una sola reflexién. DyC; 0 D,D, (para
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&rupo diedral de |35 Folaciones, que, por Supuesto, es isomérfico con respecto

a DyCy. Weyl [1, pdg. 80] hace la distincion a denominar a] &rupo rotacional

Dy X {1} es un 8rupo de orden 8 (desde of Punto de vista abstracto
(C; X, X Cy) al que generan {res reflexiones ortogonales. [os demds
grupos D, , D, (n impar) y Dy X {I} (n par) son los 8rupos de simetria de
los prismas enegonales o de sus dos reciprocos, las dipirdmides.

8344, el 8rupo de simetria del tetraedro regular, se deriva del grupo
rotacional A4 por medio de una conjuncign de reflexiones. como la reflexion
en el plano 484'p’ (figura 10.5a) que une Ja arista AB con el punto medio
de la arista opuesta CD. (El producto de esta reflexion y |a inversién central
es el semigiro alrededor de I4 recta de unién de Jos puntos medios de las dos
aristas opuestas D', C'D del cubo. Este semigiro, que intercambia los dos
tetraedros reciprocos ABCD, A'B'C'D’, es una de las doce rotaciones en S,
que no pertenecen g] subgrupo A4, : ejemplifica asf ¢] significado especial que
damos a] simbolo “mixto™ S4A4.) Puesto que los demis cuerpos platénicos
tienen simetria central, sus grupos de simetria son simplemente S, X {I} y
As X (I},

Con el objeto de efectuar ung demostracién prictica en el espacio euclidiano,
témense los dos espejos unidos por bisagras de § 2.7 €0n una inclinacién de 180%/n, que
demostraba ] Erupo D,C,. Al ponerlos verticalmente tn otro espejo horizontal,
obtenemos el Erupo de simetrfa dej prisma enegonal, es decir, e producto directo de

nCn ¥ el Brupo de orden 2 g que genera la reflexién horizontal, Parg observar los tres
Brupos restantes, retirese el tercer espejo v coléquense los dos primeros verticalmente en
la mesa 4 yp dngulo de 60°, como se hizo al exhibir D305, Sosténgase 3 continuacién el
tercer espejo en Posicién oblicug, donde la aristg horizontal / ha de quedar sobre Ja mesa
en dngulos rectos €on respecto a uno de los espejos verticales y en contacto con la

kajeidoscopio triedral de Mébius, en ¢ que los tres €5pejos tienen e contorno de los
sectores adecuados de up circulo [Coxeter 1, pag. 83].
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generan las reflexiones en los lados de un tridngulo esférico cuyos dngulos
miden m/p (en el centro de una cara), m/2 (en el punto medio de una arista)
Y m/q (en un vértice). Este triangulo esférico es una regién fundamental del
8rupo, puesto que se ve transformado en regiones vecinas por medio de las
tres reflexiones generatrices.

Figura 15,7a

La reticula que forman estos tridngulos, que cubre Ia superficie de la
esfera, es cortada por todos los planos de simetria del poliedro, a saber. los
planos que unen el centro con las aristas tanto de {p, g} como de su
reciproco {q, p}. En la figura 15.72 (donde Py qson 3y 5) se han
ennegrecido alternadamente las regiones para exhibir tanto el grupo completo
de simetria A, X(I} como el subgrupo rotacional A, que preserva la
disposicion de los colores. _

En lugar de derivar la reticula de tridngulos esféricos del poliedro regular,
podemos proceder de la manera reciproca, y obtener el poliedro a partir de
la reticula. Los diez tridngulos que estdn hacia el centro de la figura 15.7a se
combinan de manera evidente para formar la cara de un dodecaedro
“inflado”, y los seis tridngulos que rodean un punto en el que los dngulos
son de 60° se combinan para formar una de las caras del icosaedro inflado.
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EJERCICIOS

L. Interprétese el simbolo {p. 2} como un mosaico esférico (“diedro™) en el que
Sus caras consisten en dos hemisferios, y el simbolo {2, p} como otro en el que las
caras consisten en p linulas.

2. ;Cuéntos planos de simetria tiene cada cuerpo platénico? Cuando Py q son
mayores que 2, este nimero es siempre un miltiplo de 3, a saber, 3¢ en la notacién del
ejercicio 1 al final de § 10.4.

3. Si se divide 47 por el drea de la regién fundamental. se puede obtener una
formula del orden del grupo de simetria de {P. q}. Una vez obtenida, higase concordar
el resultado con la formula que corresponde a £ (el nimero de aristas) de 10.32.

15.8 GRUPOS DISCRETOS A LOS QUE GENERAN LAS INVERSIONES

En esta secdion hacemos una digresion mids en el espacio euclidiano con
el fin de hablar de la inversién. (La teorfa absoluta de la inversion presenta
dificultades que nos llevarian demasiado lejos. [Véase Sommerville 1. Capi-
tulo VIIL])

La figura 15.7a, que es una proyeccién ortogonal, representa a 10 de los
15 circulos mayores por elipses. (La dificil tarea de dibujo fue realizada por
J. F. Petrie hacia 1932.) Una manera mis ficil y tal vez mas significativa de
representar estas figuras consiste en la proyeccion estereogrifica (§ 6.9), en la
que los circulos mayores se conservan como circulos (o rectas) [Burnside 1,
pdgs. 406-407]. El lector puede llevar esto a cabo por si mismo con la
ayuda de las instrucciones sencillas que daremos a continuacién.

P o— —o8

00

Qe R

Figura 15.8a

La figura 15.82 nos muestra un cuadrado PQRS de centro O, y un
pentigono regular VWXYZ al que se le han prolongado los lados para formar
un pentagrama V'X'Z'W'Y’. Tricense cuatro circunferencias de radio PQy
centros en P, Q, R, S. Estas, ademds de dos rectas que pasen por O y sean
paralelas a los lados del cuadrado, representan 6 circulos mayores, uno
situado en cada uno de los seis planos de simetria del tetraedro {3, 3}, que
son los planos que unen pares de aristas opuestas de un cubo. Al agregar la
circunferencia circunscrita y las diagonales del cuadrado, tendremos en total
9 circulos mayores, cada uno de ellos situado en uno de los nueve planos de
simetria del cubo {4, 3}, donde se incluyen 3 planos paralelos a sus caras.
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Con radio VX' (= ¥X) y centros en V, W, X, Y, Z tricense cinco
circunferencias. Con radio ¥W' (=V'W') y centros en V', W, X', Y', s

“tricense cinco circunferencias mas. Estas diez circunferencias, junto con las

cinco rectas VV', WW', XX', YY', ZZ', representan 15 circulos mayores
(figura 15.7a), colocados uno en cada uno de los 15 planos de simetria del
icosaedro (3,5} o del dodecaedro {5,3} . (Estos planos unen los pares de
aristas opuestas de cualquiera de los cuerpos.)

Como justificacion de nuestras aseveraciones, basta con examinar los
tridngulos curvilineos* y observar que cada uno tiene dngulos que miden m/p,
m/q, /2.

Puesto que la proyeccion estereografica es una inversion (figura 6.9a) y
puesto que una inversion transforma una reflexién en una inversion, las
figuras que se construyen de esa manera son, de hecho, representaciones de
los grupos abstractos S,, S, X Cy y As X C; como generados por inver-
siones. En otras palabras, son configuraciones de circulos dispuestos de
manera que la totalidad de la figura es simétrica por medio de la inversién en
cada circulo. (Por supuesto, una recta cualquiera que se presente debe ser
considerada como una circunferencia de radio infinito. Como hemos visto en
§ 6.5, la inversion en un “circulo” asi no es mas que la reflexion en la
recta.) Cualquiera de las regiones en las que se descompone el plano servird
como regioén fundamental, y los generadores del grupo se pueden tomar como
las inversiones en los lados.

Con respecto a un grupo generado por una sola inversién, podemos
invertir el circulo de manera que su circunferencia se transforme en una recta
y obtengamos el grupo D, de orden 2, generado por una sola reflexién
(§ 2.5). Los grupos a los que generan las inversiones en dos circulos
intersecantes son en esencia iguales que los grupos Dy, de orden 2n, a los que
generan las reflexiones en dos rectas intersecantes (§ 2.7). Si los circulos de
dos inversiones generatrices se tocan, se pueden invertir en rectas paralelas, y
tenemos el caso limite D, (figura 3.7b). Dos circulos no intersecantes se
pueden invertir en circulos concéntricos. Las inversiones en ellos generan una
sucesion infinita de circulos concéntricos cuyos radios estdn en progresion
geométrica. Volvamos a tomar la actitud de abstraer para caracterizar al
grupo como D_, pero en el centro tenemos un “punto de acumulacién”
(§ 7.6). También lo es el punto de contacto en el caso del grupo al que
generan las inversiones en dos circulos que se tocan. Se dice que un grupo es
discreto cuando carece de puntos de acumulacién. Asi, al describir grupos
discretos a los que generan inversiones, conviene que insistamos en que para
todos los circulos generadores, dos se cortan propiamente, y no se tocan.

Con respecto a un grupo discreto generado por tres inversiones, la region
fundamental es un tridgngulo curvilineo cuyos dngulos son submiiltiplos de 7
como sucede con u/p,, m/p,, m/ps. Por ejemplo, dos radios de un
circulo, que forman un dngulo de n/p, determinan un sector que se
puede considerar con un “tridngulo” cuyos dngulos son m/p, w/2, m/2:

* En_ relacién con el efecto que resulta al proyectar en una direccion diferen-
rente, vease Coxeter, American Mathematical Monthly, 45 (1938), pags. 523-525,
figuras 4 y 5.
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‘aqui tenemos una regién fundamental del grupo Dp XD, de orden 4p. al
‘que generan las reflexiones en el radio y la inversion en el circulo. En este
caso, .

1 1 1
5.81 — =S5 ],
1 7 +p2 +p3 > -
de manera que la suma de los dngulos del tridngulo es mayor que m: esto
constituye una consecuencia obvia del hecho de que el sector se haya
derivado de un tridngulo esférico (véase § 6.9) por medio de una proyeccién
estereografica, que preserva los dngulos. Toda solucién de la desigualdad
1581 (cf. 15.42) es un tridngulo susceptible de ser trazado mediante los
circulos mayores de una esfera. Asi, volvemos a obtener los grupos de
simetria

Se, Si X Ca, As X C;

de los cuerpos platonicos.

Cuando 1/py + 1/p2 + 1/p3 =1, de manera que la suma de los dngulos es
precisamente , tenemos los grupos *“‘euclidianos” infinitos pém, pam, p31m
(véase la tabla I y la figura 4.6d). Podriamos transformar todas las rectas en
circunferencias por medio de una inversién arbitraria: pero en ese caso,
puesto que el disefio se extiende indefinidamente, el centro de la inversion
seria un punto de acumulacién.

Figura 15.8b
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Cuando 1/p, + 1/p: + 1ips <1, de manera que la suma de los dngulos de
la region fundamental €S menor que w, todavia podemos tomar dos de los

tangentes de 4 a g son radios de .
Puesto que Q es invariante con respecto a cada inversion generatriz, se

ambas regiones. Pero la region mayor incluye una réplica de la menor. En
consecuencia, si nos valemos de la definicion de Bolzano de conjunto infinito
(a saber, el conjunto que tiene la misma potencia que un subconjunto
propio), el nimero de triangulos es infinito; es decir, e/ grupo es infinito.

Figura 15.8¢

En la figura 15.8¢ se puede ver el caso en el que py, pa, p3 son 6, 4, 2.
No tenemos aqui un caso parecido al de la figura 15.7a, pues ésta no es una
representacion de un objeto sélido. Nuestra familiaridad con el espacio
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4l imaginar que sean, en alglin sentido, del mismo tamario. Al tratar de

er a este grado nuestra imaginacién, damos el primer paso hacia la
apreciacion de la geometria hiperbdlica, que es el tema de nuestro préximo
capitulo.

El lector tal vez se pregunte el motivo de que consideremos dignos de
estudio semejantes grupos, al observar que la circunferencia £ contiene una
inifinidad de puntos de acumulacién. Sin embargo, al aceptar el punto de
vista no euclidiano, de manera que los circulos e inversiones pasan a ser
considerados como rectas y reflexiones, la distorsion subsecuente de la
distancia coloca a  infinitamente lejos, de manera que desaparecen los
puntos de acumulacion.,

EJERCICIOS

L. Si un sistema de circulos concéntricos se transforma en si mismo por medio de
la inversion en cada circulo, los radios estdn en progresién geométrica.

2. Si tres circulos forman un “tridngulo™ con dngulos que miden n/py, n/pa, n/ps,
las inversiones Ry, Ry, R3 en sus lados satisfacen las relaciones

Ri? = Rs? = Ry? = (R2Ry)" = (R3Ry)": = (R4R)" = 1.

Estas relaciones bastan para definir el grupo abstracto al que generan Ry, Rz, R3
[Coxeter y Moser 1, pigs. 37, 55 }

3. A partir de un dngulo n/p; en el centro A de una circunferencia 2 de radio
unitario, como en la figura 15.8b, encuéntrense expresiones (en términos de p; y pa)
para el radio de la circunferencia ¢ y para la distancia desde A4 a su centro, en el caso en
el que p3 =2, )

4. lInviértase la figura 15.8¢ en un circulo cuyo centro esti en ) es decir,
reempldcese la circunferencia © por una recta, de manera que todos los circulos
inversores tengan sus centros en ella. (Esta disposicion proporciona las bases de una
demostracion alterna de que el grupo es infinito, pues si su orden es g, el semiplano
infinito se llena de g tridngulos curvilineos, jcada uno con un drea finita!

5. En la figura 15.8¢, dos de los tridngulos pequefios (uno blanco y el otro negro)
que comparten la hipotenusa forman entre ambos una “cometa curvilinea” de tres
dngulos rectos y un dngulo de 60°. Tricese una parte de la figura de manera que se vea
una reticula de estas cometas, alternadamente blancas y negras. Tenemos ahora el caso
de un grupo generado per cuatro inversiones. iSe puede tener que sean necesarias mas
de cuatro inversiones para generar un grupo discreto?
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Geometria hiperbdlica

La geometria absoluta no es categorica: se trata en realidad de dos
geometrias en una. Para ser més precisos, diremos que deja a discusion la
cuestion de la existencia de las rectas ultraparalelas (véase el final de § 15.2).
En § 16.1, compararemos las dos respuestas posibles y daremos a la que nos
es poco familiar la misma categoria que recibe la que conocemos. En § 16.2
justificaremos esto mediante una demostracion de consistencia relativa. Y
después, despojandonos por completo de escripulos, nos lanzaremos de todo
corazén al “nuevo universo” que Bolyai ha “creado de la nada”.

16.1 LOS AXIOMAS EUCLIDIANOS E HIPERBOLICOS
DEL PARALELISMO

En el autor vive la conviccion perfectamente purificada (que
también espera de todo lector serio) de que por medio de la
elucidacion de este tema se estd contribuyendo a la victoria
real del conocimiento, de la educacion de la inteligencia y,
por lo tanto, al progreso de la fortuna del hombre de una de
las maneras mds importantes y espléndidas.

J. Bolyai (1802-1860)
[Carslaw 1, pag. 31]

Mencionamos en § 12.6 la cuestion de que los dos rayos paralelos a una
recta dada r desde un punto 4 exterior a ella sean o no sean colineales. Al
aplicar una isometria adecuada, podemos ver que la respuesta es indepen-
diente de la posicion de r. ‘

También verdad, aunque menos obvio, es que, dada r, la respuesta no
depende tampoco de la posicion de A. Supongamos que, de ser posible, los
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considerada y 7). (Desde el punto de vista estricto, este argumento se apoya
en el axioma de Arquimedes, 13.31, que es consecuencia de 12.51.)

Figura 16.1a

Tenemos asi una distincion muy clara entre dos clases de geometria,
llamadas euclidiana e hiperbolica, que se derivan de la geometria absoluta al
afiadir solamente uno de los dos siguientes axiomas alternativos:

EL AXIOMA EUCLIDIANO. Con respecto a un punto A ¥ una recta r
que no pase por A no hay mds de una recta que pasa por A, en el plano Ar,
que no corta a r.

EL AXIOMA HIPERBOLICO. Con respecto a un punto A y una recta r
que no pase por A hay mds de una recta que pasa por A, en el plano Ar, que
no corta a r.

EJERCICIO

Cada uno de estos axiomas implica la afirmacién mas fuerte que dice “un punto
cualquiera 4 y una recta cualquiera 7 en lugar de “algiin punto 4 y alguna recta r”. E]
axioma euclidiano, corregido de esta manera, es equivalente al célebre postulado V
(nuestro 1.25). ;Cémo se derrumba el postulado V al aceptar el axioma hiperbolico?

16.2 LA CUESTION DE LA CONSISTENCIA

(Qué habremos de pensar de lo pregunta: es verdadera la geo-
metria euclidiana? Carece de sentido. Lo mismo harfamos al
preguntar . . . si son verdaderas las coordenadas cartesianas y
falsas las polares, Ung geometria no puede ser mis verdadera
que otra; sélo més conveniente.

H. Poincaré (1854-1912)
(Science and Hypothesis, Nueva York, 1952)
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Observemos que los axiomas euclidiano e hiperbélico no difieren mds que
en una palabra: la palabra vital “no”. No tiene sentido preguntar cudl de las
geometrias es la verdadera y resulta imposible pricticamente decidir cudl
proporciona una base mds conveniente para describir el espacio astronémico.
Desde el punto de vista de la matemdtica pura es mds importante la cuestion
de la consistencia logica de ambos axiomas con respecto al resto de los
axiomas de la geometria absoluta. Y esta pregunta también es dificil de
responder, pues segin el fildsofo Godel, no existe una demostracién interna
de consistencia con Tespecto a un sistema que incluya una infinidad de
conjuntos. Habremos de conformarnos con una consistencia relativa: si estd
libre de contradiccion la geometria euclidiana, también lo estd la hiperbélica,
Y viceversa. La consistencia relativa se obtiene al encontrar en cada una de las
geometrias un modelo de la otra,

Un modelo euclidiano del plano hiperbélico (que se debe a Poincaré) fue
mencionado en § 15.8. Aqui interviene una circunferencia §2, como se tiene
en la figura 16.2a. Cada par de puntos inversos representa un punto
hiperbélico, y cada circunferencia ortogonal a  representa una recta
hiperbdlica. Las dos paralelas a r desde 4 son simplemente las circunferencias
que pasan por A y tocan r en sus puntos de interseccion con . (Estos
puntos son los “extremos” de r.) Este modelo se llama conforme porque los
angulos conservan sus valores propios, aunque las distancias se distorsionan
inevitablemente,

:
,

Figura 16.2a Figura 16.2b

Un modelo euclidiano diferente, que sugiri6 Beltrami (1835-1900),
emplea otra circunferencia w, como se tiene en la figura 16.25. Todo punto
dentro de w representa un punto hiperbélico. Las dos paralelas a r desde A
son las rectas que unen 4 con los extremos de la cuerda r. (Las cuerdas
Cuyas rectas se intersectan fuera de w Tepresentan rectas ultraparalelas.) Este
modelo se llama proyectivo porque en €l las rectas se conservan como rectas.
No se pierde nada al reemplazar la circunferencia w en el plano euclidiano
por una cénica en el plano proyectivo. De hecho, al proceder asi hay una
ganancia considerable, pues se puede extender el plano hiperbélico a un
plano proyectivo por medio de entidades que se definen en la misma
geometria hiperbélica [Coxeter 3, pdg. 196]. De esta manera, podemos
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330 geometria hiperbélica

demostrar que la geometria hiperblica es tnica, o categorica [Borsuk y
Szmielew 1, pdg. 345); difiere, por lo tanto, de la geometria absoluta, que
incluye dos posibilidades que se contradicen.

Al emplear modelos. es deseable manejar dos en lugar de uno, de manera
que no se otorgue a NINgUNO una prominencia indebida. Nuestro razonamiento
geométrico no debe depender sino de los axiomas. Los modelos han
cumplido su finalidad de establecer la consistencia relativa [Pedoe 1, pig. 61;
Sommerville 1, pdgs. 154-159] y a partir de aquino son mds importantes
que los diagramas.

Klein [4, pdg. 296] sefialo la relacion entre los modelos conforme y
proyectivos de la manera que se puede ver en la figura 16.2¢. Una esfera que

|
|

Figura 16.2¢

tiene el mismo radio que w toca el plano (horizontal) en S, que es el centro
tanto de w como de Q. Comenzamos con el modelo proyectivo y nos
valemos de la proyeccion ortogonal (vertical) para mapear (*‘enviar™) a w en
el “ecuador” n de la esfera y cada punto interior en dos puntos: uno en el
hemisferio sur y otro (que no se ha dibujado) en el hemisferio norte. De toda
cuerda de w se obtiene una circunferencia en el plano vertical, es decir, una
circunferencia ortogonal a 7. Mapeamos ahora la esfera en el plano por medio
de una proyeccion estereografica, de manera que 7 se proyecta hacia la
circunferencia mayor £2, concéntrica con respecto a w. Debido a la natura-
leza de la proyeccién estereogrifica, que preserva los dngulos y los circulos, las
circunferencias verticales quedan como circunferencias horizontales, ortogo-
nales a £, y obtenemos el modelo conforme.

En lugar de la proyeccién estereografica hacia el plano tangente en el
“polo sur” de la esfera, S (es decir, la inversién con respecto a una esfera de
radio NS), podriamos haber empleado la proyeccion estereogrifica (desde el
mismo *“polo norte” V) en el plano ecuatorial (es decir, la inversién con
fespecto a una esfera que pasa por 1) de manera que tanto w como £
coincidan con n [Coxeter 3, pag. 260.]. El procedimiento de Klein se justifica
por la propiedad de que ambos modelos concuerdan en la vecindad inmediata
de 5. Esto debe haberle parecido m4s importante que tener la concordancia “en
el infinito™.
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Debemos recordar que los dos modelos pueden ser fuente de equivoces en
un aspecto: nos dan la impresion de que el centro S deberia tener un papel
especial, mientras en el plano hiperbélico abstracto todos los puntes son
iguales.

Con el fin de dar una vision completa, mencionaremos el problema que los
habitantes de un mundo hiperbélico tendrian al tratar de visualizar el plano
euclidiano. Una solucion [Coxeter 3, pags. 197—198] consiste en que podrian
representarse los puntos y rectas euclidianos por medio de las rectas y planos
paralelos a un rayo determinado jen el espacio hiperbdlico!

EJERCICIOS

I. La reflexion en una recta del plano hiperbélico aparece en el modelo conforme
como una inversibn con respecto a un circulo, y en el modelo proyectivo como una
homologia armonica. ;Qué es la transformacion correspondiente en el espacio de la esfera
de Klein?

2. Las circunferencias se presentan en el modelo conforme como circunferencias (que
no cortan a £2), y por lo tanto, como circunferencias en la esfera (digamos que se encuen-
tran en el hemisferio sur) y como elipses en el modelo proyectivo.

16.3 EL ANGULO DE PARALELISMO

... el cambio de mar hacia algo pleno y extraiio
W. Shakespeare (1564-1616)

(The Tempest, ler. acto, escena 2)

o 1] -
B 1

Figura 16.3a

En lo que queda de capitulo, la geometria serd hiperbdlica, es decir, supon-
dremos el axioma hiperbélico que implica que, para un punto cualquiera 4 y
una recta cualquiera r, que no pase por 4, las dos paralelas forman un dngulo
NAM, como tenemos en la figura 16.3a. Tricese la perpendicular AB de 4 ar.
La reflexion en AB nos muestra que LBAM y L NAB son ingulos agudos
iguales. De acuerdo con Lobachevsky, llamaremos a cualquiera de ellos dngulo
de paralelismo que corresponde a la distancia AB, y escribimos

£LBAM = 11(AB).

Antes de que demostremos que esta funciéon es mondtona, necesitaremos
obtener unas cuantas propiedades adicionales de los tridngulos asintéticos. Al
demostrar 15.26, descubrimos que si una transversal (4D en la figura 15.2f)
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corta a dos rectas de manera que los dngulos “alternos” sean iguales, las dos
rectas son entonces ultraparalelas. En consecuencia [Carslaw 1, pag. 48]:

1631 En un trigngulo asintotico EFM, el dngulo externo en E (o en F)es
mayor que el angulo interno en F (o en E).

Dicho de otra manera, la suma de los dngulos de un tridngulo asintético es
menor que 7. Esto nos permite demostrar una especie de teorema rec iproco del
15.25, con el efecto de que un tridngulo asintético queda determinado por sus
dos dngulos positivos:

16.32  Si dos triangulos asintoticos AEM, A'E'M’ tienen A = A' y E = E',
entonces AE = A'E’,

Demostracion  [Carslaw 1, pag. 50]. Si AE y A'E' no son iguales, uno de
ellos ha de ser mayor; sea este A'E’, como se tiene en la figura 16.3b. Tomese F

A A’

M M
F - E

Figura 16.3b

en E/A, de manera que AF = A'E’, y tricese la paralela FM a AM. Por 16.31 y
15.25, tenemos
LMEA > /MFA = /MEA = / MEA,
que es absurdo.
Estos resultados posibilitan que establezcamos la existencia de la paralela
comun a dos rayos dados que forman un dngulo NOM, es decir, una recta MN
paralela a OM en un extremo y a ON en el otro. Desde los rayos que se dan,

OM, ON, cértense dos segmentos iguales cualquiera OA, OA', como se ha hecho
en la figura 16.3c. Tricese A'M, la paralela a OM, y la paralela AN a ON.

c

a’

Tl

Figura 16.3¢

|
|
|
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Biséquense los dngulos NAM y NA'M por medio de las rectas 2 y a'. Demos-
traremos que estas rectas son ultraparalelas, y que la paralela comin MN gue se
busca es perpendicular a ambas.

Sea A'M tal que corte a AN en C'y a a en E. Puesto que toda la figura es
simétrica por reflexion en OC, los dos dngulos con vértice en A y los dos
dngulos con vértice en 4’ son iguales.

De ser ello posible, consideremos el punto comin de a y a’, L, que, por
supuesto, equidista de 4 y A'. Al aplicar 15.25 a los tridngulos asintéticos
congruentes ALM y A'LM, deducimos que L MLA =L MLA', que es absurdo.

De ser ello posible, sean paralelas @ y @, con el extremo comiin L. Al aplicar
16.32 a los tridngulos asintoticos congruentes AEM y A'EL, deducimos que
AE = A'E, de donde E coincide con C, y esto también es absurdo.

En conclusién, a y a' son ultraparalelas. Por 15.26, tienen una perpendicular
comtn FF'. Al aplicar 15.25 a los tridngulos asintoticos congruentes AFM y
A'F'M, concluimos que

LMFA = / MF'A’'.

Si F'F no fuera paralela a OM tendriamos un tridngulo asintético FF'M en el
que la suma de los dngulos es @, lo que contradice 16.31. En consecuencia,
tenemos que, de hecho, F'Fes paralelo a OM, y de la misma manera, FF', es
paralelo a ON; es decir, la recta FF' es una paralela comiin a los dos rayos,
como se pretendia demostrar.

Ademds, esta paralela comiin es unica, puesto que dos de ellas serian parale-
las entre si en ambos extremos, lo que contradice la *clara distincién” entre las
propiedades euclidianas del paralelismo y las hiperbolicas (figura 16.1a). De
aqui se desprende que

16.33 Dos rectas ultraparalelas cualesquiera tienen una perpendicular
comun unica.

Tenemos que, dadas @ y @', podemos reconstruir la figura 16.3¢ de la manera
siguiente: trdcese una perpendicular comin cualquiera FF', tomese O en su
mediatriz y sean las dos Pa:a]elas a la recta FF' que pasan por O tales que
cortenaaenAyaa enAd'.

Para no extendernos demasiado, nos hemos conformado con afirmar la exis-
tencia de una recta que pasa por un punto dado y es paralela a un rayo dado.
Pero Bolyai y Hilbert han dado respectivamente construcciones con “regla y
compds™ de estas rectas [véase Coxeter 3, pags. 204, 191]. Parece ser que
Hilbert no advirtié que su construccién de la paralela comin a AM y A'N
conserva su validez cuando las rectas se cortan en un punto que no equidista de
Ay A', o incluso cuando no se intersectan en absoluto. De hecho [Carslaw 1,
pig. 76],

16.34 Dos rayos no paralelos cualesquiera tienen una paralela comin
unica.

Y este resultado justifica el empleo que hacemos de los extremos como si
fueran puntos ordinarios: dos extremos cualquiera, M y N, determinan una
recta tinica MN.
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Figura 16.34

La recta que pasa por A y es paralela a BM (figura 16.32 0 d) determina el
dngulo de paralelismo 11 (AB). Reciprocamente, podemos encontrar una dis-
tancia x cuyo dngulo de paralelismo I (x) sea igual a cualquier dngulo agudo
dado [Carslaw 1, pag. 77). Dicho con otras palabras, dado un dngulo agudo

en el punto que se busca, B. Diremos de paso que, como podemos trazar por
cualquier punto un rayo paralelo a otro dado, tenemos en consecuencia que

16.35 Podemos encontrar, con respecto a dos rectas no perpendiculares,
unarecta que sea perpendicular a una Y paralela a la otra.

Si 4" estd en el rayo A/B, de manera que A'B> AB (como se tiene en la
figura 16.3d), entonces

I(4'B) < 11(48B).

(Esto es simplemente 1631 aplicado al tridngulo asintotico A4'M.) De aqui se
desprende que la funcion I (x) decrece continuamente de— 7 a 0 cuando x se
incrementa de 0 a oo,

Con naturalidad, decimos que AMN es un tridngulo doblemente asintotico
[Coxeter 3, pdg, 188]. Hemos visto que un tridngulo como ése queda determi-
nado por un dngulo POsitivo; en otras palabras,

16.36 Dos tridngulos doblemente asintoticos son congruentes cuando sus
dngulos son iguales,

Al aplicar 16.34 a los fayos que pertenecen a dos paralelas LM, LN, obtene-
mos una tercera recta paralela a ambas, de manera que se forma un trigngulo

demos decir que este tridngulo es un tridngulo doblemente asintotico de dngulo
cero. Por lo tanto, no nos sorprenderd descubri que

16.37  Dos trianguios triplemente asintoticos son congruentes,

Demostracién (que se debe 2 D. W. Crowe). Dados dos tridngulos triple-
mente asintéticos, dividase cada uno de ellos en dos tridngulos rectangulos y
doblemente asintticos al trazar una altura (paralela a uno de los lados y per-
pendicular al otro, como en 16.35). Por 16.36, los cuatro tridngulos doblemen-
te asintoticos son iguales. Por Io tanto, los dos tridngulos triplemente
asintéticos han de ser congruentes.
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EJERCICIOS

1. Trdcense las figuras que corresponden a los teoremas 16.33—16.35 en términos de
los modelos conforme y proyectivos.

2. Si un cuadringulo ABED tiene dngulos rectos en D y en E mientras AD — BE,
entonces los dngulos en A y B son dngulos agudos iguales. (Indicacién: Tracense AM y BM.
rectas paralelas a D/E; apliquese 16.31 al tridngulo asintdtico ABM.)

3. La suma de los dngulos de un tridngulo cualquiera es menor que dos dngulos rectos.
Undicacion: En un tridngulo dado ABC tricense las perpendiculares AD, BE, CF ala recta
que une los puntos medios de BC y-CA.)

4. A partir de un tridngulo asintético ABM, con dngulos agudos en A y B, tricese la
perpendicular AD a BM, y la perpendicular BE a AM, que se cortan en H. Tricese la
perpendicular a AB, que serd HF. Entonces FH es paralela a AM [Bonola 1, pag. 106].
{Qué sucede cuando tratamos de la misma manera con rayos que pasan por 4 v B que no
son paralelos sino ultraparalelos?

5. Si dos tridngulos triplemente asintéticos tienen un lado comin, ;qué isometria los
relaciona? (Es evidente que dos tridngulos triplemente asintéticos pueden tener un lado
comiin sin tener la misma altura.)

6. El inradio de un tridngulo triplemente asintético es la distancia con respecto a la
que el dngulo de paralelismo es de 60°.

7. Desde un punto cualquiera en uno de los lados de un tridngulo triplemente asin-
tético, las rectas perpendiculares a los otros dos lados son perpendiculares entre si [Bach-
mann 1, pag, 222|.

16.4 LA FINITUD DE LOS TRIANGULOS

Encerrado en una cdscara de nuez ser rey del espacio infinito.
W. Shakespeare

(Hamlet, 2o. acto, escena 2)

Uno de los pasajes més elegantes de la literatura acerca de la geometria
hiperbélica desde los tiempos de Lobachevsky, es la demostracion de Liebmann
[1, pdg. 43] de que el drea de un tridgngulo permanece finita cuando todos sus
lados son infinitos. C. L. Dodgson (alias Lewis Carroll) no podia aceptar este
teorema y, en consecuencia, consideraba que toda la geometria no euclidiana
carecia de sentido.

En lugar de plantear la discusion filoséfica acerca del sentido del drea [Cars-
law 1, pdgs. 84-90], nos conformaremos con considerarla una funcién
numérica definida para todo poligono cerrado simple, que permanece inva-
riante al aplicar isometrias y que resulta aditiva al yuxtaponer dos poligonos.

Sea ABM un tridngulo asintético cualquiera. Cuando lo reflejamos en la
bisectriz AF del dngulo A obtenemos A4 ,N, como se ve en la figura 16.4a,
donde F es el punto donde la bisectriz encuentra a la paralela comin MN. Al
reflejar la recta BM en la bisectriz A,F, de L NA M obtendremos A,N
(donde A, estd en AM), y, entonces, reflejémosla en AF. Al proseguir de esta
manera, construimos una reticula de triangulos, tales que sus lados ‘“‘verti-
cales” bisecan los dngulos con vértices en B, A, Ay, Az, A3,...y son
perpendiculares a MN en G, F, Fy, F,, F5, ... Estos puntos estdn situados a
espacios iguales a lo largo de MV, puesto que todos se han derivado de F y
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A
B |2>54
4 3|4 >4z
5|6 5643
8917 7 |84,
Q%K
"“‘\‘\\\
'\\%
N
M
5 ] B el 70 e e |
G F ESF F F, K

Figura 16.4a

Fy por medio del grupo D, al que generan las reflexiones en AF y A,F,;
por ejemplo, G es la imagen de F, en el espejo AF. Los tridngulos
numerados que se ajustan para llenar el tridngulo asintético ABM son
respectivamente congruentes a los que se ajustan dentro del pentigono finito
ABGF,A,; de hecho, dos tridngulos cualquiera con el mismo numero se
relacionan por una potencia de la traslacion de G a F; (o de F a F,). En
consecuencia, el drea del tridngulo asintdtico es menor o igual que el drea del
pentdgono:

16.41 Un triangulo asintotico cualquiera tiene drea finita.

Puesto que se puede dividir cualquier tridgngulo doblemente asintético
(figura 16.3a) en dos tridngulos asintéticos, tenemos que

16.42 Un tridngulo doblemente asintotico cualquiera tiene drea finita.

Por 16.36, el drea de un tridngulo doblemente asintético estd en funcién
de su dngulc’ Al comparar los tridngulos AMN y A'MN de la figura 16.3d,
vemos que esta funcion es decreciente: a mayor tridgngulo, menor dngulo.

Puesto que se puede dividir cualquier tridngulo triplemente asintético en
dos tridngulos doblemente asintéticos (como se hizo al demostrar 16.37),
16.42 implica que

16.43  Un triangulo triplemente asintético cualquiera tiene drea finita.

Por 16.37, sabemos que el drea es constante y no depende més que de la
unidad de medida que elijamos.
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16.5 EL AREA Y EL DEFECTO ANGULAR

Gauss . . . llegé a reconocer la existencia de una geometria no
euclidiana de Iogica firme no Por intuicién o gracias g un
relimpago de genio . . . al contrario, habia pasado muchas
horas trabajando en el problema antes de sobreponerse al

Segro de no ser comprendido. Solamente reveld o ciertos
amigos de confianza una parte de su trabajo.

R. Bonola [1, pégs. 66-67]

Jinos Bolyai, o Bolyai Jinos (como se escribe en hiingaro), anuncié el
descubrimiento de la geometria absoluta en un apéndice de un libro escrito

En esta carta hay una demostracion maravillosa de que el 4rea del
tridngulo ABC es proporcional al defecro angular

7o— A= B

la cantidad por la cual esta Suma angular no llega a los dos dngulos rectos. La
pardfrasis que hacemos 1 continuacioén cubre algunos huecos de |a argumenta-
cion mientras conserva la division sistemitica de Gauss en siete pasos, que se
han numerado con numeros romanos,

l. Todos los tridngulos triplemente asintoticos son congruentes. (Nuestro
16.37.)

1. El drea de un triagngulo triplemente asintotico tiene un valor finito:
Hamémosle t. (Este es nuestro 16.43.)

HL.  El drea de un triagngulo doblemente asintotico AMN estd en funcion
de su dngulo, NAM: llamémosia f ( @), donde ¢ es el suplemento del dngulo en
Cuestion. A partir del angulo ¢, podemos construir el tridngulo de manera

N
A%
fr =) r(e)
f(@)
N M T - ¢

Plr=0 m
A

Figura 16.52 Figura 16.5b
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unica (figura 16.5a; cf. 16.3¢). Gauss preferia usar el suplemento, en lugar
del dngulo NAM, para asegurarse de que f(¢) es una funcioén creciente de .
(Véase el comentario que se hace después de 16.42.)

IV f(¢) +f(1l' -¢) ==

Esto puede verse al ajustar dos tridngulos doblemente asint6ticos AMN y
ANL con dngulos suplementarios, como se ve en la figura 16.5b. Se entiende
aqui que 0<¢<m. Pero cuando ¢ se aproxima a cero, el tridngulo
doblemente asintético se derrumba, y cuando ¢ se aproxima a 7 tiende a
convertirse en un tridgngulo triplemente asintético. En consecuencia,

16.51 f(0) = 0, Sflm) =1,
y IV tiene validez cuando 0 < ¢ <.

V. O +f(W)+f(n—¢p—y)=t.

Esto, junto con ¢>0, Y >0, ¢+ ¥ <7 se puede ver al colocar juntos
tres tridngulos doblemente asint6ticos cuyos dngulos sumen 2 7, como se ha
hecho en la figura 16.5¢. Esto conserva su validez cuando ¢ o Y son cero o
cuando ¢ + Y = 7.

VL. fi$) + i) = fig + v).

Esto, junto con ¢=0, Yy >0, ¢ + ¢ <m, se obtiene algebraicamente al
escribir ¢ + Y en lugar de g en 1V y al emplear V a continuacién. De aqui se
desprende que f(¢) es simplemente un multiplo de ¢, a saber

16.52 f(9) = po

donde, por 16.51, u = t/m.
J. H. Lindsay sefial6 que esta deduccién se puede hacer sin necesidad de
suponer que la funcién es continua, Por VI y al igualar ¢ =y,

J(@) =1 f(2¢).

Tenemos, asi, que 16.52 conserva su validez cuando ¢=1i- m, también cuando
¢ =47, y asi sucesivamente; lo que significa que es vilido cuando dividimos
T por una potencia cualquiera de 2 para obtener ¢. Acudamos otra vez a VI
para deducir que f (@)= u¢ siempre que ¢ = nn, donde n es un niimero que
termina al expresarlo como “decimal” en la escala de 2 [cf. Coxeter 3, pag.
102]. Para abreviar, lo llamaremos niimero binario.

Supongamos que, de ser posible, existe un valor particular de ¢, tal que
J(¢) + ug. Tomese un nimero binario n entre los dos reales distintos ¢/ y
f(¢)/um. Si f(¢) > uo, de manera que

o< < L8,

tenemos que, puesto que f(¢) es una funcién creciente,

(@) < f(nm) = pnm < f(9),

que es absurdo. Si, por otra parte, f (¢) < p@, al invertir el sentido de todas
las desigualdades llegaremos a otro resultado absurdo. En consecuencia,
f(9) = ué para todo valor de ¢ (de 0 a ).
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Figura 16.5¢ Figura 16.5d

VIL. El drea Ade un tridngulo cualquiera ABC (de lados finitos) es un
multiplo constante de su defecto angular:

&:,u.(w—A—B—C).

En este paso final, Gauss exhibia ABC como una parte de un tridngulo
triplemente asintético al prolongar sus lados en orden ciclico, como se ha
hecho en la figura 16.5d. Las demis partes son tridngulos doblemente
asintoticos cuyas dreas son ud, uB, uC. En consecuencia,

A+ pAd. 4 pB + uC =t = pm,

y en seguida se llega a la formula que se quiere encontrar.

Podemos seguir a Lobachevsky al emplear una unidad de medida* tal que
el drea de un tridngulo triplemente asintdtico sea #. Entonces, u= 1, y la
formula no es sino

16.53 A=n—A-B-_C.

Esto nos recuerda de manera impresionante la formula 6.92, que nos dice
que el drea de un tridngulo esférico que se traza en una esfera de radio R es

(A + B + C — m)R2.

Encontramos que, al dar a R? el valor de — 1, encontramos que el
resultado de Gauss concuerda formalmente con el drea del tridngulo que se
traza en una esfera de radio i. J. H. Lambert (1728—1777) sugirié, mucho
antes de la época de Gauss, que de existir el plano no euclidiano, habria de
parecerse a la esfera de radio i. Por medio de esta analogia, pudo derivar
férmulas de trigonometria hiperbélica (que Lobachevsky desarrollo rigurosa-
mente mds tarde) a partir de las férmulas clisicas de la trigonometria
esférica. Su plena significacion no se revelé hasta que Minkovski
(1864—1909) descubri6 la geometria del espacio—tiempo, que constituy6 la
base geométrica de la teoria restringida de la relatividad de Einstein. Sabemos
ahora que en un espacio tiempo de dimensiones (2 + 1), el plano hiperbélico
se puede representar sin distorsion en cualquier hoja de una esfera de radio
espacialoide. En el espacio afin subyacente, esta clase de esfera es un
hiperboloide de dos hojas.t

* Coxeter, Hyperbolic triangles, Scripta Mathematica, 22 (1956), pig. 9.

T Coxeter, A geometrical background for de Sitter's world, American Mathematical
Monthly, 50 (1943), pag. 220.
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EJERCICIOS

I. La férmula de Gauss 16.53 conserva su validez cuando el tridngulo tiene uno o
mas dngulos de cero.

2. El drea de un pégono simple cualquiera es igual a su defecto angular: la cantidad
por la que la suma de sus dngulos no llega a ser la del pégono del plano euclidiano
(Indicacion: Dividase el poligono en tridngulos. Por supuesto, suponemos ahora que
u=1.) En la figura 16.4a, el drea de ABM es igual a la de ABGF A ;.

3. El producto de tres traslaciones a lo largo de los lados dirigidos de un tridngulo
(que recorren las longitudes de los mismos lados) es la rotacion que recorre el defecto
angular del tridngulo. (Estas traslaciones tienen la mitad de la longitud de las del
teorema de Donkin 15.31.) [Lamb 1, pag. 7].

4. El producto de los semigiros alrededor de los puntos medios de los lados de un
cuadringulo simple (en el orden natural) es la rotacién que recorre el defecto angular
del cuadringulo,

5. Un poligono cualquiera en el que la suma angular es un submiltiplo de 2 se
puede repetir, por medio de semigiros alrededor de los puntos medios de sus lados, hasta
cubrir todo el plano sin dejar intersticios |ef. Sommerville 1, pig. 86, ejercicio 15].
(Undicacién: Véanse las figuras 4.2b yc.)

16.6 CIRCULOS, HOROCICLOS Y CURVAS EQUIDISTANTES

El circulo es la trayectoria ortogonal de un haz de rectas con
un vértice real. . . . El horociclo es la frayectoria ortogonal de
un haz de paralelas . . . La trayectoria ortogonal de un haz de
rectas con un vértice real se llama curva equidistante,

D. M. Y. Sommerville (1879—1934)
[Sommerville 1, pgs. 51-52]

Tenemos que, por 15.26, dos rectas cualquiera distintas o bien se cortan,
0 bien son paralelas, o bien son ultraparalelas. En otras palabras, pertenecen a
un haz de rectas que puede ser de una de tres clases: un haz ordinario, que
consiste en todas las rectas que pasan por un mismo punto, un haz de
paralelas, compuesto por todas las rectas que son paralelas a un rayo dado, o
un haz de ultraparalelas, en el que estdn todas las rectas perpendiculares a
otra dada. Por 15.32, sabemos que el producto de las reflexiones en las dos
rectas es una rotacién, un desplazamiento paralelo o una traslacion, respecti-
vamente. Al mantener fija una de las rectas y permitir que otra varie en el
haz, vemos que cada una de estas tres isometrias se puede aplicar como
movimiento continuo.

Se puede definir un circulo con centro en O de la manera que se hizo en
§ 15.1 o como el lugar geométrico de un punto P que se deriva de otro fijo,
Q, distinto de 0, por medio de la rotacién continua alrededor de 0, o como
el lugar geométrico de la imagen de Q por reflexion en todas las rectas que
pasan por O. Cuando el radio OQ se vuelve infinito, tenemos un
horociclo cuyo centro esti en M (en el infinito): es el lugar geométrico
de un punto que se deriva de otro fijo QO por medio de un despla-
zamiento paralelo continuo, o el lugar geométrico de la imagen de Q por
reflexion en todas las rectas paralelas al rayo QM [Coxeter 3, pig. 213].

www.elsolucionario.net

. R




circulos, horociclos y curvas equidis

Los rayos paralelos a QM se llaman didmetros del horociclo. La primera
*0™ de la palabra “horociclo™ se pronuncia como la de “horror™.*

El lugar geométrico de un punto a una distancia constante de una recta
fija 0 no es, como tendriamos en el plano euclidiano, un par de paralelas,
sino una curva equidistante (o “hiperciclo™) con dos ramas, una a cada lado
de su eje 0. Cualquiera de ellas se puede describir como el lugar geométrico
de un punto que se deriva de otro fijo Q (que no estd en o) por medio de
una traslacién continua a lo largo de o, o como el lugar geométrico de la
imagen de Q por reflexion de todas las rectas perpendiculares a o.

Tenemos en posicion ortogonal al haz de rectas que pasan por O un haz
de circulos concéntricos. La rotacion alrededor de O permuta las rectas y
hace que cada circulo se deslice sobre si mismo. Tenemos en posicion
ortogonal con respecto al haz de paralelas con un extremo comuin en M un
haz de horociclos concéntricos. El desplazamiento paralelo con centro en M
permuta las paralelas y hace que cada horociclo se deslice sobre si mismo.
Tenemos en posicion ortogonal al haz de rectas ultraparalelas perpendiculares
a 0 un haz de curvas equidistantes coaxiales. La traslacion a lo largo de o
permuta las rectas ultraparalelas y hace que cada curva equidistante se deslice
sobre si misma.

Podemos ahora cumplir la promesa que hicimos después de 15.31 de
demostrar que “‘el producto de dos traslaciones cuyos ejes no se cortan puede
ser una rotacion”. Nos referiremos a la figura 16.3d para observar que la
recta que pasa por C y es perpendicular a AB es ultraparalela a AM y AN.
Tiene, por lo tanto, una perpendicular comin GH con AM, y otra perpen-
dicular FE comin con AN, de manera que se forma un pentdgono, AEFGH
con dngulos rectos en E, F, G, H, como se puede ver en la figura 16.6a. El
dngulo restante, A, puede ser tan pequeiio como queramos; cuando sea cero,
el pentigono serd “asintotico™. El producto de las reflexiones en AE y FG es
la traslacion a lo largo de EF (que recorre 2EF). El producto de las
reflexiones en FG y AH es la traslacion a lo largo de GH (que recorre 2GH).
En consecuencia, tenemos que el producto de esas dos traslaciones es igual al
producto de las reflexiones en AE y AH, que es una rotacion o, si A es un
“extremo”, un desplazamiento paralelo, Puesto que los ejes de ambas
traslaciones son perpendiculares a FG, hemos demostrado asi que el producto
de las traslaciones a lo largo de dos rectas ultraparalelas puede ser una
rotaciéon o un desplazamiento paralelo. (Puede, por supuesto, resultar con la
misma facilidad otra traslacion.)

B”

By

A A’

Figura 16.6a Figura 16.6b

* Este comentario solamente tiene sentido en el original inglés. (T)

www.elsolucionario.net




342 geometria hiperbglica

El producto de las traslaciones a lo largo de dos rectas ultraparalelas, AM
y BM, deja invariante el extremo comin M; no puede, por lo tanto, ser una
rotacion, sino que tiene que constituir o bien una traslacién a lo largo de
otra recta que pase por M o bien un desplazamiento paralelo con centro en
M. Veremos pronto gue esta ultima posibilidad se presenta cuando las dos
traslaciones originales son de longitudes iguales, una hacia M y la otra en un
sentido que la aleja de M. De hecho, tenemos que la traslacién a lo largo de
AM de A a A’ (figura 16.6b) transforma el arco AB de un horociclo que pasa
por A en un arco igual A'B" del horociclo concéntrico que pasa por 4"
Denotemos el punto B, en el que el segundo arco corta al didmetro que pasa

por B. La traslacion a lo largo de este didgmetro de B, a B transforma
el arco BoA" del segundo horociclo en el arco igual BA" del primero. Asi,
tenemos que el producto de dos traslaciones es el desplazamiento paralelo
que transforma el arco AB en el A"B"’; hace que este horociclo (y cualquiera
de los concéntricos con respecto a él) se deslice sobre si mismo.

EJERCICIOS

I. Los tres vértices de un triangulo (finito) estdn todos en cada una de tres curvas
equidistantes, cuyos ejes unen los puntos medios de pares de lados, y en un cuarto
“ciclo”, que puede ser un circulo o un horociclo, u otra curva equidistante (con los tres
vértices en una de sus ramas). [Sommerville 1, pags. 54, 189.]

2. Los tres lados de un tridngulo (finito) son tangentes a un circulo (el circulo
inscrito) y a otros tres “‘ciclos™, donde cada uno de ellos puede ser de cualquiera de las
tres clases.

3. En la figura 15.2a, el horociclo que pasa por J y cuyo diimetro es P, pasa
también por L.

4. ;Cuintos horociclos pueden pasar por dos puntos dados?

5. Una curva equidistante puede llegar a tener hasta cuatro intersecciones con Ln
circulo, un horociclo u otra curva equidistante,

6. Desarrollese la analogfa entre las conicas del plano afin y los circulos generali-
zados del plano hiperbdlico. El horociclo, como la pardbola, se extiende al infinito en
una direccion: si los puntos P y @ son respectivamente punto variable y punto fijo en
eél, la posicion limite de la recta QP es el didmetro que pasa por Q. La curva
equidistante tiene, como la hipérbola, dos ramas.

7. De manera distinta al eje conjugado de la hipérbola, el eje de la curva
equidistante estd en el lado edncavo de cada rama,

16.7 EL MODELO DEL “SEMIPLANO” DE POINCARE

Se gana en sencillez cuando se toma el circulo fundamental
como una recta, por ejemplo, el eje de las x. . .. Podemos
evitar el trato con pares de puntos al considerar solamente a
los que estin por encima del eje de las x. Un circulo propio
se representa por el circulo que queda totalmente por encima
del eje de las x; un horaciclo, por el circulo que toca el eje
de las x; una curva equidistante, por el circulo que corta el
eje de la x si le afiadimos la reflexién de la parte que queda
por debajo del eje.

D. M. Y, Sommerville [1, pigs. 188-189]
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Del modelo conforme (figura 16.22) en el que las rectas se representan por
circunferencias (y rectas) ortogonales a una circunferencia fija 2, Poincaré
derivé otro modelo conforme al invertir en un circulo cuyo centro esta en £
La inversa de Q es una recta; sea ésta una “horizontal”, que seguiremos
denotando por 2. Los puntos del plano hiperbélico quedan representados
por los pares de puntos que son imagen uno del otro por la reflexién en 2 y
las rectas quedan representadas por las circunferencias y rectas ortogonales a
Q, es decir, circunferencias cuyos centros estdin en £ y rectas verticales
[Burnside 1, pdg. 387].

Podemos trazar por un par de puntos que son imdgenes en £ un haz
intersectante de circulos coaxiales (como los de la figura 6.5a si la hiciéramos
girar en dngulo recto) que representa un haz ordinario de rectas. El haz
ortogonal no intersectante, cuyo eje radical es £, representa un haz de
circunferencias concéntricas. Los puntos limite del haz no intersectante
representan el centro comun de ellas.

Se puede trazar otro haz de circunferencias (situado como en la figura
6.5a, ahora sin alterarla) que pasen por dos puntos de 2. Uno de los
miembros de este haz, que tiene su centro en £2, representa una recta o. Las
demas circunferencias (o, estrictamente, los demis pares de circunferencias
que se relacionan por la reflexion en Q) representan curvas equidistantes
coaxiales con eje en o. Esto se explica al considerar que el haz ortogonal no
intersectante representa el haz de rectas ultraparalelas perpendiculares a o.

Un haz tangente de circunferencias cuyos centros estdn en § (figura 6.5b)
representa el haz de paralelas, mientras el haz tangente ortogonal (que toca a
§2) representa un haz de horociclos concéntricos. Un haz particular de
paralelas (particular en el modelo pero, por supuesto, ordinario en la misma
geometria hiperbélica) queda representado por todas las rectas verticales (que
pasan, como pasa £, por un punto en el infinito del plano inversivo). Los
horociclos cuyos didmetros son estas rectas quedan representados por las
horizontales con la excepcién de © (o, estrictamente, los pares de horizon-
tales que se relacionan por la reflexion en ). Puesto que las reflexiones en
las rectas verticales representan reflexiones en las rectas paralelas, las trasla-
ciones horizontales representan desplazamientos paralelos. En consecuencia,
las rectas horizontales (diferentes de ) representan isométricamente a los
horociclos: los segmentos iguales representan arcos iguales.

EJERCICIOS

1. ;Qué figuraes la representada por dos rectas que forman un angulo al que biseca 2?

2, Cuando dos rectas ultraparalelas se representan por medio de circunferencias no
intersecantes (en cualquiera de los modelos conformes de Poincaré), la distancia entre las
rectas, que se mide en la direccion de la perpendicular comtn, aparece como distancia
inversiva entre las circunferencias (véase el ejercicio 5 de § 6.6). i

3. El dngulo de paralelismo (figura 16.3d, pagina 334) es

I1(x) = 2 arctan e-=.
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16.8 LA HOROESFERA Y EL PLANO EUCLIDIANO

F. L. Wachter (1792— 181 7). ..en una carta a Gauss (diciem-
bre de 1816 .. . habla de la superficie a la que tiende una
esfera a medida que su radio se aproxima a infinito. . . . Afir-
@ gue aun en el caso de que el quinto postulado fuera falso,
SXIStiria en esta superficie una geometria idéntica a la del
plano ordinario.

R. Bonola [1, pigs. 62-63]

Es obvia la manera en Ia que se extienden las ideas de §§ 16.6 y 16.7 de
dos a tres dimensiones. El lugar geométrico de las imdgenes de un punto Q
por la reflexién en todos los planos que pasan por un punto O serd una

los planos perpendiculares a un plano fijo w es una de las hojas de la
superficie equidistante, constituida por los puntos que estdn a una distancia
constante de cw en ambos lados.

Hay un modelo conforme en el espacio inversivo, en el que los puntos del
espacio hiperbélico quedan representados por pares de puntos que se
relacionan por la reflexién en un plano *horizontal” fijo Q, y los planos son
representados por esferas y planos ortogonales a £2, es decir, esferas tales que
Sus centros estin en Q y planos verticales. De inmediato se desprende como

didmetros son estas rectas quedan representadas por todos los planos
horizontales, con la excepcion de Q. Puesto que todo plano vertical
constituye un modelo (de la clase que describimos en § 16.7) de un plano en
el espacio hiperbélico, cada plano horizontal (con la excepcién de )
representa una horoesfera, y toda recta en el plano representa un horociclo
en la horoesfera, Puesto que las distancias en estas rectas concuerdan con las
distancias a lo largo de los horociclos correspondientes, 1a representacion de
la horoesfera en el plano euclidiano es isométrica: en correspondencia con
una figura cualquiera del plano euclidiano existe en la horoesfera una figura
congruente (donde las rectas son reemplazadas por horociclos).

Este asombroso teorema fue descubierto independientemente por Bolyai y
Lobachevsky. Se pueden ver dos demostraciones diferentes en Coxeter [3,
pdgs. 197, 251]. Significa que, ademis de la geometria esférica ordinaria, los
habitantes de un mundo hiperbélico estudiarian también geometria horoesfé-
rica, jque es igual a la geometria euclidiana!
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17

Geometria diferencial
de las curvas

La geometria diferencial aplica los métodos del andlisis a la geometria,
sobre todo en el estudio de las curvas y las superficies. En el sentido clsico,
el estudio se lleva a cabo en el espacio euclidiano tridimensional. Pero en el
siglo veinte se han comenzado a emplear otros espacios, como el inversivo, el
afin o el proyectivo. En otras palabras, la geometria diferencial conserva su
significacion cuando no interviene el concepto de distancia. Sin embargo,
tanto la distancia como el paralelismo suelen estar presentes, y en este caso la
idea de vector es fundamental. -

Una curva, que es el lugar geométrico de un punto P, estd intimamente
asociada con un vector variable, a saber, el vector de posicion

—
r= 0P

que va de un origen fijo O al punto P. Por sencillez no consideraremos mas
que curvas rectificables para las que hay una tangente bien definida en cada
punto [Kreyszig 1, pag. 29]. :

Después de un estudio preliminar de los vectores, pasaremos a considerar
la curvatura de curvas planas y la curvatura y torsién de curvas torcidas, y
aplicaremos los resultados a muchos casos especiales de importancia, como
los de las espirales y las hélices.

17.1 LOS VECTORES EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

Hemos considerado (en § 13.6) las propiedades afines de los vectores,
como la adicion y la substraccién, la multiplicacién por niimeros, la
independencia y la expresion tnica

17.11 c=xe + )f + zg

347
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con respecto a un vector cualquiera ¢ como combinacién lineal de tres
Veéctores basicos e, f, g. Ha llegado el momento de presentar dos clases de
multiplicacién de vectores por vectores. Nos valdremos de |a notacién de J,
W. Gibbs (1839—1903), aunque hay autores, como es g caso de Birkhoff y
MacLane |1, Pdg. 175] y Forder [2], que prefieran la de H. Grassmann
(1809-1877).

La geometria euclidiana nos permite hablar de |5 longitud (o “magnitud”
0 “valor absoluto™) |al, de cualquier vector dado Si @ es el dngulo que
forman e] vector @ y el vector b, definiremos el producto interior (o
“escalar”) e« b ¥ el producto exzerior (o “vectorial”) g X b por medio de
las férmulas

a*b = |a| |b| cos 4, nxb::]u[[bjsenl?g,

donde g es ¢l VECtor unitario ortogonal al plano qb en el lado en el que @
aparece como dngulo Positivo, La introduccién de up vector auxiliar g (que
€S ortogonal tanto 3 q como a b) se justifica mediante |z elegante dlgebra
que sigue a continuacion.

Vemos en seguida que si ¥ n son nimeros
mu-nb::mnq-b, mnxnb:mncxb,

Asfi la multiplicacién interior es conmutativa (como la de nimeros), mientras
la multiplicacién exterior es “anticonmutativa” Puesto que @ x @ — 0, to-
Mamos con naturalidad q2 como a-a:

aZ — ]a['*’.

Dos vectores a ¥ b son ortogonales cuando g+ b — 0, y paralelos cuandoa x
b =o0.

— -
Considérense dos Vectores, @ = 04, b — OB, y sea BN la perpendicular
de B a 04, como se ve en la figura 17.14. Lg distancia algebraica ON
(negativa cuando LAOB es obtuso) se Ilama proyeccion de b en q. §;
la| =1, de Manera que @ sea up vector unitario, esta Proyeccion es

a'(b + b)=a:b +a-b,
que también se puede €Xpresar como

(b + b)a=ph.q + b'-a
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demostrar que son iguales, a veces nos ayuda la introduccién de un wvector
arbitrario ¢ para comparar b-c¢ con b’-¢. Si encontramos que

b-c=b'-c

para todos los vectores ¢ (o incluso para tres vectores ¢ independientes)
podemos afirmar con seguridad que b = b’. Tenemos que, como (b — b’)
*¢ = 0, cuando b — b’ no es el vector cero

B

0 NEA

Figura 17.1a Figura 17.1b

ha de ser ortogonal a ¢; y como ¢ se toma arbitrariamente, esto es
imposible.

Como un paso para demostrar la ley distributiva para los productos
exteriores, compararemos las dos expresiones del drea de un paralelogramo, a
saber

laxXb| = |a|b-f,

donde f es un vector unitario ortogonal a @ en el plano ab (como se tiene
en la figura 17.1b), de manera que b-f es la altura del paralelogramo desde
su base |@|. Tenemos andlogamente que el paralelepipedo que forman tres
vectores independientes @, b, ¢ tiene por base |a X b|, por altura ¢-g,y
por volumen (si convenimos adecuadamente acerca del signo, segun se
encuentre el triedro abe positiva o negativamente orientado)

laxXb|lec:g=|axb|lgc=(axb)ec

Puesto que podriamos tomar otra cara del paralelepipedo como base,
podremos expresar el mismo volumen como

(b X ¢)ra=a(b X c).
Y podemos asi intercambiar la cruz y el punto:
(aXb)e=a-(bXc)

(No podemos acercarnos mds a una “ley asociativa” de los productos de
vectores.) Puesto que la cruz y el punto son intercambiables, es conveniente
emplear para (@ X b):c 0 a*(b X ¢), el simbolo especial [a b c], de
manera que el volumen del paralelepipedo esté dado por

[abc] =[bca] =[cab] = —[cba]
Si[abe]=0,el paralelepipedo se derrumba, y los tres vectores son coplanares, es
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350 geometria diferencial de las curvas

decir, dependientes. De manera que una condicion necesaria y suficiente de la
independencia de a, b, ¢ es

[abc] 0.

Para demostrar la ley distributiva para los productos exteriores, introdu-
cimos (como catalizador) un vector arbitrario € y encontramos que

{(a +a) x blc=(a+a)(bxc)
=a*(bXc)+a'(bxec)
=(aXb)c+(a’'xXb)ec
= {(@a X b) + (&’ X b)}-c.

Puesto que hemos tomado arbitrariamente a ¢, concluimos que
(¢+¢’)xb=(nxb)+(¢’xb).

Puesto que el producto exterior de dos vectores es un vector, podriamos
esperar en principio la validez de la ley asociativa. Para comprender por
qQué (@X b) Xcyax(bXec) son, en general, diferentes, evaluemos
ambas expresiones por medio de un procedimiento que elaboraron Coe y
Rainich.* Consideremos los vectores unitarios @ y f en el plano ab,
ortogonales a b y a respectivamente, como se tiene en la figura 17.15.
Puesto que el vector @ X b es perpendicular al plano ab (o ef ), los dos
vectores

(a X b) Xe, (a X b) x f

Se encuentran en el mismo plano y tienen la misma longitud |a x b|, que se
puede expresar en cualquiera de las formas

a‘e|b|, b-f|a|.

Puesto que tienen la misma direccion que b, —a, respectivamente, son, con
exactitud,

(axXb)Xe=a-eb, (aXb)xXf= —b-fa.
Si g es perpendicular al plano, también tenemos que
(- X b) X g=0.
Al tomar los tres vectores e, f, g como base, podemos expresar un vector
arbitrario € en la forma de 17.11: asi, tendremos
(ﬂxb)xc=(axb)x(xo+yf+zg)
=x(ux1-)xo+y(uxb)xf+z(qxb)xg
=x(a‘e)b — y(b-f)a = (a-xe)b — (b-yf)a
=a‘(xe + yf+ zg)b — b-(xe + yf + zg)a,
puesto que a-f, a'g, b e, b-g son todos cero. En consecuencia, tenemos
por ultimo que
17.12 (c)(b))(c-_-(u-c)b-—(b-e)u.
*C.J.Coe y G.Y.Rainich, American Mathematical Monthly, 56 (1949), pags. 175-176.
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los vectores en el espacio euclidiano 351

Al intercambiar @ y ¢, deducimos que

aX(bXec)=(exb)Xa=(ca)b— (b-a)c
=(a-c)b — (a*b)ec.
Al considerar {(a X b) X ¢} +d, encontramos también que cuatro vec-
tores cualquiera a, b, ¢, d satisfacen la identidad de Lagrange

17.13 (@xX b)(cXxd)=(a-c)b-d) — (b-c)a-d).

A veces, conviene expresar un vector en términos de sus componentes en
la direccion de los ejes de coordenadas cartesianas rectangulares, es decir,
emplear ¢l simbolo de coordenadas del punto P (x, y, z) también para el
vector OP, donde O es el origen (0, 0, 0). En otras palabras, empleamos
P = (x, y, z) como una abreviatura de

17.14

donde i, j, k son vectores unitarios a lo largo de los tres ejes (de manera que
éste es un caso especial de 17.11). Puesto que

r=xi+ y + zk,

RP=pPF=k=1, i‘k=k-i=i'j=0,

17.15
i=jxk, i=kXxi, k=iXi liik] =1,
deducimos con facilidad para tres vectores cualquiera r, ¥, ¥” los productos
17.151 rr =xx' 4y + 2z,
R z X x y
er’-—|y, Z'I+ 2’ x:'+|x? _}”k

y

Lk Az
17.16 ey =% "y ¥

xi’! yff z'f

Puesto que se obtiene el producto de dos determinantes (como sucede con
el de dos matrices) al escribir los productos interiores de las hileras del
primero con la columna del segundo, podemos agregar a nuestra consi-
deracion tres vectores adicionales como q = wi + vj + wk para encon-
trar que

u v w o A o
[@d' q’|[rre’]=|w VvV W |y y y
un vn w.r: z Z’ Z”
q - q-'r q-r

l . i’ ’ ’
7 1? - q r q 'f’ q .rl.r
qu'r q)r.rr q”'r"

Al regresar a 17.14 observamos que
rl=x, rj=p rk=_2
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Asi tenemos que se puede expresar cualquier vector r en términos de un
triedro ortogonal cualquiera de vectores unitarios en la forma

17.18 r=(rDi+(rji+(rkk

Nos servird también el teorema siguiente:

17.19 Cuando dos vectores, a y b, estan en planos perpendiculares que
cortan la recta de un vector unitario k,

(a*k)k-b) =a-b.
Demostracion. Puesto que los planos ak y kb son perpendiculares, se
desprende de 17.13 que
0=(axk)(kxb)=(a"k)k'b) —k*a-b) =(a'k)(k'b) — (a-b).

EJERCICIOS

I. ;Cémo se han de relacionar en cuanto a su ordena, b, epara que se cumpla la
ley asociativa(a X b) X e=a X (b X ¢)?

2. Simplifiquese de dos maneras(a X b) X (¢ X d) vy, al igualar los resultados,
dedizcase una identidad que relacione cuatro vectores como [a b ¢] d.

3. Simplifiquese(a X b):=(a X b). vy seiilese que el resultado se podria haber
anticipado en virtud de una conocida identidad trigonométrica.

17.2 LAS FUNCIONES VECTORIALES Y SUS DERIVADAS
Se pueden diferenciar las funciones vectoriales de la misma manera en que
se procede con las funciones numéricas. Sea el vector
a = a(s)

una funcién de la variable numérica s, y sea Aa el incremento del vector que
corresponde a un incremento As de la variable s, de manera que

a(s + As) = a + Aa.

Si el vector Aa/As tiende a un limite cuando As tiende a cero, la funcién
vectorial a(s) recibe la caracterizacion de diferenciable, y su limite es la

a=—= ——.—.l

ds LaS0As Ao

da .. Aa imn(s+ﬁ£—a(s)'

La regla para diferenciar un producto es la misma que se usa para las
funciones ordinarias. De hecho,

(a + Aa)‘(b + Ab) —a*b =a-Ab + Aa‘b + Aa:Ab

y, por lo tanto, e N ==F
%(u-b} =a'b+ a-b — lima-bAs

=a'b + a‘b.
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De la misma manera, %(mu) = ma + ma

y %(nxb)z(ux£)+(éxb).

(Puesto que los productos exteriores no son conmutativos, hemos de tener
cuidado para no escribir el segundo término de la derecha como b X a.)
Puesto que
Rd} a? = 2a-a,
tenemos que un vector variable de longitud constante es siempre ortogonal a
su derivada.
A partir del hecho de que los vectores fundamentales cartesianos i, {. k

son constantes, sus derivadas son cero, y
F= %(xl + )i + 2k) = X0 + 9j + 7k = (&, ) 2).

Asi, al diferenciar un vector, las componentes de las derivadas no son mds
que las derivadas de las componentes.

EJERCICIO

Cuando una particula se mueve en una 6rbita circular (como la que describe una
piedra que se hace girar en el extremo de una cuerda), su vector de posicion desde el
centro tiene longitud constante. ;En qué direccién es su velocidad? Si la velocidad es
constante en magnitud, el vector que la representa tiene longitud constante. ;En qué
direccion esti la aceleracion?

17.3 CURVATURA, EVOLUTAS E INVOLUTAS

Tenemos el ejemplo mas sencillo de vector variable en el caso del vector
de posicion r = O—%‘ de un punto P que se mueve a lo largo de una curva
(donde incluimos como curva la recta como el caso mis sencillo de todos).
Para definir la longitud de un arco de la curva, nos aproximamos a ella por
medio de una sucesién de rectas quebradas, como se hizo en § 8.5. Se puede
identificar el incremento Ar con el vector que estd a lo largo de uno de los
segmentos de la recta quebrada, de manera que, antes de que pasemos al
limite, el incremento correspondiente de arco es la longitud | Ar|.

Para casi todos nuestros propésitos, tendremos que el arco dirigido s (que
se mide a lo largo de la curva desde un punto fijo 4 a otro variable P) resulta
el parimetro mds conveniente de los que sirven para describir la curva. Es
decir, consideramos al vector r = OP en funcién de s. Puesto que

tim L8] [ 82) 7 (A)2 (2) T =+ + =1

As As As As
[Struik 1, pdg. 7], el limite de Ar/As es el vector unitario tangente
| r
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Si se emplea otro pardmetro u en lugar de s, seri ficil hacer el ajuste
necesario. La derivada dr/du sigue siendo un vector tangente, a saber

la relacion entre s y u queda determinada por la longitud ds/du de este
vector, y t es el vector unitario en la misma direccién.
Por ejemplo, en el caso de la circunferencia

X = pCosu, Y = psen u,
cuyo radio es p, tenemos

r = p(cos u, sen y),

7 t = p(—sen u, cos u),
£=p. t = (—sen u, cos u).

Con respecto a una curva cualquiera en el plano (x, ), el vector tangente
es

17.31 t = (cos ¢, sen y),

donde ¥ es el dngulo que forma t con el vector | alo largo del eje de las
x. La curvatura de la curva plana es la derivada de arco de este angulo

1732 P

% =V
Puesto que t es un vector unitario, su derivada estd en direccion perpen-
dicular, es decir, en la direccién del vector unitario normal m = (—sen ,
cos ), que se deriva de t por medio de un cuarto de giro positivo. Y asi,
tenemos que

= Y(—seny, cosy)
17.33 = Kn,

y consideramos k positivo o negativo segin se encuentre m en el lado
céncavo o convexo deé la curva.

La derivada de n, que es ortogonal a n, serd un determinado miltiplo de
t. Al diferenciar el producto interior m-t, que es cero, encontramos la
expresion precisa

17.34 n = —«t
Si aplicamos este método a la circunferencia
r = p(cos u,sen u),
para la que t = (—sen u, cos u), encontramos que

Kkn=t= (—cosu, —senu),
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de donde
K=1u= I/p y n = —(cos u, sen u).

Esto significa que la curvatura de la circunferencia es reciproca del radio,
es decir, la curvatura de Soddy (pdg. 38), y su normal se dirige al centro a lo
largo del radio.

En un punto P de cualquier curva plana, el centro de curvatura P, es el
centro de la circunferencia de curvatura, que es, a su vez, la circunferencia
que mds ‘‘se le ajusta”™ y que comparte con la curva una misma normal y una
misma curvatura. Su “‘radio”

17.35 p= 1/

(al que dejamos que tome valores positivos 0 negativos segin sea k) es el
radio de curvatura. El centro de curvatura en P, que dista p de P, donde se
mide a lo largo de la normal en este punto, tiene el vector de posicion

17.36 r.=r 4+ pn.

Cuando P se mueve por la curva dada (acerca de la que hemos supuesto
que no es una recta ni una circunferencia), el centro de curvatura P, se
mueve por una curva relacionada que se llama evoluta,* y se puede expresar
paramétricamente en términos de su propia longitud de arco s.. Su tangente
unitaria t, se determina por medio de

§ct,=%(r+pn)=i+pr'|+bn

=t — pkt + pn = pn.
Puesto que t, y n son vectores unitarios, de lo anterior se desprende que
Se=*xp y t=tmn
la tangente a la evoluta en P, es la misma recta que la normal a la curva
original en P (véase la figura 17.3a). Asi, tenemos que la evoluta, que hemos
definido como el lugar geométrico del centro de curvatura, se pudo haber de-
finido también como la envolvente de normales.

Figura 17.3a

* Un estudio completo del tema se encuentra en A. Ostrowski, Uber die Evoluten
von endlichen Ovalen, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, 198 (1957),

pags. 14-27
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Al integrar la ecuacién diferencial dsc = + dp, encontramos que se cumple
para cierta @ constante que

Se = a =+ p.

original. Dicho con otras palabras, el lugar geométrico de P es una involuta
del lugar geométrico de Pe. Hemos dicho “una involuta” y no “la involuta”
debido a que si elegimos de distintas maneras el punto de trazado en la
varilla que rueda, obtendremos una familia infinita de curvas “paralelas”,
cada una de las cuales es una involuta,

Si cambiamos |a notacion (de r,, s,, tca r, s t)podemos afirmar que
el vector de posicion del punto que traza una involuta de una curva dada es

r+(a— st

normales. (Véase el ejercicio 3 al final de § 8.5.)

Figura 17.3b

Con respecto a las curvas que se dan en términos de sus coordenadas
polares, resulta deseable un procedimiento mds geométrico. Por ejemplo, para
ubicar el centro de curvatura P en un punto cualquiera P de la espiral
equiangular 8.71, observamos (figura 17.3p) que Y =0 +¢. Puesto que
también

dr

E:cos«p y %=r001¢,
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tenemos que
&) dd dodr seng¢
Wi = S el -
ds ds  drds r
de manera que
PP, = p = rcsc ¢.
Asi, OP, es ortogonal a OP [Lamb 2, pdg. 337] y P, es (rc, 6¢) donde
fre=rcot¢, 0. =0 + i
Puesto que 7 = r, tan ¢ yb@ =6, —+ m, la evoluta tiene como ecuacion
rtan ¢ = au®v,
Puesto que

A log u ‘cot & tan ¢ log tan ¢
lanr’b:'ulusmns‘- U!ﬂzp"! an o/ cor =pu an e log tal :

esto equivale a

ro= auu-g':.'—mn ¢ log tan P

lo que nos muestra que la evoluta se ha derivado de la espiral original por
medio de una rotacién adecuada. (A partir de principios geométricos simples
se podria haber obtenido el mismo resultado. puesto que la rotacion
dilatativa que lleva a la espiral original en deslizamiento sobre si misma debe
causar el mismo deslizamiento en la evoluta.)

La espiral es su propia evoluta cuando la “rotacién adecuada™ consiste en
n giros completos, es decir, cuando existe un entero positivo n para el que

{7 + tan ¢ log tan ¢ = 2n7.
Esto sucede si tan ¢ satisface la ecuacion trascendente
xlogx = (2n — )m.

En una tabla de logaritmos naturales veremos que tiene una solucién tinica
para cada entero positivo n. Los valores n = | y n =2 resultan en ¢ = 74°
39" [Cundy y Rollett 1, pdg. 64] y en ¢ = 80° 41". Cuando n aumenta, ¢ se
aproxima a 90°, y la espiral toma una “inclinacién” cada vez menor.

EJERCICIOS
1. Encuéntrese la evoluta de la cicloide
X = u + sen u, y= 1+ cosu.

(Indicacion: t =( cos-Lu, -senq}u]. Lamb [2, pags. 351-352] trata el problema desde
el punto de vista sintético.)

2. Encuéntrese la involuta de la circunferencia
X = cos u, ¥ = sen u,

a partir del punto donde u =0,
3. Sobre la base de “principios geométricos simples”, el radio de curvatura de la
espiral equiangular es proporcional al arco §, que se mide desde el origen. De hecho,

P = 5cot .
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17.4 LA CATENARIA

La catenaria es una curva infinita que consiste en la forma idealizada de
una cadena uniforme que cuelga libremente bajo la accién de la gravedad. La
curva estd contenida de manera evidente en el plano, que podemos caracte-
rizar como el plano (x, y) donde el eje de las y es vertical, como se tiene en
la figura 17.44. Denotemos por W el peso de una unidad de longitud de la
cadena. Consideraremos las fuerzas que actian en el arco AP, donde A es el

Figura 17.4a

punto inferior (s =0) y P estd a una distancia s, que se mide sobre la curva.
La tangente * en P forma un dngulo determinado Y con el eje de las x I, y
la normal m forma el mismo angulo con el eje de las y j, de manera que

iI*t=jfjn=cosy, in= —sen .

Al considerar varios puntos P en la misma cadena, podremos tomar la
inclinacion ¢ en funcion del arco s, o viceversa, mientras permanezcan
constantes las condiciones en A. Las tres fuerzas que actian sobre el arco AP
son: la tension T en P, que actia en la direccion de la tangente t, la tension
Wa (que equivale al peso de una determinada longitud ¢ de la cadena) en la
direccion de la tangente — i en A4, y el peso Ws en la direccion de — j.
Puesto que las tres fuerzas se encuentran en equilibrio, tenemos que
Tt — Wai — Wsj= 0.

Con el objeto de eliminar la tension 7', que no conocemos (ni nos interesa),
tomamos el producto interior con n, de manera que obtenemos
Wasen ¢ — Wscosy = 0,
de donde
17.41 s = atany.

Esta ecuacion, que expresa la longitud de arco en funcion de la inclinacién
Y se llama ecuacion intrinseca de la catenaria. Con el objeto de deducir la
ecuacion cartesiana [cf. Lamb 2, pdg. 290], observamos que

dx = dscos, dy = dsseny
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Y

(figura 8.5a) y hacemos la “‘substitucion gudermanniana”
cosh u = secy, senhu = tan y
(figura 17.4b), que implica

senh u du = sec{y tan Y dy,
du = sec \f/d\b
Al diferenciar 17.41, obtenemos ds = a sec? Y dy, de donde
dx =dscosy = asecy d = a du,
dy = dsseny =asecytany d) = a d(sec y) = ad(cosh u).

Si tomamos el punto inferior A (donde s=0, y =0 y u=0) como (0, a),
deducimos

X = au, Yy = acoshu
0, en una sola ecuacion,

17.42 ¥ = a cosh 5.

Figura 17.4b

EJERCICIOS

. Una cadena uniforme OP se sostiene en P y cuelga sobre una espiga lisa en A, de
manera que la cadena toma, un poco por encima de A » la posicion horizontal, y la espiga le
da una vuelta en dngulo recto. Si la parte de la cadena que va de 4 a P estd en la posicion
que se indica en la figura 17.4a, ;donde estd el extremo suelto 07

2. Se tiene con respecto a la catenaria ques=gsenhuyp=a cosh® i

: : ds s\2|4 dy %
3. Dediizcase 17.42 a partirde — = secyy = |1 + |> y —=-—,
dx a dx a
4. Obténga.tase las ecuaciones intrinsecas de (a) la cicloide x =u + sen u, y =cosu;
(b) la pardbola y* = 2Ix.
5. Mediante la substitucién gudermanniana resuélvase [ sec ¢ dy.

17.5 LA TRACTRIZ

Investiguemos ahora la involuta de la catenaria, que obtenemos al desen-
rollarla desde su punto “inferior™ A, como se tiene en la figura 17.5a [Steinhaus

2, pégs. 212-213]. Puesto que el vector de posicion del punto general P de la
catenaria es

r = (au, a cosh u) = a(u, cosh u),
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Y t
P
]
A 5
Q
T —
0T N %
Figura 17.5a

donde u se determina en términos de s por medio de la relacion s = a senh u, el
vector unitario tangente queda dado por

dsdr _ dr

duds ~ du
t = (sech u, tanh w),

y el vector de posicion del punto general Q en la involuta es

r — st = a(u, cosh u) — a senh u (sech u, tanh u)
= a(u — tanh u, sech u).
Asi, tenemos que la involuta, que se conoce con el nombre de tractriz, tiene las
ecuaciones paramétricas

acoshu t = = a(l, senh u),

17.51 X = a(u — tanh u), y = asech u
[Lamb 2, pdg. 325], donde no aventajaremos en nada si tratamos de eliminar u.

Puesto que el vector normal unitario en P de la catenaria es (— tanh u,
sech u), el vector unitario tangente en Q a la tractriz serd (tanh u, —sech u), y
el vector de posicion del punto V a una distancia a a lo largo de ella es

a(u — tanh u, sech ) + a(tanh u, —sech u) = (au, 0).

Tenemos asi que la longitud de esta tangente QN desde el punto de contacto
hasta la interseccion con el eje de las x, tiene el valor constante a. De esta
propiedad proviene el nombre de la tractriz: si tomamos el plano (x, y) como
horizontal y uno camina por el eje de las x arrastrando una piedra (que original-
mente estaba en A) por medio de una cuerda de longitud a, la trayectoria de la
piedra es la tractriz. Es evidente que el eje de las x constituye una asintota.

Otra manera de expresar la misma propiedad, consiste en que la tractriz es
una trayectoria ortogonal de un sistema de circunferencias congruentes cuyos
centros estan en linea recta. E. H. Lockwood* ha desarrollado esta idea para
llegar a una construccion aproximada tanto de la tractriz como de la catenaria.

* Mathematical Gazette, 43 (1959), pags. 117-118.
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EJERCICIO

Calciilese p con respecto @ la tractriz. ;Qué valor toma en la “cresta” A, donde i =07

17.6 CURVAS TORCIDAS

En 7.52 vimos que todo desplazamiento es una rotacion, una traslacion o
una torcedura (es decir, el producto de una rotacion y una traslacion). G. Mozzi
sefialé en 1763 que esta descripcion es vdlida no solamente para los desplaza-
mientos finitos, sino también para los desplazamientos continuos: en el
movimiento mas general de un cuerpo rigido hay, en cada instante, un eje
definido de torcedura. En el caso de una rotacion pura, o e el movimiento del
tornillo en su tuerca, el eje permanece invariante; pero, €n general, cambia
continuamente. Por ejemplo, el eje instantineo de una rueda que avanza por el
camino no es la recta del eje de las ruedas, (que avanza con la rapidez del
vehiculo) sino una paralela que estd en el mismo camino.

Se puede describir una rotacion cualquiera a partir de su efecto en un triedro
ortogonal variable de vectores unitarios que, por razones que se explicardn un
poco después, denotaremos por tpb,de manera que

1’2=p2=b2:l. p'b:b‘f:f'p:(}.
17.61
t=pXb, p=bXt b=tXP: [tpb]:l

(cf. 17.15). Consideramos estos vectores unitarios en funcion de un parimetro
s. Puesto que la derivada de un vector unitario cualquiera estd en direccion
perpendicular al vector, la derivada de cada uno de los vectores t, p.bestien
el plano de los otros dos ¥ constituye una combinacion lineal de ellos. Al dife-
renciar la relacion'p+b = 0, vemos que el coeficiente de p enla expresion de
b difiere solamente en cuanto al signo del coeficiente de b en la expresion
de p; lo mismo sucede con los otros pares de vectores. En consecuencia, te-
nemos que con respecto d nimeros adecuados K, A, 7 (funciones de s)

AN '\—K\—&\?\=ﬂ:—m, b=\t — 7.

Estas derivadas se expresan convenientemente en términos 3\ \Jector\a
Darboux
d =7t + Ap + «b.
Lo que se comprende cuando verificamos con facilidad que
a—=-dXa,
donde @ = t o p o b u otro vector cualquiera que s€ encuentre ajustado

.

rigidamente al triedro movil [cf. Kreyszig 1, pig. 44]. Incluso, podemos omitit

el vector variable @ para escribir “simbolicamente”

17.63 % =l 5
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En_un punto cualquiera P de una curva torcida, el vector unitario tangente
t = r se puede definir de la manera en la que se le definié con respecto a una
curva plana. Pero en lugar de tener una normal tnica ortogonal a ¢, tendremos
un plano normal, que contiene todo un haz plano de normales. Entre los
vectores normales unitarios, dos reciben nombres en particular: el normal
principal p, en la direccion de t. y el binormal

b'u:')(P'

perpendicular al plano tp. Puesto que este plano contiene la derivada de
ademds del mismo t, su orden de contacto con la curva es mis alto que el
de cualquier otro plano que pase por t. Debido a este contacto mds intimo,
llamamos a #p plano osculatorio en el punto P. (Contiene las direcciones de
la velocidad y aceleracion de un punto que se mueve a lo largo de la curva
[Forder 3, pdg. 131].)

Las formulas 17.62 para las derivadas de t, P, b se pueden aplicar aqui si
hacemos la simplificacion A =0, debido a que hemos elegido p en la
direccion de . Tenemos asi las formulas de Serret—Frenet

t = rp,
17.64 Pp=r1h—«t
b=« —p,

que se pueden resumir en la forma 17.63, donde
17.65 d = kb + t.

Los coeficientes k y 7 se llaman curvatura y torsion de la curva (en P).

Cuando k es constantemente cero, * nunca cambia y la “‘curva” es una
recta. Como lo sugiere el nombre “curvatura”, mide la razon en la que
cualquier curva distinta de una recta tiende a separarse de su tangente, Como
sucede con las curvas planas, una curva torcida tiene un circulo de curvatura
de radio 1/k, que estd en el plano osculatorio y tiene su centro en el vector
normal principal; es decir, el vector de posicion de su centro esr + pp,
donde p = 1/k es el radio de curvatura.

Cuando el valor de 7 es constantemente cero, el plano osculatorio nunca
cambia, y tenemos una curva plang en la que n = p. La torsion (que debe
este nombre a L. I. Vallée, 1825) mide la razén en la que una curva torcida
tiende a alejarse de su plano osculatorio.

Los primeros que dieron las formulas 17.64 fueron Serret (1851) y Frenet
(1852), que no emplearon la notacién vectorial; es decir, estaban en la forma
de las derivadas de los cosenos directores de la tangente, la normal principal
y la binormal. Al combinarlas con

r= t,
obtenemos r = kp, = kp + k(th — xt),
de donde [F| =%, [rF ¥] = &2,
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- la hélice circular 363

EJERCICIOS

1. Con respecto a una curva trazada en una esfera, se tiene que el centro del circulo
de curvatura en un punto cualquiera es el pie de la perpendicular que va del centro de I
esfera al plano osculatorio en el punto dado.

2. La tangente al lugar geométrico del centro del circulo de curvatura de una curva
cualquiera es perpendicular a la tangente en el punto correspondiente de la curva
original.

3. Con respecto a cualquier curva torcida, se tiene que

[+F F] = &3t — k1) = Ksi(i)_

* ss ame % ., d K

bb b = 13 _ = 70 ==

[ ] (kT — KT) T ds'( )
17.7 LA HELICE CIRCULAR

Como vimos en § 8.7, el lugar geométrico de un punto que se mueve en
un plano bajo la accién de una rotacion dilatativa continua consiste en la
espiral equiangular. Tenemos, de manera andloga, que el lugar geométrico de
un punto que se mueve en el espacio bajo la accion de una torcedura
continua es una hélice circular (§ 11.5). En términos de coordenadas
cilindricas (r, 0, z), que se definen por

X =rcosf, y = rsenf, zdelamanerahabitual,
una torcedura a lo largo y alrededor de el eje de las x estard dada por
(r,0,2)—>(r, 0+ u, z+4 uc:

el producto de la rotacién 6 -6 +u y la traslacion z >z + uc. Si aplicamos
esta torcedura al punto (a, 0, 0), obtenemos (a, u, uc). Por lo que la hélice
circular tiene por ecuaciones paramétricas

’ r=.a, 0 = u, Z = uc,
§
X =acosu, y=asenu, z=cu
[Weatherburn 2, pdg. 16]. En otras palabras, la hélice, que tiene la forma de
una escalera caracol, tiene las ecuaciones

r=a, z=cl
0 X2 4 y2 = a?, thanf,
X T

que la expresan como la curva de la interseccion de dos superficies: el
cilindro circular

r =Gy, O XE At — a?,

y la helicaide

z
z=c¢l8, o 'Zztan—,
X ¢
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que tiene la forma del techo de la escalera (o del aspa de una hélice)
[Steinhaus 2, pag. 196].
Al diferenciar

r = (a cos u, a sen u, cu)
con respecto a §, obtenemos
t = i (—asen u, a cos u, ).
Puesto que éste debe ser un vector unitario, tenemos
u=1/\/a% + ¢2,

y encontraremos que por el momento es conveniente conservar el simbolo i
como abreviatura de esta constante. Las formulas de Serret—Frenet nos llevan a

Kp = = U2 (—acos u, —asen u. 0) = —u2a(cos u,sen u, 0),
), [ ;

g a2 + c2

P = —(cos u, senu, 0) (perpendicular al eje de las z),

b=tXp=u(csenu —¢ COs u, a),

—mp = b = u2c (cos u, sen u, 0),
4

1'=I.£2L‘=—-—-—.
a? 4 c2

Luego tanto k como 7 son constantes; este resultado se podria haber
previsto desde los primeros fundamentos y sin acudir al cilculo, puesto que
la torcedura que lleva a la hélice circular en deslizamiento sobre si misma
transforma la curvatura y la torsién en un punto en las mismas propiedades
en otro punto. Reciprocamente, puesto que todo desplazamiento es una
torcedura, toda curva en la que la curvatura y la torsién sean constantes es
una hélice circular si agregamos como casos Iimite la recta (k=0,a=0)yla
circunferencia (+ =0, ¢ = 0).

Cuando k y 7 son constantes, podemos aplicar 17.63 al vector de
Darboux 17.65, pues es uno de los que estd rigidamente ajustado al triedro
mévil. De esta manera,

d=dxd=0,

y d es constante. De hecho, de la misma manera en la que el movimiento de
la tangente en un punto que describe una curva plana constituye, en cada
instante, una rotacion alrededor del centro de curvatura, tenemos que el
movimiento del triedro tpb en un punto que describe una curva torcida es,
en cada instante, una torcedura alrededor de una recta determinada (el eje de
torcedura) en la direccién del vector de Darboux. En el caso de una curva
plana, el centro de curvatura aparecia como centro de la circunferencia que
“mejor se ajustaba™ a la curva en cuestion en el punto que interesaba, de
manera que en ese punto la tangente y la curvatura de la circunferencia y de
la curva eran iguales. Tenemos, en relacion con las curvas torcidas, que se
puede obtener el eje de torcedura como eje de la hélice circular que mejor se
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le ajusta, es decir, que en un punto dado tenga el mismo tpb y la misma
curvatura y torsion. Y, asi, el eje de torcedura constituye una recta en la
direccion kb + 7¢que pasa por el punto que tiene por vector de posicion

r + ap,

donde a, que es el radio del cilindro circular que contiene a la hélice, se
obtiene al eliminar ¢ de las ecuaciones

— a e (4 u
K_az_‘_cz’ T_a2+{-2‘
de hecho, a =

Tenemos, en el caso de una curva plana, que 7 =0, a = p, el vector de
posicion r + ap se convierte en r 4+ pn, y el vector de Darboux se vuelve
kb: perpendicular al plano de la curva.

EJERCICIOS

1. La proyeccion ortogonal de la hélice circular en un plano que pasa por su eje,

como el plano x =0, es la sinusoide (curva del seno)
y =asen=.
P

2. Describase la superficie que forman los puntos medios de todas las cuerdas de
una hélice circular.

3. El lugar geométrico de los centros de los circulos de curvatura de una hélice
circular H es otra hélice circular H', y el lugar geométrico de los centros de curvatura de
H' es la misma H. ;Qué valor de c/a (o 7 /k) hard que H y H' sean congruentes? (Basta,
por supuesto, con considerar un solo punto en H, como el punto donde u =0.)

17.8 LA HELICE GENERAL

Hemos visto que la hélice circular estd caracterizada por la propiedad dz2
tener curvatura y torsion constantes. Constituye asi un caso especial de la
hélice general, que se puede definir o bien como la curva en la que
la curvatura y la torsion estin en una razon constante o como la curva en la
que la tangente forma un angulo constante con un vector fijo. Demostrare-
mos a continuacion la equivalencia de ambas definiciones.

Empezaremos por suponer que la curvatura y la torsién estin en una
razon constante (es decir, una razon que no depende de s), por ejemplo

Entonces t = xp, b= —1p= —cxp,
Puesto que esto constituye la derivada ct + b, el segundo es un vector fijo,
al que podemos llamar a, en dngulo constante con ¢, debido a que

a‘'t=(ct + b)'t =c
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Reciprocamente, supongamos que t forma un dngulo constante con un
vector unitario fijo k. Al diferenciar la ecuacion
t-k = cos BB,
obtenemos kp-k = 0.
Si suponemos que x 0, tenemos que p-k = 0, de manera que el vector

constante k estd en el plano bt y forma dngulos complementarios con b y
t. Puesto que t- k = cos §, también tenemos que

b:k = sen S.
Al diferenciar la ecuacion p -k = 0, obtenemos
(b — kt)-k =0,
7sen B — kcos B = 0,
) ol
; = lanB.

Las rectas en la direccion constante k que pasan por todos los puntos de
la curva generan un cilindro (general). De esta manera, se puede describir
alternadamente la hélice como la curva que se traza en un cilindro de manera
que corte los generadores en un dngulo constante. En otras palabras, se puede
obtener al dibujar una recta en posicion oblicua en una hoja de papel vy,
enseguida, envolver el cilindro con el papel.

EJERCICIOS

1. Por medio del operador de Darboux 17.63 para diferenciar el vector constante
k , obténgase

dx k=0
Dediizcase que el vector de Darbouxd = kb + Ttes paralelo a k : su direccién es

constante (aunque su longitud\/x? + 72 ,puede variar).
2. Encuéntrense k y 7 con respecto a la curva

X =3u—u3, y=3t z=3u-+ 15

vy dediizcase que esta curva es una hélice.

17.9 LA CONCOESPIRAL

Las espirales que se describen en una concha, llamadas
concoespirales, son como las que resultan de enrollar espirales
logaritmicas planas en un cono.

Henry Moseley (1801-1872)
[Moseley 1, pig. 301]

Las dos hélices mds interesantes son las siguientes: (1)la hélice circular,
que es el lugar geométrico de un punto sometido a la accién de una
torcedura continua tal que la curvatura y la torsién son constantes; y (2) la
concoespiral, que es el lugar geométrico de un punto sometido a la accién de
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una rotacion dilatativa continua, de manera que su curvatura y su torsion son
ambas inversamente proporcionales a su arco s, que se mide desde la clspide
O del cono en el que se encuentra evidentemente (de modo que corta los
generadores en un dngulo constante). Se puede observar un arco considerable
de esta curva en la concha Turritella duplicata [Weyl 1, pag. 68]. Sus
aplicaciones en la arquitectura aparecen en las espiras de edificios de
Copenhague, sobre todo en el de la Bolsa de Valores, donde las colas de los
cuatro dragones se retuercen juntas.

En términos de coordenadas cilindricas, de la rotacion dilatativa alrededor
del eje x, que puede ser

(r.0,z) - (uper, 6 4+ u, puz),
que se aplica al punto (g, 0, ¢) se obtiene la concoespiral
r=p*a E=u 2=jve

Para ver la manera en la que surge una hélice circular como forma limite
de la concoespiral, alteramos el origen al escribir z + ¢ en lugar de z, y dejar
entonces que ¢ tienda a infinito y g a 1, de modo que (u — 1) se aproxime a
un nimero finito b. En lugar de r = p*a y z = p¥c,tenemos r=a y

zz(j;“—l)c:%:—ll(p—l)c—»ub.

Y, asi, la forma limite es la hélice circular
r=a, 8=u, z=ub

EJERCICIOS

1. Exprésense las ecuaciones paramétricas de la concoespiral en términos de
coordenadas cartesianas.

2. De esas ecuaciones, verifiquese que el angulo que forma la tangente t de la
concoespiral con el eje de las z es constante.

3. Obténgase una formula que determine el dngulo en el que la concoespiral corta a
los generadores del cono

r Z

a ¢

4, Se obtiene un modelo familiar del cono al cortar un sector circular de una hoja

de papel para enrollarlo de manera que el centro del circulo sea el vértice del cono. El

angulo « del sector y el dngulo semivertical 3 del cono se relacionan por medio de la
formula

a = 2« sen f;

por ejemplo, el sector es un semicirculo cuando f=#/6. Si sen f= 1/n, donde n es un
entero mayor que 1, la forma desdoblada de una concoespiral cualquiera en ese cono
consta de una sucesion de arcos que pertenecen a n espirales equiangulares.

5. Como cualquier otra hélice, la concoespiral estd en un cilindro, y corta a los
generadores en un angulo constante. En el caso que nos ocupa, ;qué clase de cilindro
tenemos?
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La notacion tensorial

En este intermedio entre la geometria diferencial de las curvas (capitulo
17)y la geometria diferencial de las superficies (capitulo 19), introduciremos
la famosa notacién de Ricci, que es tan sugerente como econdmica. (Sin su
ayuda, habria sido muy dificil formular la teorfa general de la relatividad.)
Una de sus aplicaciones mas sencillas carece de relacion con la geometria
diferencial: se trata de las “celosias™ reciprocas, que se usan en la crista-
lografia de rayos x (§ 18.3) y la geometria de los nimeros (§ 18.4).

18.1 BASES DUALES

El método de los tensores . . . tiene la gran ventaja de que no
€5 una nueva notacion, sino constituye una manera concisa de
escribir la notacion ordinaria

Harold Jeffreys (1891— )

[Jeffreys I, Prefacio]

Como base de nuestro espacio vectorial (o marco de las coordenadas
afines), resulta mds sistemdtico substituire. . g(17.11)o i j. k(17.14) por
F1, P2, r3. Ademds de este conjunto de tres vectores independientes, emplea-
mos también la base dual rl, r2, r3, que se define en términos de ri.ra. r3
por medio de la ecuacion

181] r“'rB = 8;.

donde la delta de Kronecker 8% es un simbolo dtil que significa 1 6 0 segiin
sean a y B iguales o desiguales. (Los niimeros *1, 2, 3” de la base dual no
son exponentes, sino “indices superiores” o “superindices” andlogos a los

369
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subindices que se usan en la base original.) De esta manera, tenemos que r!
es perpendicular al plano ror; y su longitud se ajusta de manera que
rl - ri=1;lo mismo sucede con r2 y r3. Cada r% que es perpendicular a dos
rg, se puede expresar como producto exterior:

(P2 XE L, mXE L, nXn
18.12 rl= = rZ = 7 7
donde, puesto que r**r, = 1,
18.13 J= [l'l rs I'3].

Puesto que los vectores bdsicos r, son independientes, J# 0. Por 17.17,
tenemos que

rler; rlery rleorg 1 00
[Prezed][rirors) = [P2-ry r2er r2er3l =[(0 1 O =1,
l'3'l‘1 fs'l'g l‘s‘l"s 0 0 1

de manera que
18.14 [Fle2ed] = J1

y los vectores bdsicos duales son, similarmente, independientes. Al inter-
cambiar en 18.12 “superiores e inferiores” obtenemos

18.15 ri=Jr2Xr r=JrXrl, ry=Jrl Xri

EJERCICIO

Dedizcase 18.14 de 18.12 sin recurrir a 17.17 (Indicacion: Apliquese 17.13 a
re, ra, r2 rd)

18.2 EL TENSOR FUNDAMENTAL

Se puede expresar un vector cualquiera como ¥ u,r®, (lo que significa
urrl + upr? 4 uzrd) o como I u®r,. Los componentes covariantes* u,
y los componentes contravariantes u* son simplemente los productos inte-
riores w-r, y w-r®;esto se explica al observar que

urrg= Surtrg= Su, 8 =u,
y u'rf = Sutr,orf = Zutdf = ub
(En expresiones como X u,r*-rg, se entiende que la suma se toma sobre el
indice @ que aparece en dos ocasiones, una “arriba” y otra “abajo”, y no

sobre el indice § que aparece solamente una vez. En la suma 3 u,
intervienen tres valores de a, uno de los que ha de ser igual a B, de manera

* Toda la historia de las sutilezas que subyacen los términos covariante y contra-
variante se puede leer en Kreyszig El, pig. 88]. El tratamiento que recibe aqui fue
sugerido por G. Hessenberg, Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie, Mathema-
tische Annalen, 78 (1917), 187-217.
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gue el “simbolo incompleto” 383 funciona como un operador de substi-
tucion que transforma w, en ug.)
De esta manera,

18.21 u= Ju‘rrf = Su-'rfrg

En particular, esto conserva su validez cuandow = r, 0 r%, en cuyos cases
las componentes uz; = w*r; y «? = v rf se denotan por

18-22 gn,ﬂ =T, rﬂ, gﬂﬂ . rﬁ-
de manera que
18.221 .= Seart, r= g%,

(En la expresion 2.g.. r?, es ahora f§ la que aparece dos veces, de manera que
tomamos la suma sobre los términos f§, y obtenemos g, r! + g.2 7% + g.3r2)
La conmutatividad de los productos interiores nos muestra que

= — of
8ap = 8par & =8
La relacion entre el tensor covariante g,, y €l tensor contravariante g=# se
encuentra que es

S gyt R v Pl gl
18.23 =88,

Asi, las dos matrices simétricas || g,g|| ¥ || g*# || tienen como producto
interior la matriz unitaria. Los dos determinantes correspondientes no se
pueden anular, puesto que su producto es |. Cuando los coeficientes g,
estin determinados, tenemos en 18.23 para cada valor de f un conjunto de
tres ecuaciones lineales

glvgm s 82?32;8 = 83733'3 — 5{'3 (r=1273)

que se deben resolver para tres incognitas, g%, g2#, g3%.Por la regla de Cramer
[ Birkhoff y MacLane 1, pdg. 286] la solucion es

g°# = (cofactor de g,z en G)/G, G = det(g.p)-
En particular, si go3 = 831 =g12 = 0, se tiene
8 = 1/

y g23 = g8l =gi2 — ().

Para expresar cualquiera de las clases de componentes de un vector v en
términos de la otra clase, tenemos

U =V T, =U-2g,rF
18.24 =3 g,p U,

y de la misma manera, u* = 2 g*f u,. El producto interior de dos vectores

v=2uwr,=2u,r* y v=Zvrg=Zv,rf
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se puede expresar de varios modos como una forma bilineal:

Uy = Zutr,v=2uv,
Uy = 2u,rv = 2 u, Ve,
uv=utr, Svhrg = ZZ g uvh,
u'v=2Zu,rr-Zvgrf =ZZg*fu, v,
En particular, la longitud | w | estd dada por
o2 =vu=2u v
18.25 = 2T gauuf = 22T g** u,up.

Consideremos u y v como los vectores de posicion de puntos con
coordenadas contravariantes (u', u?, u®) y coordenadas covariantes (v, vz,
v3), respectivamente. Si v estd fijo mientras v varia, las dos ecuaciones

18.26 vy =0, u'v =1

definen respectivamente el plano que pasa por el origen y es perpendicular a
v, vy el plano paralelo en el que la distancia al origen, que es la proyeccion
de v en el vector unitario w/|u|,es

LIy

vl |u]
El segundo plano, que pasa por el inverso de (u', u*, u*) en la esfera
unitaria
vy =1,

constituye el plano polar de (u', u®, u*) con respecto a la esfera. (Véase
§ 8.8.)

Resulta conveniente, en ocasiones, expresar los vectores bdsicos en tér-
minos de coordenadas cartesianas:

r. = X + Vol + z.k.
Entonces, por 18.22 y 17.151,

18.27 Bap = Fa"Fp = X Xp + VoVg + Zolps
X1 Y1 &

18.28 J=[rrr]l=|x2 y2 22,
X3 Vs Z3

y el determinante del tensor fundamental es

£11. Biz 8is X1 Y1 21 X1 X2 X3
1829 G = |81 822 83| = |x2 y2 22 » Y2 ys| =22
831 83z 833 X3 V3 23 Zy 23 z3
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EJERCICIOS

l. wewv=ulvy + u2vy + udvy,

2. |u|? = gui(u)? + g22(u?)? + Zaa(u3)? + 2803 uPud + 2g3; P} + 2gys Wi
Determinese la expresion correspondiente a, u+w.

3. Por medio de 18.12, 18.221 y 18.15 demuéstrese 17.12 en la forma

(r1 X r2) X r3 = g1ar> — goar:.

4, Zrx r, = 0.
5. Exprésese det (g°f) en términos de G = det (g,a)-

18.3 CELOSIAS RECIPROCAS

Se puede afirmar que la celosia reciproca constituve uno de
los instrumentos mds importantes de los que se dispone en el
estudio de la difraccion de ravos x debida a cristales.

M. J. Buerger [1, pig. 107]

El estudio de la difraccion de los rayos x ha venido a confirmar la idea de
que la apariencia simétrica de los cristales es una consecuencia del disefio
simétrico con el que se organizan sus dtomos o moléculas. En otras palabras,
hay un grupo infinito de operaciones de simetria que transforma el disefio (al
que consideramos extendido por todo el espacio) en si mismo. Estas
operaciones pueden incluir o no las rotaciones, las reflexiones, las reflexiones
en deslizamiento, las reflexiones rotatorias o las torceduras, pero en cual-
quiera de los casos, las traslaciones que contiene el grupo de simetria forman
un subgrupo normal no vacio. Este subgrupo de traslacion determina una
celosia cuya celda unitaria contiene uno o mds dtomos. El arreglo de los
dtomos de la primera celda determina el arreglo que tendrin en todas las
demds celdas que se derivan por medio de las traslaciones. Si la celda
contiene solamente un dtomo, escogeremos naturalmente el origen en el
centro de uno de esos dtomos; en este caso, en lugar de un dtomo en cada
celda, tenemos un dtomo en cada vértice, es decir, en todo punto de la
celosia. Pero si la celda contiene mds de un dtomo, habrd varias celosias
superpuestas de dtomos. De esta manera. un cristal determinado posee un
grupo de traslaciéon perfectamente definido, y en el momento en que
escogemos un origen, la celosia se define (el origen se puede tomar en el
centro de un dtomo o en cualquier otra parte). Se mantiene tedricamente la
posibilidad de elegir entre ilimitadas celdas unitarias, aunque en la prictica se
tiende a emplear vectores basicos de longitudes aproximadamente iguales. Sin
embargo, el volumen de la celda unitaria estd definido, puesto que depende
del numero de puntos de la celosia en un cristal de tamaiio determinado. De
hecho, tres vectores independientes cualquiera generan un paralelepipedo, que
constituye una celda unitaria siempre que contenga en cada uno de sus ocho
vértices un punto de la celosia sin tener ninguno en sus aristas, en sus caras,
o en el interior.
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La teoria afin nos sefala que la sucesién de “planos racionales” 13.93 se
puede escoger de una infinidad de maneras. En |a geometria euclidiana, no se
pueden distinguir ya: cada sucesién tiene su espacio interplanar, que se puede
medir como la distancia del “primer” plano al origen

18.31 Xx+ Yy + Zz = 1.

Cada sucesién de planos contiene todos los puntos de la celosfa. En
consecuencia, al comparar una de esas sucesiones con otra, los espacios
interplanares son proporcionales a la densidad de la distribucién de puntos de
la celosia en un plano de la sucesion. Esta idea tiene importancia fisica
debido a que los planos de las caras y los planos de segmentacién de un
cristal tienden naturalmente a presentarse entre los planos racionales de
densidad alta. De acuerdo con esto, nuestra atencion se dirige sobre todo en
las sucesiones que tienen espacios interplanares relativamente grandes. Por
otra parte, los puntos visibles mas interesantes son los que distan relati-
vamente poco del origen. Las dos celosias que vamos a considerar se
relacionan de manera que los puntos visibles de cualquiera de ellas estdn en
direcciones perpendiculares a los planos racionales de la otra y a distancias
reciprocas a los planos interplanares [Buerger 1, pag. 117]. De esta manera,
los planos mis importantes de cualquiera de las dos celosias corresponderdn a
los puntos mas importantes de la otra.

La definicion en términos de una base resulta extremadamente sencilla
[Coxeter 1, pdg. 181] y se ve en seguida que el resultado es independiente de
la base que se ha elegido. Si una celosia determinada estd compuesta por los
puntos tales que sus coordenadas contravariantes son enteros, la celosia
reciproca esti compuesta por los puntos tales que sus coordenadas covarian
tes son enteros. En otras palabras, los vectores de posicion son

v=Z2uw'r, y wv=3v,r,

respectivamente, donde #* y v, son enteros y r*erg = 83 La ecuacién
u'v=14

ulvy + u?vy + udvy = |

(véase 18.26) implica que los tres niimeros u son primos entre si, y lo mismo
sucede con los tres nimeros v. Con respecto a cada punto visible (u’, u?, 1)
de la celosia dada, se puede identificar esta ecuacién con 18.3]: representa
un primer plano racional de la celosia reciproca; perpendicular a u yala
distancia reciproca |u]|=1. Puesto que la distincion entre “‘covariante” y
“‘contravariante” se hace por una eleccién arbitraria, la relacién entre las dos
celosias es simétrica: los primeros planos racionales de cualquiera de ellas son
los planos polares (con respecto a la esfera unitaria) de los puntos visibles de
la otra.

Las formas de las celdas unitarias de las dos celosfas se determinan por
medio de los productos interiores 18.22. Por conveniencia, emplearemos para
las longitudes de arista de estos paralelepipedos las abreviaturas

18.32 8¢=\/gaw=|ra‘s 8"=\/8“=|"“|’
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de manera que los dngulos que forman pares de aristas adyacentes sean los
dngulos cuyos cosenos son

S WG B g g
8283 881’ @z’ g% £gl g2
Por 18.13 y 18.14, sus volimenes son J y J! donde, por 18.29,
J = VG, G = del (gaﬂ)'

El caso especial mds sencillo es el de la celosia ciibica que estd compuesta
por los puntos tales que sus coordenadas cartesianas son enteros. En este
caso,

n=ri=l r=ri=| rs=r=k,

la distincion entre covariante y contravariante desaparece, y la celosia
constituye su propia reciproca. Se obtienen otras celosias importantes como
subcelosias de la celosia ciibica simple, es decir, al colocar restricciones
adecuadas en las coordenadas cartesianas de enteros. Al disponer que las tres
coordenadas de cada punto tengan como suma un nimero par, obtenemos la
celosia clbica con centro en una cara: y al disponer que sean todas pares o
impares, la celosia clibica con centro en un cuerpo. (Estas denominaciones se
refieren a celosias simples mds grandes cuyos puntos tienen solamente
coordenadas pares. En esta celosia mayor el centro de una cara tiene
dos coordenadas, y el centro de una celda o “cuerpo” tiene tres coordenadas
impares.) Cada una de estas dos celosias es semejante a la reciproca de la
Otra; cosa que se comprende al observar que las bases

1833 n=(0,11), wrn=(,01, r=(110),

1834 vl = (-1, 1L1), r=(, —1, ), o=l 1,.-1)

satisfacen evidentemente una forma modificada de manera trivial de 18.11, a
saber
r"'rB — 2 8;.

Esto significa que son reciprocas con respecto a una esfera cuyo radio es /2.
Para que sean reciprocas con respecto a la esfera unitaria, no tenemos mds
que dividir todas las coordenadas de una celosia por 2 (o todas las
coordenadas de las dos por v/2).

Al comparar con Buerger [1, pigs. 117-127], tal vez valga la pena advertir
que sus

a, b\ <, ﬂ‘, b*i G*, a, b! c, ﬂ*, bts C*, dl-‘lkln Ohkls V- ¥
Son nuestros

ri,rersrt, r2 0 gy, 20 g5 g1, g2 g3, ivl-%, v, 7 70
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EJERCICIOS

1. Considérense dos celosias planas que se han derivado una de otra por medio del
cuarto de giro alrededor del origen. Muéstreselas como “‘celosias reciprocas™

wiry + ulrs ¥y ovir! 4+ vor,

(Indicacion: r* es perpendicular a ra. v 2 a ry; también, rlory = r2-rs.)

2. Escribanse los tensores fundamentales que corresponden a las celosias ciibicas
con CENlr0 €n una cara y con centro en un cuerpo sobre las bases 18.33 y 18.34.
Diblijense las celdas unitarias, que son romboedros. (La primera se puede considerar
como un octaedro solido al que se le afiaden un tetraedro regular en cada una de dos
caras opuestas.)

3. Como se tenfa en dos dimensiones (§ 4.1), una celosia tridimensional tiene una
region de Dirichlet (o poliedro de Voronoi) que esta compuesta por todos los puntos
que estdn tan cerca del origen como de cualquier otro punto de la celosia. En el caso de
la celosfa cibica simple, es un cubo; en el de la celosia con centro en una cara, es un
dodecaedro rémbico, cuyas caras son doce rombos iguales; v en el de la celosia con
centro en un cuerpo es un octaedro trunco, cuyas caras consisten en seis cuadrados y
ocho exdgonos regulares [Steinhaus 2, pags. 152, 157].

18.4 LA CELOSIA CRITICA DE UNA ESFERA

A partir de una regién acotada K . . . que contiene al origen O
como punto interior, consideramos todas las celosias que no
tienen puntos en el interior de K con la excepcion de O. La
cota inferior de sus determinantes se llama determinante
critico de K ...y las celosias para las que se obtiene esta
cota inferior se llaman celosias criticas de K.

Harold Davenport (1907-1969)*

Hay en toda celosia una distancia minima ¢ entre pares de puntos de la
celosia, y un volumen J que corresponde a la celda unitaria (§ 13.9). Esta J
se llama dererminante de la celosia, puesto que es el determinante de las
componentes cartesianas de los tres vectores bdsicos, r,. Pasaremos a
demostrar que, para un valor determinado de ¢, el valor minimo de J se tiene
cuando la celosia es cibica con centro en una cara.t

C A’

Figura 18.4a

* Recent progress in the geometry of numbers, Proceedings of the International
Congress of Mathematicians, 1950, vol. I, pig. 166.

t A. P. Dempster, The minimum of a definite ternaty quadratic form, Canadian
Journal of Mathematics, 9 (1957), pags. 232234,
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Considerese un punto cualquiera A de una celosia dada tal que su celda
unitaria tiene un volumen J. Tomese desde 4 un punto de la celosia B
situado a la distancia minima ¢, y otro punto de la celosia C distinto de los
de la recta AB a la distancia mas corta desde 4, que es b ( =>¢). Siempre se
pueden escoger estos puntos de manera que el dngulo A y los lados a. b, ¢
del tridngulo ABC satisfagan

ALdn, a>b>q
y por lo tanto b2 + 2 > q?

(figura 18.44). Denotemos el drea y el circunradio del trigngulo por A y R,
de manera que, por 1.53 y 1.55,

16A2 = —gt Dt — ot + 2h2c2 + 2c2a2 + Za2b2‘ 16A2R2 = b2c242.

Por supuesto, el plano ABC constituye un plano racional de la celosia. En
uno de los dos planos paralelos mas cercanos del mismo sistema, hay un
punto de la celosia D tal que su proyeccion ortogonal Dy en el plano ABC
no queda afuera del paralelogramo ABA'C. Si reemplazamos el triangulo
ABC, cuando sea necesario, por el tridngulo 4'BC, podemos suponer que D,
no estd fuera del tridngulo ABC. (El cambio de notacion que puede haber
implica que se efectiie la inversion central que intercambia B y C.) Si
denotamos por d la distancia DD, de D al plano ABC, tenemos

J = 2Ad.

Puesto que AD, BD, CD no son paralelas a AB, todas estas distancias son
mayores que o iguales a la distancia que le sigue en magnitud (en orden de
mayor a menor): b. Puesto que el tridngulo ABC no tiene dngulo obtuso, las
circunferencias de radio R cuyos centros estan en los vértices se traslapan de
manera que todo punto interior del tridngulo, con la excepcion del circun-
centro se encuentra dentro de por lo menos una de las circunferencias. Por lo
tanto, la distancia que hay de D, a por lo menos uno de los vértices es
menor que R, si se exceptiia el caso en que es igual, que ocurre cuando D,
es el circuncentro. De esta manera, una (por lo menos) de las distancias 4D,
BD, CD es tal que su cuadrado es menor que o igual a R® +d?, y, en
consecuencia,

R2 4 d? > b2,

donde la igualdad se da solamente cuando D; es el circuncentro (y tal vez ni
siquiera entonces). En consecuencia,

J2 = (2Ad)?
> 4A2(b2 — R?) = Jb%—a* — b* — ¢* + 2b2%2 + c2a? + 2a2b?)
= 4c6 + 1c2(b? — €2)(3b2 + 2¢2) + }b%(a? — B2)(b? + 2 — a?)
> 1cb,

donde la igualdad ocurre solamente cuando

R2 4 d? = b2, b = ¢,
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y se tiene que
Ma=56 o (i) b2+ % = a2

De esta manera, hay al parecer dos celosias “criticas™ para las que la razon
J/c3toma el valor minimo vli- Pronto veremos, sin embargo, que ambas no
son sino aspectos diferentes de la misma: la celosia cibica con centro en una
cara.

En el caso (i) (figura 18.4b), el tetraedro ABCD es regular, y podemos
tomar las coordenadas cartesianas

W0.0), (0, 1,1), (1,0,1), (1,1,0)

Figura 18.4b Figura 18.4¢

para los vértices, puesto que hemos tomado 18.33 como base de la celosia
cibica con centro en una cara. En el caso (ii) (figura 18.4¢c), ABA 'C es un
cuadrado y constituye la base de una piramide cuyas caras inclinadas (como
ABD) son tridngulos equildteros. Si escogemos A, B y D como lo hicimos
antes, tendremos ahora a C en (0, 1, — 1), de manera que obtenemos la base
alterna

18.41 rp = (0, l, 1)? rg — r = (0$ ]-’ _l)! rg = (]! 19 0)

para la misma celosia. Hemos demostrado asi que la celosia cubica con
centro en una cara (cuyos puntos tienen coordenadas cartesianas de enteros
tales que su suma es par) es en realidad la unica celosfa “critica”.

Por 18.25, tenemos que la longitud al cuadrado del vector de la celosia

u=2ur,
Ezgaﬁu“uﬁ

y ¢? es el valor minimo de esta forma pos;twa que es cuadrdtica, ternaria y
definida cuando las coordenadas u', u?, u® se restringen a los valores de
enteros diferentes de 0, 0, 0. En consecuencia, entre todas las formas que
tienen un valor minimo dado ¢? se presenta el determinante minimo
G=J? =5c® cuando los vectores bisicos se determinan por 18.33,de
manera que la forma viene a ser

€s

Cur)? = (U2 + ud, ud + ut, ut + u?)?
= 2{()? + (u?)% + (u3)% + w2ud + wdul + ulu?).
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En otras palabras, toda forma “extrema” en tres variables equivale a
(u1)2 + (u?)z + (u3)2 + w2yl == wud + wuluZ,

Este resultado es famoso, y fue demostrado por primera vez por Gauss [1,
vol. 2, pags. 192—196].*

EJERCICIO
Por medio de la base 18.41 en lugar de la 18.33, obténgase la forma equivalente

)? + (12?2 + (18 + whud + wiul.

18.5 COORDENADAS GENERALES

Hay muchas maneras diferentes de determinar, por medio de tres puntos,
la posicion de un punto en el espacio euclidiano. Las coordenadas cartesianas
rectangulares (x, y, z) son las mds conocidas, pero hemos visto (por ejemplo,
en § 17.7) que en ocasiones resulta mis convemenle emplear coordenadas
cilindricas. Convengamos en denotar por (u', u?, u’) las coordenadas
generales. Los requisitos esenciales consisten en que, dentro de un margen de
variacion amplio, x, y, z son funciones diferenciables de un solo valor de u'
u?, u®, mientras u'u?, u® son funciones de x, y, z que se comportan de la
misma manera. Por ejemplo, si («', u?, u*) son coordenadas cilindricas,
tenemos

Il
L]
|

x = ul cos u?, ¥y ul sen u?, = us;
9
ul = /x4 y2, u = arctan uw =z

Con respecto a constantes arbitrarias a, b, c, las superficies

18.51 ul = a, =5, wW=c

se llaman superficies de nivel, y sus tres curvas de interseccion, que son como
w=>5b uw=c

se llaman curvas de nivel. Pasa por un punto dado, en general, una curva de
nivel de cada clase y una superficie de nivel de cada clase, pero se presentan
excepciones. Por ejemplo, en el caso de Ias coordenadas cilindricas, las
superficies de nivel son los cilindros u' =a 0 x* + y* =a?, los planos u® =b
0 y=xtan b que pasan por el eje de las z y los planos z = ¢, ortogonales al
eje de las z. El eje de las z es en si la excepcion, puesto que cada uno de sus
puntos se encuentra en una infinidad de planos, a saber u* = b, (y, de hecho,
en todos ellos).

Segin el significado ordinario de la diferenciacién parcial, la derivada
parcial del vector de posicion

= xi + ) + zk

* Un relato de la historia de las formas extremas hasta 1951 se encuentra en Coxeter,
Cari‘c(dmn Journal of Mathematics, 3 (1951), pag. 393.
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son los vectores unitarios a lo largo de los ejes cartesianos:
ar ar _
3x =% dy =i ez,
La diferencial de r, que representa el desplazamiento en cualquier direccion
dada, es

dr = idx + jdy + kdz = (dx, dy, dz),
y el elemento de arco de una curva cualquiera en esta direccion es ds, donde
18.52 (ds)? = |dr|%2 = dr-dr = (dx)* + (dy)? + (d2).

En lugar de consnderar r en funcién de x, y, z, podemos tomarlo en
funcion de u', u?, u*. Si el subindice a nos indica la derivada parcial con
respecto au"(de manera que X, = dx/du® tenemos

18.53 r,=-§—;a=xal+yai+z,k
y dr = rydul 4+ rodu? + r3dud = S, due.

Con respecto a un desplazamiento a lo largo de la curva de nivel u* = b,
u® =c, tenemos du® =0, du® =0 y dr = rydul.De esta manera, ry es un
vector tangente a la curva de nivel. Y lo mismo sucede con ry, vector
tangente a la curva u® =c, u' =a, y r3 es un vector tangente a u' =a,
u* = b. Tenemos asi en un punto general del espacio un triedro definido
rirzr3, que depende del sistema de coordenadas. Estos vectores bdsicos no
tienen necesariamente una longitud unitaria ni son necesariamente ortogo-
nales (aunque tenemos que son ortogonales en el caso de las coordenadas
cilindricas). Las derivadas de las coordenadas cartesianas se pueden expresar

.en términos de ellos:

18.54 X = By ol 0y =il 2; =izl

En un punto general del espacio, dos cualesquiera de los tres vectores
bdsicos determinan un plano tangente a una de las tres superficies de nivel
que pasan por el punto en cuestion. Por ejemplo, el plano rory toca la
superficie u' =a, puesto que contiene tangentes a dos curvas que estin en
esa superficie. En consecuencia, los vectores bdsicos duales 18.12, que son
ortogonales a los planos tangentes rorg, rary, ryrs, constituyen nomwles a las
superficies de nivel 18.51: no son, en general, de longitud unitaria, aunque se
ajustan de manera que

o= 1 (a = 1,2, 3).

La notacion de 18.22 es la base de la formula siguiente del elemento de
arco ds en la direccion de un desplazamiento dado dr:

(ds)2 = dr+dr = Sr,du"+ S vy du®
18.55 = 32 g,p du® duf

= g1 (du')? + oo (du?)? + gas (du?)?
+ 2g23 du? du® + 2gsy dud dut + 2gy5 dul du?.
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sorcicios 381

En el caso especial en el que u', u?, u® son x, y, z, este resultado se reduce
a 18.52. En general, los coeficientes g,; no son constantes, sino funciones de
las coordenadas y sus derivadas (véase 18.27).

Para trabajar con cualquier sistema de coordenadas dado, resolvemos
8apg = P, Fpa partir de las derivadas 18.53, y obtenemos a continuacion g*#
al tomar el cofactor de g,;en el determinante G y dividirlo por la misma G.

El empleo de la J que hacemos en 18.13 y 18.28 conmemora al
matemitico alemdn C. G. J. Jacobi (1804—-1851). De hecho, para transformar
la integral triple de una funcion

f(x, y,2) = F(ut, u?, ud)
de coordenadas cartesianas a otras, empleamos la férmula

f”ﬂx.y. 2)dxdydz = ff[f’{u‘.uz. u3) 250D g g g,

a(ul, u?, ud)

donde interviene la jacobiana

X1 N o4
a(x, ¥, 2)
oA e zo| =[rrrers] = J.
a, w2, “3) 2 Jz 2 [1 p 3]

X3 Vi 23

EJERCICIOS

1. Siu', u? u® son coordenadas afines, son las componentes de r con respecto a

tres vectores fijos e independientes ry, rg, ra.de manera que
18.56 r=Sur,

(Esta notacién es adecuada, puesto que con ella r,=dr/3u".)Las componentes de r con
respecto a i, |, kson

¥= 2x,u Vo= B z2 =2 z,u"%

r,=X,d + Vil + z:kes un vector constante para cada & y todas las g,, son
constantes.

2. Las coordenadas cartesianas oblicuas son coordenadas afines con la misma
medida en los tres ejes, de manera que |r,|=1. En este caso, g,, = ly 2,5 es el coseno
del dngulo entre r, y ry (que son los ejes de las coordenadas u® y u®y.

3. Las coordenadas cartesianas rectangulares (donde los ejes rotan para ocupar
nuevas posiciones sin cambiar el origen) surgen cuando ryrarzes un triedro ortogonal de
vectores unitarios, como lo es i j k, de manera que

18.57 8ap = 8up

(que significa 1 ¢ 0 segin sean & y [ iguales o desiguales). Por 18.54, x, es el coseno
del angulo que forma el eje nuevo r, y el viejo §; lo mismo pasa con y, vy Z,. Al
intercambiar los papeles de los ejes nuevos y viejos en la relacion

r. = XJd + Y + 2.k,

obtenemos
18.58 i=Zx,r, I =2yr, k=2X2zr,.
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382 la notacion tensorial
(Puesto que aqui r® = r,, desaparece la distincién entre covariante y contravariante.) De
18.56 podemos deducir
" ='¢'r=xux +}’n)’ + zaz
de manera que (paradojicamente)

Dedizcase de 18.27 y 18.57
XoaXp + Ya¥p + Za2p = O,

Evaliense con la ayuda de 18.58 3 x,2y= y, z,. (En lenguaje técnico, estas propiedades
hacen de

X1 1 o4
X2 V2 Iz
X3 V3 23

una “‘matriz ortogonal™.)

4. 2Em:méntnasc 8.p ©n el caso de las coordenadas cilindricas. Verifiquese que
G=J".

5. Encuéntrese g, en el caso de las coordenadas polares esféricas, que se definen
por medio de

x =udsenulcosu?, y=uwulsentulsenu?, z = udcosul.

Describanse las superficies de nivel.
6. Encuéntrese 8.p ©on el caso de las coordenadas confocales, que se definen por
medio de

(A — ')A — u2)A — ud) (B — u)(B — u?)(B — u3)

x2 s )2 . i
(4 = B)(4 - O) (B—C)B - A)
22— (C — w)C — u2)(C — ud)
e sA By

donde u'<C<u? <B<u® <A (y x2 significa “x al cuadrado”). En este caso, las
superficies de nivel son las cuddricas centrales

x2 y2 22
A—%. B C—pt
que serdn elipsoides u' = si A <C, hiperboloides de una hoja u% = si C<A<LB, ¢

hiperboloides de dos hojas u® =A si B <A <A4. De hecho, 1!, u?, u® son las raices de
18.59, cuando se la considera una ecuacidn ciibica en A [Weatherburn 2, pag. 211].

18.59

I|

18.6 EL SIMBOLO ALTERNANTE

Como una especie de contrapartida de la delta de Kronecker, encon-
traremos que es conveniente emplear el “épsilon alternante”

EBY = Eupy = %(.8 — Ny — a)(a — B),

cuyo valor es 1 cuando ofy es una permutacién par de 123, — 1 si es una
permutacion impar, y 0 en cualquier otro caso. Por medio de este recurso se
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obtiene una de las mejores presentaciones de la teoria de los determinantes
[Jeftreys 1, pdg. 13]:

X1 N oA
18.61 X2 Yo Zz|=ZZZ e x,y, 2y,

X3 Vs I3

811 fi12 %3
821 822 823 | = ZEZ &"PY gy, 8o L3y
831 83z 833
De 18.12—18.15 deducimos
[rarsry] = €apy J, [Pt ] = e*fr J-1,
J-ip, ey =Tepert, JrEX v =2Zeflr,

Puesto que XX ¢*#7 g . = 0, de ello se desprende que
S Xr, =3 X Zg.rf =322 g0/ J

= 0.
El simbolo andlogo “bidimensional™ es
Eij—_'ﬁi’:j—-—f (f=162,j=lf52)
que nos permite escribir
Bii 812) _ S ¢ii gy; goy.
Potie 55 81i 82j

(Empleamos latin o griego segun la variedad de valores sea 12 ¢ 123.)

EJERCICIOS

1. Por medio de 18.61 obténgase una féormula para determinar el cofactor de x,.
Resuélvase cuando = 3.

2. Sich = ch ZZ gc = 0. Por medio_de la misma idea, justifiquese el paso
33 287 g, = 0 en la evaluacion anterior de Z r* X r,.
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19

La geometria diferencial
de las superficies

En este capitulo, el concepto de curvatura se extenderd de las curvas a las
superficies. Realizaremos la extensién al considerar secciones planas de una
superficie determinada, sobre todo secciones normales. Podemos trazar por la
normal en un punto dado una infinidad de planos; podemos incluso
imaginarnos a uno de esos planos en rotacién continua alrededor de la
normal. En general, tenemos que la curvatura de la seccion varia de manera
continua. En uno de los planos la curvatura toma su valor méximo. y en
otro, el minimo. Veremos que estos dos planos forman dngulos rectos y que
el producto de las dos “curvaturas principales” determina en esencia la
naturaleza de la superficie. Por ejemplo, esta “curvatura gaussiana” resulta ser
positiva en una superficie oval, como la del elipsoide, cero en una superficie
desarrollable, como la del cilindro o el cono, y negativa en una superficie con
forma de silla de montar, como la del parabeloide hiperbélico.

19.1 EL EMPLEO DE DOS PARAMETROS EN UNA SUPERFICIE

Al determinar la posicién de un punto en la superficie de la
tierra se dan su latitud y su longitud. . . . Por los puntos del
ecuador se trazan meridianos; por los puntos del meridiano de
Greenwich, se trazan paralelos de latitud. La posicion de un
punto . . . queda determinada por las dos curvas, una de cada
familia, que pasan por él. . . . Cada punto, con la excepcion de
los polos, adquiere dos coordenadas definidas. Podemos gene-
ralizar el método a cualquier superficie o, mejor dicho, a un
fragmento de cualquier superficie; tomamos dos familias de
curvas en la superficie, tales que por cada punto no pase mds de
una curva de cada familia . . . como si arrojdramos una red fina
de pescar sobre la superficie.

H. G. Forder [3, pag. 133]
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386 geometria diferencial de las superficies

Se suele representar comvenientemente una superficie f(x, y, z) =0 por
medio de un conjunto de tres ecuaciones paramétricas:

x = x(uh, u®), y =y, u?), z= zul,ud),

: de donde se podria derivar la ecuacion sencilla f = O al eliminar los pardmetros
u', u*. Como hicimos antes, supondremos que las funciones que intervienen
son continuas ¥y que todas poseen las derivadas continuas que nos son
precisas.

Tenemos un caso sencillo en la consideracién de x y y como parimetros,
de manera que las tres ecuaciones se convierten en

X =l oy = ud z = Flud),

donde la expresion de z resulta de la solucién de la ecuacion f(x, y,z)=0
para z en términos de x y y. Una ecuacién como

z= H(x,y)

se llama fonna de Monge de la ecuacion de una superficie. Por ejemplo, la
esfera x* + y? + 2% = 1 se convierte en

z=+4/1 —x2—y2,

La presencia de la raiz cuadrada hace de ésta una manera enfadosa de
investigar la esfera. Resulta mucho mejor tomar u' y u? como colatitud y
longitud de manera que

19.11 x = sen u! cos u?,  y = sen u! senu?, z = cos ul,

(La colatitud u" significa la latitud - 7 — u'))
La ecuacion vectorial de una superﬁcle es

19.12 r = r(ul, u?),

de la manera en que tenfamos que la ecuacién vectorial de una curva era
r = r(u). La diferencia esencial consiste en que la curva tiene un solo
pardmetro, mientras la superficie tiene dos parimetros independientes.

Una de las maneras de estudiar una superficie consiste en investigar las
familias de curvas que se encuentra en ella. Entre éstas, tenemos las curvas
paramétricas

ul=a vy u2 = b,

donde @ y b son constantes arbitrarias. Por un punto dado suele pasar una
curva paramétrica de mﬁarda clase, pero se admiten las excepciones. Por
ejemplo, cuando se emplean en la esfera unitaria la colatitud y la longitud,
las curvas u' —a son las circunferencias que se llaman paralelos de latitud y
las curvas u' =b son las circunferencias de los circulos mayores, que se
llaman meridianos. Casi todos los puntos de la esfera estin en un “paralelo”
y en un meridiano, pero los polos norte y sur estin en todos los meridianos.

El vector de posicion r, de un punto de la superficie es una funcion
vectorial de u' y u* Si empleamos el subindice i para senalar la derivada
parcial con respecto a ui, tenemos

dr = ridu' + rodu? =3 r;dui,
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el empleo de dos parimetros en una superficie ?l

donde
r = ﬂ-.

out
La diferencial dr se puede considerar como el desplazamiento a lo largo de
una curva dada por la superficie, o, con mds precision, el desplazamiento a lo
largo de una tangente. En el caso de la curva paramétrica u? = b, tenemos
du® =0, de manera que dr = rydul. Por esto, r; es un vector tangente a
la curva en cuestion y, de la misma manera, r, es un vector tangente a la
otra curva paramétrica ' =a. De aqui se desprende que el plano ryrp, al
que abarcan nuestros dos vectores bdsicos y covariantes, es el plano tangente
a la superficie en el punto que se considera, que es el punto (u', u?)=(a,
b). Definimos en el mismo plano los dos vectores basicos y contravariantes
como normales a las curvas paramétricas, y los ajustamos de manera que

rier; = §j.

Hay, en el plano tangente, vectores que parten del punto de contacto en
todas direcciones. De uno cualquiera de esos vectores

19.13 t=Zagr=2Zdpr
se dice que tiene componentes covariantes @; y componentes contravariantes
a', Es ficil verificar (cf.§ 18.2) que
19.14 a = t-r, a =t
En particular, los mismos vectores basicos tienen componentes gij &V, tales
que
P = z Bij r, =3 g“ rj,
19.15
8ii = Fi°w, gh = ri-r.
En términos de las magnitudes fundamentales de primer orden

£g11, 812 = 821, 822,
que se definen por medio de gij= ri*rj , tenemos la férmula siguiente,
que corresponde al elemento de arco ds (de cualquier curva de la superficie):
ds? = dr-dr = Z r;du' -3 rjdui
19.16 = 23g;; dul dw
= g11(du?)? + 2815 dut du? + guo (du?)2.

Las magnitudes fundamentales (que son funciones de los parimetros uf)

reciben colectivamente la denominacion de tensor covariante. El tensor

contravariante g/ que le corresponde se determina por medio de la tltima
parte de 19.15, que implica

2 gix g = 8}
Con respecto a cada valor de j, tenemos un par de ecuaciones que se han de
resolver para las dos incognitas g (i = 1, 2). La solucion es

g = (cofactor de gy en g)/g,
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388 geometria Mﬂﬂlﬁ e ﬂ superficies

donde = = 811822 — (g12)%
lsn g
Puesto que el nimero de hileras (o columnas) del determinante es solamente

2, los cofactores son elementos singulares, y tenemos las expresiones expli-
citas

19.17 =§E.’ 12 — og21 — _g_ﬂ' 22=5_1_1'
B 0 =& P A
Es fécil ahora derivar las componentes covariantes del vector tangente ¢t a
partir de sus componentes contravariantes, o viceversa:

a4 =tr=3 arir = Eg“a‘,

d=tv=Zgri-v= Zgia.
Podemos, por supuesto, intercambiar i y j, de manera que
19.18 ay = Eg,, ai, a = Eg‘f a;.

Puesto que gy = ryry, donde r1 y r2 son tangentes a las curvas
paramétricas, la condicién para que se intersecten las dos familias de curvas
paramétricas en dngulos rectos es

812 = 0.
De esta manera, tenemos sencillamente en el caso de las curvas paramétricas
ortogonales
g =281822 g?2=0 gi=1/gy
de donde, por 19.15,

v=gir = r/gy.

EJERCICIOS

1. El vector basico r; tiene por componentes covariantes &jj ¥ por componentes
contravariantes 8/,
2. Z v X r;=0. Interprétese geométricamente esta expresion en términos de dreas
de tridngulos.
3. Encuéntrense r' y r2 con respecto a la superficie general de revolucion
r=(ulcosu? wl'senu?, ;z),

donde z es una funcién solamente de u',

4. Encuéntrense g;; y g7 con respecto a la esfera unitaria; exprésense en términos de
colatitud y longitud.

19.2 DIRECCIONES EN UNA SUPERFICIE

De la manera en que se determina una curva en el plano (x, y) por medio
de una ecuacién que relaciona a x y y, en la superficie 19.12 se determina
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una curva por medio de una ecuacion que relaciona a u’ y,'_ 2
diferencial determina una familia de curvas. En general,
diferencial de primer grado y primer orden

= Ci dut =0
determina una familia de curvas del mismo parimetro: una por c:

de posicion general de la superficie, que parte de ese punto con una
determinada por du®/du' = —¢, /c,; por ejemplo, la ecuacién

du? = 0

determina la “primera familia™ de curvas paramétricas. Por otra parte, una
ecuacién de primer orden y de segundo grado

19.21 22 cjjdui dw = 0,

donde ¢y3 =¢21 y €11€22 <¢;27%,determina una red de curvas: dos de las
cuales pasan por un punto general de la superficie; por ejemplo, la ecuacion
cuadritica

dul dut = 0

determina una red que consta de las dos familias de curvas paramétricas
cuando se toman ambas a un tiempo.

Hemos visto que los vectores r; estin colocados en las direcciones de las
tangentes a las curvas paramétricas. Puesto que

" =nr= g

sus longitudes son +/gj;. Debido a que surge con frecuencia, emplearemos
como abreviatura g; para significar esta rafz cuadrada; asi,

& = Vg = |ri,
y de manera andloga,
g = vgh=|r|

Con esta notacion, tenemos que los vectores unitarios tangentes a las curvas
paramétricas (que tocan du? =0y du' =0 respectivamente) son

ri/g: y ra/ g,

El dngulo ¢ en el que se cortan las dos curvas paramétricas se determina por
medio de '

19.22 COS ¢ = n.r == &.
81 8 818

A partir de 19.17, vemos que g1 = go/v/g, g2 = £1/+/g; por lo tanto

sen¢ = vg: 1 = 1 z
18 518 ;g

es decir, 218! = gog? = csc o,
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De la definicion de producto exterior se desprende que la longitud del
vector r; X raes

19.23 |rs X r2| = g1g82sen¢ = /g,

y que el elemento de drea de la superficie (que se define con naturalidad
como el elemento de drea en el plano tangente) es

19.24 dS = |rydut X rodu?| = /g du! du?
[Kreyszig 1, pags. 111-117]. La ecuacién 19.23, en la forma
g =(ry X r2)?

constituye en ocasiones un medio Wtil de calcular g sin tener que encontrar
antes gj;.

El desplazamiento a lo largo de una curva cualquiera de la superficie estd
dado por

dr = 2 r du'.
Si denotamos por s el arco de la curva, el vector unitario tangente serd
19.25 i=id!=Ea*rg=a1r1+azr2,
ds
donde
19.251 = dut i=1,02).
at s ( )

De esta manera, las derivadas de arco de los pardmetros constituyen las
componentes contravariantes de +. No trataremos de encontrar la interpre-
tacion correspondiente acerca de las componentes covariantes a;, que se
determinan por medio de 19.14 o de 19.18. Por otra parte, resulta ficil dar
la interpretacion geométrica de las dos clases de componentes. Sean PQ; y

2 Vvectores tangentes a las curvas paramétricas, de longitudes tales que PT,
que representa a ¥, es una diagonal del paralelogramo PQ;7Q,, como se
puede ver en la figura 19.24. Sea t tal que divida el dngulo ¢ =L Q,PQ, en
dos partes, 8 y ¢—0. Sea PR;TR, un paralelogramo cuyos lados son
paralelos a las tangentes. Puesto que

ﬁ
PT =t=alr, + a?r, -_—];él iy JP_Q)2
=arl + a;r? = P_ﬁl - Pzg,
las longitudes de las diversas rectas son:
PO; = gid, PR; = ga, PS;= teri/gi = ai/gi.

Los dngulos se determinan por medio de
cosf = PS,, cos (¢ — ) = PSs,.
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Figura 19.2a

Al tomar de diversas maneras el producto interior 19.13 consigo mismo,
podemos expresar la relacion obvia #2 = 1 en las formas equivalentes

19.26 22 giigy a=2ayat = 2T gijaia = 1.

En virtud de 19.25, la dltima de estas relaciones no es sino un nuevo
enunciado de 19.16.

De la misma manera, al elaborar el producto interior de dos de los
vectores unitarios tangentes

Zar=3dr y Zbv=2Zby,
obtenemos diversas expresiones del coseno del dngulo que forman:
19.27 Ezgﬁaib,-zzaibiz Ea,-bfz EEgi,-aibizzaibi.

Al eliminar ds de las dos ecuaciones 19.251, obtenemos la ecuacion
diferencial

atdul — aldu?z =0

de una familia de curvas cuya tangente caracteristica se determina por medio
de 19.25. Otra familia, que corta a todos los miembros de la primera en
dngulos rectos, tiene la ecuacion diferencial

19.28 b2dul — bldu? = 0,

donde, por 19.27,
== Bij a bl = 0.
Si escribimos esta relacion en la forma = gj bl = 0 6

a1 bl + ax b? = 0,

www.elsolucionario.net



392 geometria diferencial de las superficies

donde ¢; = Z gj;al, encontramos que la ecuacion 19.28 equivale a
aydu + a>du? = 0.

Dicho de otra manera,
Las trayectorias ortogonales de las curvas adu' —a'du® =0 son las
curvas

Saidit =0.
De donde también se desprende que las dos familias de curvas
2aidi =0, Zbdw=0
serdn ortogonales si y sélo si
19.29 33 giia;b; = 0.

La red de curvas que se determina mediante la ecuacién diferencial y
cuadrdtica 19.21 serd una red ortogonal si y sélo si

19.291 pIp ) gﬁ Cij = 0.

Esto se comprende al observar que esta condicion es la misma que 19.29 si se
factoriza la expresion cuadritica en la forma

23 Cij dutd = = ai dut+ 3 bj du,

de manera que Cij + Cji = @ bj + aj by.

EJERCICIOS

1. Por medio de 17.13, demuéstrese que,(r; X r2)? = g (cf. 19.23).

2. Exprésese tan ¢ en términos de las magnitudes fundamentales gjj ¥ su determi-
nante g.

3. En la figura 19.22, 7S, =a%/g® y TS, =a'/g".

4. Conciliense las formulas

cos O = ay/gy, cos(p — ) = as/go,
sen @ = a%/g?,  sen (¢ — 6) = al/g!
con 19.22.

iS. La red de curvas que bisecan los dngulos que forman las curvas paramétricas (du"
du” =0) se determina por medio de la ecuacién diferencial

g (du')? — 822 (du?)? = 0.

(Indicacion: encuéntrese la condicion para que el paralelogramo PQ;7(Q; sea un rombo.)
6. Interprétese la ecuacion 19.21 en el caso en el que ¢yy =¢c32=0. ;Qué
podemos deducir de la condicién 19.291 en este caso? ¢Qué nos dice acerca de las
curvas que describimos en el ejercicio anterior?
7. Por medio de 19.24 demuéstrese que el drea de la esfera unitaria es de 4.

19.3 CURVATURA NORMAL

El vector normal unitario n en un punto P de la superficie se define con
naturalidad como el vector unitario perpendicular al plano tangente en una
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direccion tal que los tres vectores ry rp n forman un triedro dextrogiro. Por
19.23, tenemos que ry X r2 = \/g n, de manera que

19.31 B X
VE
[rrr2n] = g,
y
19.32 X r=¢;\/gn (& = j — ).

Al identificar el triedro ryrzn con el triedro ryrzry de § 18.1, podemos
ver, a partir de 18.12, que

pi=TaXN C . BXN s _fLXP

s 4 =nNn=r.
Ve V8 V8 :
Y de esta manera,
19.33 nXr=2XZ¢g;\/g
El plano tangente en P contiene un haz plano de tangentes
t = Zain

cada una de las que determina un plano normal tm. La seccion de la
superficie por uno de estos planos se llama seccion normal; constituye una
curva plana; su curvatura k en P se llama curvatura normal en P en la
direccion ¢. Al diferenciar con respecto al arco s de la seccion normal,
obtenemos
el dat d
t=—Zan=2Z2"—r+2a—r.
ds 4 ds ds
Por 17.33, esto no es sino xn. Puesto que m es perpendicular a r;, la
multiplicacion interior por m eliminard la primera suma de la derecha. (Para
diferenciar r; empleamos el operador
i —_ a}'i_'
ds oul
donde @ = dui/ds.) De esta manera, nos queda

x:xn-n:i-n:E(a‘ggn) ‘n

2 S (R o L il
_E(a‘?.a’au’ri) n= 224 mauiaui n = 33 gl airji*n,

Si introducimos la notacion
19.34 bij =rig'n ('.,f — ], 2)
que es importante, tendremos la formula sencilla

19.35 k=22 bij aia
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394  geometria diferencial de las superficies

para determinar la curvatura normal en la direccion T air;. Puesto que ry; es
una segunda derivada,

bi,r = 'bjg.
Las tres funciones by, By2. b2 se conocen como magnitudes fundamentales

de segundo orden. Como las de primer orden, se presentan como coeficientes
de una forma diferencial cuadritica

19.36 kds? = ZX by;dui dui
= bi1(du')? + 2byadul du® + byy(du?)?,

(No hay que olvidar que la curvatura normal k depende de la direccién de la
tangente, y, por lo tanto, de du' : du?.)
Al diferenciar la identidad r; - n = 0, obtenemos

rj'n+ron =0,
de donde bij= —ri*nj= —n;r;

Ademds del “‘tensor covariante” bjj, resultard conveniente, en ocasiones,
considerar el “tensor mixto”

19.37 b;‘ — Eg"‘ bi}‘ = =2 g"‘ri-n; = —l‘k'll;
y el “tensor contravariante”
19.371 bik = 3 gii bf = I gii gkl b,

= I3 ghl gii by = 3 ght b} = bk,

La derivada my, que es perpendicular a la normal n, es un vector tangente
susceptible de expresarse como combinacion lineal de los vectores basicos i
o rj. Puesto que las componentes covariantes y contravariantes son

ni'rj = ‘—bij; m-rf — —bf,
las expresiones son
19.38 n; = —Ebij = -3 b’;l','.

De esta manera, hemos llegado a las “ecuaciones de Weingarten™

1 2
ny = —byry — biry

1 2
n; = —bg ry — bz ra,

que expresan las derivadas de la normal n en términos de las derivadas del
vector de posicion r.

EJERCICIOS

1. Evaliiese r! X r2.

2. Obténgase bjj con respecto a la esfera unitaria en términos de colatitud y de
longitud. Verifiquese que la curvatura normal es la misma en todas las direcciones, asi
como en todos los puntos de la esfera. (Indicacion: puesto que m = r, by = —gi;.)
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19.4 CURVATURAS PRINCIPALES

Tomese la esfera unitaria y tricese un radio paralelo a la
normal en un punto P de una superficie [dada} El radio corta
la esfera en la representacion esférica de P. Es evidente que
habremos de distinguir entre los dos lados de la superficie, y
trazaremos la normal en el lado que escojamos. Por medio de
esta representacion, tenemos, en general, una curva de la
superficie en correspondencia con una curva de la esfera, y un
fragmento de una con un fragmento de la otra. Pero debido a
que las normales a la superficie pueden ser paralelas en
puntos distintos, los fragmentos de la esfera se pueden
traslapar, aunque correspondan a fragmentos de la superficie
que no se traslapan. Sin embargo, si tomamos fragmentos en
la superficie que no sean demasiado grandes, no pasard
eso....A un fragmento pequeiio alrededor de P en la
superficie corresponderd un fragmento pequerio en la esfera, y
la razén del drea de la segunda a la de la primera cuando las
dreas disminuyen hasta cero tiende a la curvatura total en P.

H. G. Forder [3, pigs. 139-140]

Considérese un plano variable que pasa por la normal en el punto £ de una
superficie dada. Con respecto a cada posicion del plano, la seccion nor-
mal tiene una curvatura Kk que se determina por medio de 19.35. En casos de
excepcion (por ejemplo, los polos norte y sur de un esferoide) puede suceder
que k permanezca constante; entonces el punto P se llama umbilico. Cuando
P no es umbilico, la rotacién continua del plano normal nt hace que k varie
de manera que vuelva a tomar su valor original en cuanto realiza un semigiro
completo. Si nos valemos de 19.26, podremos expresar 19.35 en la forma

homogénea

k22 gadad = ZEbja a
o bien,
19.41 I3(by; — kgiy)ai @ = 0.

Esto nos muestra a k como funciéon continua de la razén
a* _ du? |
al  dut’

que determina la direccion de la tangente

t=Zd'r;.

En el curso de su variacion continua, la curvatura k debe llegar, por lo
menos, a un maximo y a un minimo. Demostraremos en seguida que no hay
mas que uno de cada uno, y que ocurren en direcciones perpendiculares. Los
valores méximo y minimo de k se llaman curvaturas principales, las posi-
ciones de t en las que ocurren se llaman direcciones principales y las curvas
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396 geometria diferencial de las superficies

cuya direccion es siempre principal se llaman (tal vez no muy acertadamente)
lineas de curvatura * ;

Por el momento, abreviaremos mediante

Cij = bq = KB,

de manera que € =¢;- Con el objeto de encontrar las curvaturas y
direcciones principales, podemos diferenciar 19.41 e igualar a continuacién
dk=0 o, lo que resulta mas conveniente, diferenciar 19.41 mientras se
considera a k constante. Puesto que bj; y g7 no dependen sino del punto fijo
P, esto significa que diferenciamos

Zlcyaial = 0

donde tratamos los coeficientes Cij como si fueran constantes. Al diferenciar
parcialmente con respecto a aX, encontramos

d dal . dai
= igi = by Ml
a 2Zcjaial = 33 ¢y (a a!+a*aak)

=2Z ¢ (8ial + a'd)) =Zcd + Sepa
= 2(cxi + cix)at = 23 ¢y .
Y al volver a la expresion propia de ¢, deducimos que
19.42 2 (bix — kgi)at = 0 *k =1,2)

Si multiplicamos por gik (y sumamos sobre k) para eliminar el coeficiente
8ik, obtenemos

19.43 Z( - k8 at = 0,
es decir,
19.44 Zhia — kat =0 (i =il;:2);

A partir de estas dos ecuaciones, podemos encontrar las curvaturas principales
si eliminamos a*/a', y las direcciones principales si eliminamos «.
Escritas en detalle, las ecuaciones son:

(b} — K)a! + bla? = 0,
bia' + (b3 — K)a2 = 0.
Al eliminar @*/a' | obtenemos

bl — g bl
b} b3 —k
es decir,
19.45 2 — S bik + det (b)) = 0.
Las dos raices de esta ecuacion cuadritica consisten en las curvaturas

* Lines of curvature, en inglés. El desacierto proviene de que en este idioma line suele
significar linea recta. (7)
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principales K 1,,k2,, cuyo producto y media aritmética se conmmr 1
nombre de curvatura gaussiana K y curvatura media H. De esta manera, &3,
y k2;son las raices de la ecuacion

k2 —2Hx + K =0,

donde
19.46 2H = kg, + K2y = 2b} = b} + b3
. §
19.47 K = kg, k2, = det (b)) = bl b3 — bl b2.
Puesto que
k= |o 2| 34 2] = o bl =

si convenimos en ello, otra expresion de K consiste en la razon de los dos
determinantes fundamentales:

19.471 =

8
Cuando K es positiva, la curvatura normal (que nunca sobrepasa los
valores se limitan k1, y k2,) tiene el mismo signo en todas las direcciones; el
plano tangente en P corta la superficie “instantineamente™ en P y en ninguna
otra parte en la vecindad de P. Se dice, en estas circunstancias, que la
superficie es sinclastica (u “oval”). Los elipsoides, los paraboloides elipticos y
los hiperboloides de dos hojas son superficies sincldsticas en todos sus puntos.

Cuando K es negativa, la curvatura normal cambia de signo dos veces
(durante la rotacion del plano normal que recorre un semigiro alrededor de la
normal en P); es, por lo tanto, cero en las direcciones de dos tangentes
especiales, que se llaman tangentes inflexionales en P. La superficie corta al
plano tangente, y su seccién por este plano consiste en un par de curvas que
se cortan en P, puesto que las dos tangentes en este “nodo” son las tangentes
inflexionales.

En la prictica, tenemos un ejemplo en la forma general del suelo en la
cumbre del desfiladero entre dos montafias. El plano tangente es el plano
horizontal, que toca la curva del sendero y corta el suelo en ambos lados. El
hecho de que la seccion tangente contenga un nodo se puede ver en un mapa
en el que se han trazado curvas de nivel. El desfiladero se encuentra en el
lugar en el que una de las curvas de nivel se corta a si misma [Hardy 1, pag. 65].

Se dice que una de estas superficies es anticlastica (o con “forma de silla
de montar”). Las cuddricas regladas que no han degenerado (a saber, los
paraboloides hiperbélicos y los hiperboloides de una hoja) son anticldsticas en
todos sus puntos.

Las superficies mas complicadas que las cuddricas pueden ser sincldsticas
en algunas regiones y anticldsticas en otras. Las regiones de las dos clases
quedan separadas, entonces, por un lugar geométrico de puntos parabolicos
en los que K = 0. Hilbert y Cohn—Vossen [1, pag. 197] muestran un busto
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398  geometria diferencial de las superficies

de Apolo en el que se han trazado las curvas de los puntos parabdlicos. Son
bastante complicadas, sobre todo alrededor de la nariz y la boca.

Las superficies en las que K =0 en todos los puntos se llaman desarrolla-
bles. Superficies de éstas son los conos y los cilindros, asi como la superficie
que describen las tangentes de una curva torcida cualquiera.

Las ecuaciones de Weingarten de 19.38 constituyen una expresion que se
puede utilizar para expresar la curvatura gaussiana como un producto triple:

19.48 K= [Il ny l'lz]/ \/g
De hecho,

[Amn]=[n Zbir; ShHir)] =33 bibE[n e ry
= EEb{ b;&;k V& =det (bi) V. g

=Kvyg
. Otra expresion, en la que interviene un vector tangente unitario que se
escoge arbitrariamente y se denota por t, fue descubierta por A. J. Coleman:

1949 V&K = =X éii [n t 1],

donde el subindice final indica la diferenciacién con respecto a /. Esto se
deduce a partir de la identidad de Lagrange 17.13 al introducir otro vector
tangente unitariom = n X t,de manera quen =t X my

[Mnin] = X m)-(n; X ny)
=t'nim-'n; — t'n, m-*n;
=% Eij"‘l"li m*n;
Al diferenciar, t*n = 0, m+'n = 0, si empleamos 17.19 veremos que
t‘nim-'n; = t;*n mi'n = t‘nn-'m;
=t'm; = ("i'l'l'l); — tij*m.
Puesto que SF gii ¢; = 0, de esto se desprende que
VEgK = ZZ & (ti*m); = 3 ¢ii (m-t);
= I3 ¢i[n t ;];
(Hemos intercambiado la ¢ y la m de Kreyszig [1, pig. 146].)

Puesto que m; X n; es paralelo a n, podemos expresar 19.48 en la forma
[m X 2| = [X[vg,

que puede servir para establecer la interpretacion geométrica de Gauss acerca
de K. Para obtener su representacion esférica de una superficie, Gauss tomo
el lugar geométrico del extremo Q de un vector

5)Q=n,

donde O es un punto fijo y n el vector normal unitario en el punto P, que
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varfa en la superficie en cuestion. [Hilbert y Cohn—Vossen 1, pags.
193—-196]. Cuando P se desplaza por una region suficientemente peqﬂm,F
que estd limitada por una curva simple cerrada en la superficie, O se desplaza
por una region correspondiente G de la esfera unitaria cuyo centro es 0.
Gauss defini6 la curvatura total de la superficie en el punto P como el limite
de la razén de las dreas de G y F cuando estas regiones disminuyen hasta ser
simples puntos. Por 19.24, el drea de F es

I“l’l dul X ro du2| — II\/gdul du?.
Y, de manera andloga, el drea de G es
”1!11 dul X mpdu®| = ”|K[\/gdu1 du®.

En consecuencia, el Ifmite de la razén es | K |

La propiedad caracteristica de una superficie desarrollable consiste en que,
en lugar de tener una familia biparamétrica de planos tangentes, no tiene mas
que una familia de planos tangentes de un solo parimetro, y por ende, una
familia de normales de un pardmetro. En este caso, G no es una region
propia, sino simplemente un arco, y, por lo tanto K = 0.

Si se tiene que las curvas paramétricas son ortogonales, de manera que
g12 =0, entonces g'' =1/g,,,2'* =0, g% = 1/g;2, de donde, por 19.37,

b’i =¥ g;.!: b = g.u bij = b,’j/gjj.

En este caso, la curvatura media H se determina por medio de

2H=2bi = 'bﬁ + b— i
S 1 S o7
EJERCICIOS

1. Encuéntrese la curvatura media H en un punto cualquiera del helicoide ¥ =x tan
(z/c), con la forma paramétrica

x=ulcosu?, y=ulsenu?, z= cu?.
2. Encuéntrese la curvatura media # en un punto dado de la superficie general de
revolucion
r= (ulcosu?, u!senu? z),
1

donde z es funcion solamente de u'.
determina por medio de

Esta curvatura media es cero cuando z se

u! = acosh(z — ¢)/a,
por ejemplo, cuando la superficie es un catenoide.
3. Ubiquense las curvas de puntos parabdlicos del toro
X =(a+ bcosul)cosu?, y=(a+ bcosu)senu?, z= bsenul.
4. Las tangentes t = r de una curva torcida r = r(s) generan una superficie
r(s, u) = r(s) + ut(s).
Por medio de los parimetros 5 y u obténganse las magnitudes fundamentales
b1y = xu, bia = baz =0
Dedizcase que en todos los puntos K =0.
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400  geometria diferencial de las superficies

5. Las curvaturas media y gaussiana se relacionan mediante la desigualdad
H? > K.
iQué clase de punto es tal que en €l encontramos H2 = K? (Indicacién: H* —K =

i’("(ll = xtﬂ:)z')
( 6. Oliténgase 19.48 de otra manera al aplicar la identidad de Lagrange a (r; X ry)-
n; X na).

7. Obténgase 19.49 de otra manera al aplicar 17.62 en la forma

i =rm — mn, m; = Ain — vt, n; = it — Aim
(donde Ay, u;, v; son funciones de 4! y 42, de manera que

[nnyg ng) = )tlp.g —_ Az,ul =mz't; — m; -t

19.5 DIRECCIONES PRINCIPALES Y LINEAS DE CURVATURA

Al volver a 19.44, que se puede expresar como
Ebj"afzna* e=1.2),
encontramos que la manera més ficil de eliminar k consiste en multiplicar
por Z gjx a' y sumar sobre k, de manera que obtengamos
ZZZ e bfd @ = k2L ey ai gk = 0,
(Esta suma es cero debido a que en los Gnicos términos que no se anulan
intervienen €15 gl g2 Y &21a*al, que se cancelan.) Asi, tenemos que las

direcciones principales Zaf r; se determinan por medio de las raices de la
ecuacioén cuadratica

233 Eik b}t aa =10

al resolverla para los valores de a!:a2. Dicho de otra manera, las lineas de
curvatura se determinan por medio de la ecuacién diferencial

19.51 B33 ey bk dust dud = 0
(8]
19.52 —b% (du')? + (b} — b3) du® du? + b} (du?)? = 0.

Para demostrar que las lineas de curvatura forman una red ortogonal,
podemos aplicar el criterio de 19.29] ya seaa 19.51 o a 19.52 si empleamos

ciy = 2 ey bf.
Con la notacién de 19.3 71, obtenemos
23 gl ey = 333 &k g8 bF = I3 g bik = 0,

De donde se desprende que, en un punto 2 cualquiera de una superficie, las
dos direcciones principales son perpendiculares.

Tenemos otra consecuencia de 19.44 en la formula de Rodrigues
19.53 dn 4 kdr = 0,
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donde se ve lo que sucede con el vector normal n cuando r se desplan?n una
direccion principal. (El coeficiente k es la curvatura principal correspondiente. )
De hecho, al combinar las ecuaciones de Weingarten

n = = b{ r;
(19.38) con 19.44 en la forma
19.54 2 b, dut = x du,

obtenemos
dn = Znidu = —EEb{rjdu‘
= —xEr;dui = —Kdr.

(Olinde Rodrigues, 1794—1851.)

De donde se desprende que, si dr se encuentra en una direccién principal,
dn se encuentra en la misma direccién (aunque tal vez en sentido opuesto).
Ademds, esto no sucede sino con las direcciones principales, pues si dn es
paralelo a dbr, el anilisis que acabamos de efectuar sefala que hay un nimero A
para el que

2T birdut = A 2 vy dul.
Al escribir esto en la forma
S(Ebjdut — \du)r = 0,
vemos que implica
Zhdui —Ndw =0 U =12).
Al eliminar A de la manera en que eliminamos antes k, volvemos a obtener
19.51, que constituye la ecuacion diferencial de las lineas de curvatura.

Si las curvas paramétricas son ortogonales, de manera que , b} = b;;/gy,
la ecuacion 19.52 se convierte en

19.55 —QE(G"'»*‘I)2 + (b—“ — E?) dul du? + -b—m(a'i.lrz)2 = 0.
822 811 g2z g1
Cuando se investiga una superficie, se puede usar cualquier red de curvas de
la superficie como curvas paramétricas. Las |ineas de curvatura constituyen una
red estindar de la que siempre se dispone. Al comparar 19.52 con du'du® = 0,
vemos que

19.56 bf =b: =0
En consecuencia,

Las curvas paramétricas constituyen lineas de curvatura si y solo si b} y bl
son cero de manera idéntica.
En este caso, la ecuacion 19.45 se reduce a

(k — b1) (k — b3) = 0,

de manera que las dos curvaturas principales son b} y b2, Para saber cudl es
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402  geometria diferencial de las superficies

cudl, podemos aplicar la formula de Rodrigues 19.53 a los desplazamientos a lo
largo de las curvas paramétricas. La “primera” direccion principal serd tal que a
lo largo de ella u' varia mientras 1> permanece constante, es decir, la direccion
de ry; la segunda serd la direccion de ro. De esta manera,

19.57 n 4+ Kk, r=0.
Al tomar los productos interiores con r/ y rj, deducimos
--b{ + K, 5{ — 0, —bﬁ + K, 8ij = 0.

Por lo que tenemos que las dos curvaturas principales son precisamente

19.58 Keds =b§=g:-:_, Ky = by =222

822’
y también vemos que
biz = kg, 812=0

'f (puesto que las Iineas de curvatura son ortogonales).
Reciprocamente, cuando se escogen los pardmetros de una superficie cual-
quiera de manera que

19.59 812 — 0, b12 — 0,
entonces las curvas paramétricas resultan ser las lineas de curvatura, pues como

gi=_82_g
8

tenemos
b? = Egﬂbu = 322 b1a =10

Y, de la misma manera, b} = 0. De hecho, las condiciones 19.59 equivalen a
19.56.

EJERCICIOS

1. Apliquese 19.291 a 19.52 con el objeto de demostrar la ortogonalidad de las
direcciones principales sin emplear el simbolo ¢ ik
2. La ecuacion diferencial de las 1ineas de curvatura se puede expresar en la forma

g1 812 822
byy bya by =0.
(du?)?  —duldu® (dul)?

3. Encuéntrense las Iineas de curvatura del paraboloide hiperbélico x2 — y2 =2z en
la forma paramétrica

X = senh u' + senh u?, y = senh u! — senh 42, z = 2 senh u!senh u2.

4. Encuéntrense las lineas de curvatura del helicoide y =x tan (z/c), en la forma
paramétrica

x =wulcosu?, y = ulsen u?, :z = cu?,
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5. Las ecuaciones 19.56 o 19.59, vélidas en un punto particular (aunque mhﬂ
necesariamente idéntica), constituyen condiciones para que las direcciones
coincidan con las direcciones principales en el punto del que se trata. Las formulas 19.58
siguen siendo validas en este punto.

19.6 UMBILICOS

Un umbilico es un punto en el que la curvatura normal K es igual en todas las
direcciones. En un punto de ésos, las ecuaciones 19.42, 19.43 se cumplen para
todos los valores de @' : a*, v, por lo tanto,

bix = Kgik, b = Kk&].

Tenemos de hecho dos conjuntos alternos de condiciones con respecto al umbi-
lico; uno de los conjuntos consiste en

b11:b12 1 bas = gu1: 8121 gaa,
y el otro en -
19.61 bf = b% =0, bi = bg.

Cuando una superficie es simétrica por reflexién en un plano, su seccion por
el plano es una linea de curvatura. Para comprender la razén por la que esto
sucede, consideremos un punto P de la seccion. Si las direcciones principales en
P fueran oblicuas con respecto al plano, cualquiera de ellas tendria por imagen
reflejada otra direccion principal asociada con la misma curvatura principal.
Una abundancia de direcciones principales como la que describimos haria de P
un umbilico. Pero una curva totalmente compuesta por umbilicos serd trivial-
mente una linea de curvatura.

En particular, tenemos que en cualquier superficie de revolucion los meridia-
nos y los paralelos son lineas de curvatura. Se presenta un caso especial de
interés al aplicar a una curva plana una rotacion alrededor de una de las
normales de su evoluta; es decir, si C es el centro de curvatura de un punto P
de la curva plana, aplicamos la rotacion alrededor de la recta que pasa por C
y es paralela a la tangente en P. En este caso, el “lugar geométrico™ de P es
un “ecuador” tal que su radio es igual al radio de curvatura del meridiano. El
ecuador, como el meridiano, es linea de curvatura y también seccion normal.
Puesto que las dos curvaturas principales son iguales, todo punto del ecuador
es umbilico.

En un umbilico, la férmula de Rodrigues 19.53 es vilida para todos los
desplazamientos de la superficie. En particular, la podemos aplicar a los des-
plazamientos a lo largo de las curvas paramétricas, de manera que ob-
tengamos

19.62 n+xr; =0 (=12,

En consecuencia,

19.63 Si todo punto es umbilico, la superficie es o bien un plano o bien
una esfera.
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404 geometria diferencial de las superficies

Lo que se comprende al pensar que 19.62 es vilida en cualquier punto. Al
diferenciar, deducimos

nij + kry; +x57, =0, KiFo = Ko ry,

Y K1 =K; =0. De esta manera, tenemos que k es constante y de 19.62
obtenemos (n 4 kr); = 0, de manera que m + kr es constante. Si k = 0, n
es constante, y tenemos un plano. Cuando k #0, la eleccién acertada del
origen realiza la transformacién r = —«—1n, |r| = |k|-1,y tenemos una
esfera.

EJERCICIOS

1. ;Coémo se puede emplear la ecuacién 19.52 para derivar las condiciones
0= bl =0, bl = b2
con respecto a un umbilico?
2. ;Qué le pasa a la ecuacién 19.45 al cumplirse estas condiciones?

3. Las superficies anticldsticas carecen de umbilicos.
4. La superficie

X = \y2cosul, y=/2cosu?, z = senul!sen u?

tiene una curva de umbilicos que se encuentra en la esfera x2 + 24+ 22 = 4
3. iSe encuentra todo umbilico en una infinidad de lineas de curvatura?

19.7 EL TEOREMA DE DUPIN Y EL TEOREMA DE LIOUVILLE

Dupin investigé las familias de superficies triplemente ortogo-
nales no como un ejercicio estéril de cdlculo, sino debido a
que hay casos de estas familias que son de gran importancia
en...la fisica matematica, Fueron el tema de una de las
obras mds famosas de Darboux, de 567 pdginas de extension,

E. T. Bell [2, pag. 331]

Encontrdbamos en los ejercicios al final de § 18.5 varios casos de
coordenadas tridimensionales con la propiedad especial
823 = 831 = g12 = 0,

de manera que todas las superficies de nivel se cortaban unas a otras en
dngulos rectos. En este caso, se dice que los tres sistemas de superficies son
mutuamente ortogonales,

Al diferenciar la ecuaciénry-r, = 0 con respecto a u®, obtenemos
Fi3*rz + ritreg = 0.

De ésta y dos ecuaciones més (que se derivan por medio de las permutaciones
ciclicas de 123) deducimos

F1°F23 = r2'r3; = r3 rio = 0.

Puesto que r3 es normal a la superficie u® =c¢ del tercer sistema, esta
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* el teorema de Dupin y el teorema de Liouville 405

superficie no solamente cumple g,, = 0, sino también, dado que rs-rys =
0,

blz =nN*'rz2 = 0,

como se tenia en 19.59. En consecuencia, las curvas paramétricas u’' = a
y u?*=b de esta superficie son lineas de curvatura. Puesto que tendre-
mos resultados parecidos al investigar las superficies de cualquiera de los
otros sistemas, hemos demostrado el

TEOREMA DE DUPIN En tres sistemas mutuamente ortogonales de
superficies, las lineas de curvatura de una superficie cualquiera en uno de los
sistemas son las intersecciones de tal superficie con las superficies de los
otros dos sistemas.

Es mids, se puede exhibir cualquier superficie como miembro de uno de
tres sistemas mutuamente ortogonales. Esto se puede llevar a cabo de muchas
maneras. Una de ellas consiste en emplear un sistema de superficies paralelas,
que se define como el lugar geométrico de los puntos situados a distancias
constantes, que se miden a lo largo de las normales de la superficie en
cuestion. Al emplear las lineas de curvatura como curvas paramétricas,
podemos expresar el vector de posicién de una superficie paralela caracteris-
tica en la forma

F=r+ un

19.57 nos sefiala que las direcciones de las curvas paramétricas en la
superficie nueva se determinan por medio de

Fi = (r + u®n); = r; + udn;
=r — uax‘i,-r; — (! — xl_i,u3) ri,

lo que equivale a decir que son paralelas a la superficie original. Por lo tanto,
las dos superficies tienen la misma normal: A=n. Puesto que

iz =F1'F2 =0

biz = —M1*F; = —n1"F2 = Kk, r1°F2 = 0,

tenemos de nuevo que las curvas paramétricas de la nueva superficie son
lineas de curvatura [Weatherburn 2, pig. 159]. Si permitimos que u® tome
diversos valores, obtenemos todo un sistema de superficies paralelas. Los
otros dos sistemas ortogonales son los que trazan las normales en puntos que
corren a lo largo de las lineas de curvatura [La Vallée Poussin 2, pig. 447].

Analizamos en § 6.7 y § 7.7 las transformaciones generales que preser-
van circulos y las esferas. En § 9.7 sefialamos la manera en la que se puede
emplear la teoria de las funciones de variable compleja para demostrar que
las transformaciones que preservan circulos son las tinicas transformaciones
de la totalidad del plano inversivo en si mismo que preservan angulos.
iResulta muy notable que el teorema andlogo en tres (o mas) dimensiones
sea elemental! No tenemos mds que observar que, si una transformacién del
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espacio conserva los dngulos em los que se cortan las superficies, transforma
sistemas mutuamente ortogonales de superficies en sistemas mutuamente
ortogonales de superficies. En consecuencia, transforma una superficie o en
otra superficie ¢'; transforma las lineas de curvatura de o en las lineas de
curvatura de ¢'. Puesto que una esfera (donde incluimos como caso especial
el plano) se caracteriza por la propiedad de que fodas sus direcciones son

direcciones principales, podemos deducir de inmediato el

TEOREMA DE LIOUVILLE. Toda transformacion que preserva dngulos
preserva también esferas.

Si tomamos este teorema junto con 7.71, podemos observar que toda
transformacion que preserva dngulos es, o bien una semejanza, o bien el
producto de una inversion y una isometria [Forder 3, pags. 137—138].

EJERCICIOS

1. Cuando las superficies u! =a y u® =b se trazan por medio de las normales a lo
largo de las lineas de curvatura, mientras las superficies 4 =c¢ son “paralelas”, las
magnitudes fundamentales con respecto a u! =a se denotan con naturalidad por g;1,
£23, £33, b22, b33, ba3. El teorema de Dupin sefiala que g23 =b,3 =0. Calcillese b33
y dedizcase que, en relacion con esta superficie, K = 0.

2, Las cuddricas centrales

x2 y2 z2
A=k F=) " C=X
(que son elipsoides cuando A <C, hiperboloides de una hoja cuando C<A<B,

hiperboloides de dos hojas cuando B <A <{A) se denominan confocales. En un punto
(x, ¥, z) de una de estas cuddricas, la direccion de la normal consiste en

X y z ) -

=l (A>B>0Q)

A—-X" B—A" C=)\

Cuando se dan x, y, z, 18.59 es una ecuacion cibica en A, cuyas raices (1, u”, u3
(enumeradas en orden creciente) satisfacen

WL C<w BB <A,

Dediizcase que cualquier punto para el que xyz #0 se encuentra en tres cuddricas del
sistema (]una de cada clase), tales que se cortan ortogonalmente [La Vallée Poussin 2,
pag. 448].

3. ;Donde se encuentran las lineas de curvatura de un elipsoide? [Hilbert y
Cohn—Vossen 1, pig. 189].

19.8 LA INDICATRIZ DE DUPIN

Aunque Dupin no inventod la indicatriz, la empleé con mas
efectividad que sus predecesores; se trata de una cobnica
sugerente, a la que un plano paralelo e “infinitesimalmente
cercano” al plano tangente en un punto cualquiera de una
superficie, intersecta la superficie.

E. T. Bell [2, pag. 331]

www.elsolucionario.net




la indicatriz de Dupin 407

Cuando se expresa una superficie en la forma de Monge z = Flx, ¥) suele
ser conveniente el empleo de las mismas coordenadas x, y como parametros,
de manera que se tenga z en funcién de x y y, con derivadas

3 0z > 0z A 0%z 0%z ¢z
i1 ==, 2 = — 11 = o5y 212 = R
: ox2’ axoy’ °?

ox dy a2
Al diferenciar r = (x, y, z) obtenemos

rn= (l, 0,21), rs = (0. 1,22). Fij = (0. 0, ij).

de donde
gu=1+22% gu=2z125, gop=1+4 22
8 = 811822 — 812° = 1 + ;2 4 22,
VEn =r X rp = (=21, —29, 1),
V8bij= 1/ gnry =z,

Si escogemos los ejes de coordenadas de manera que el punto en cuestién
sea el origen y la normal en ese punto sea el eje de las z, tenemos

n=(0,0,1),
de donde z; = z5 = 0, gnu=1g9= 0,822 =1,g=1b; = Zif.

Puesto que z es funcion de x y y, podemos desarrollarla en una serie de
Maclaurin

z2=120,0) + z1x + 229 + 4 (211 X2 + 2212 Xy + 222 ¥2) + t(ax3 + ...
= 4 (b11 X% + 2b12 Xy + bas y?) + (términos de grado mayor en x y en y).

Los “términos de grado mayor” cobran importancia cuando by, =b1, =
by2 =0, y en este caso el origen es un umbilico parabolico. En todos los
demds casos, la seccion por el plano z = g, paralelo al plano tangente z=0 a
una distancia pequefia | e[ . se parece a la conica

b11 X2 + 2by2 xy + baz y? = 2,
que es semejante a la indicatriz de Dupin
19.81 bn x2 4+ 2512 Xy 4 bgg_yz 2 [

Encontraremos que esta cénica (o par de conicas) sefiala de manera notable-
mente sencilla la curvatura normal en todas las direcciones. Empecemos por
observar que esta parte de la superficie serd sinclistica, anticldstica o
parabdlica segin se tenga

b0y gty

es decir, segin sea la indicatriz una elipse, dos hipérbolas conjugadas o dos
rectas paralelas. (En el caso sincldstico, el signo ambiguo de la ecuacién 19.81
debe concordar con el signo de by ,; de no ser asi, el plano z = € no cortarfa
la superficie. En el caso anticlstico, necesitamos los dos signos: uno para
cada una de las dos hipérbolas conjugadas.)
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408 geometria diferencia de las superficies

En el plano z=0, que es el plano tangente en el origen, el vector
(cos 0, sen 6, 0), que forma un dngulo 6 con el eje de las x (1, 0, 0), se
puede identificar con el vector tangente

—

PT=1t= Ea'ri = (01,02,0)

de la figura 19.22. De esta manera, las componentes contravariantes de #
consisten en @' = cos@, a* = senf, y, por 19.35, la curvatura normal en
esta direccion es

k=22 byad d
19.82 = b1 005% 0 + 2b15 cos B sen 6 + by sen? 6.
Si expresamos la indicatriz 19.81 en coordenadas polares, obtenemos
b1172¢cos2 0 + 2b12r2cos @ send + byo r2sen?f = 1,
es decir, kr* =+ 1,0
r=|x|-t
En otras palabras [La Vallée Poussin 2, pag. 427],

El radio de la indicatriz en cualquier direccién es igual a la raiz cuadrada
del radio de curvatura normal en la misma direccion.

Otra manera de expresar la misma idea consiste en comentar que a la
superficie se aproxima el paraboloide o cilindro parabdlico

2z = bu x2 + 2b12 Xy + bzz}’z.

En cualquier direccion, la superficie dada y la cuadrica tienen (en el origen)
la misma curvatura normal.

> -
S -~
~ -,
~ -~
At -
~ o
% =T /
[] ~ [ [}
= -
- T
-~ ~
ety e
- S
- Bl
o ~
- ~
- =~

Figura 19.8a

Si tomamos los ejes de las x y de las y en las direcciones principales en el
origen, como se ha hecho en la figura 19.84, de manera que by, =0y, por
19.58 ki, = by;, la indicatriz 19.81 es sencillamente

K1) X2 + K2, )2 = *1,
y de 19.82 se desprende la formula de Euler
K = K1, c0s? 8 + Ko, sen? @
de la curvatura normal en una direccion que forma un dngulo @ con la
primera direccion principal.
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EJERCICIOS

1. ;Con respecto a qué direcciones en una superficie iguala la curvatura normal Ia
media artimética de las dos curvaturas principales?
2. Con respecto a la superficie z = F(x, »),

2K = 82 b11 — 2g12 b2 + g1 b2z =(] + 29%)zyy — 25y 22212 + (1 + 21%)222

g (1 + 2,2 + 2%)32

3. La superficie xyz =1 tiene umbilicos en los cuatro vértices de un tetraedro
regular [Salmon 2, pdg. 300].

4, La superficie z =x(x* —3y?) tiene un umbilico parabélico en el origen. Tracese
la seccion por un plano z =¢, donde € es un numero pequefio que puede ser positivo o
negativo.

Esta superficie se llama silla de montar de mono porque constituirfa la silla adecuada
para un mono que anduviera en bicicleta: una extension para cada pata trasera v una
tercera para la cola. Hilbert y Cohn—Vossen [1, pag. 202, figura 213] hicieron un bonito
dibujo de la superficie, pero otro de su indicatriz generalizada que conduce a
conclusiones erroneas [ibid., pig. 192, figura 200]. La forma verdadera se puede ver en
la segunda edicion de Struik [1, pag. 85].
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Las geodesicas

Imaginemos a una criatura bidimensional con inteligencia suficente para
hacer mediciones precisas en la superficie que habita, aunque incapaz de
concebir una tercera dimension. Su mundo podria ser un cilindro plano o
parabolico; no podria distinguirlos desde su punto de vista. Si fuera un
cilindro circular, las medidas locales darian los mismos resultados, aunque
una expedicion que lo rodeara por completo descubrirfa una peculiaridad
topolégica. En todos estos casos, concluiria que su superficie tiene curvatura
de cero: K =0. Si, por otra parte, la superficie fuera una esfera, podria
detectar su curvatura positiva por medio de mediciones, sin alejarse dema-
siado de su casa, incluso en el caso de que el radio de la esfera fuera
relativamente grande. Esta informacion es consecuencia de la férmula de
Gauss 20.16, que expresa a K en términos de‘las magnitudes fundamentales
de primer orden. Veremos en § 20.3 que la expresién complicada de Gauss
se puede substituir por una sencilla-en la que intervienen los tres dngulos de
un tridngulo (como sucedia en nuestra féormula 6.92 para determinar el drea
de un tridngulo esférico). En § 20.4 extenderemos las mediciones locales a
las mediciones globales, que permitirian a nuestra hormiga dotada de
inteligencia determinar la naturaleza topolégica de su mundo: esta idea serd
investigada mds sistemdticamente en el capitulo 21.

Las demds secciones de este capitulo tratan del punto de vista de la
geometria diferencial al estudiar los planos no euclidianos, que se pueden
considerar como superficies de curvatura constante.

20.1 THEOREMA EGREGIUM

Los simbolos de Christoffel se llaman asi por Erwin Bruno
Christoffel (1829-1901), que los introdujo en 1869, . . . [aun-

que] denotaba nuestra F,’z por {%}. Este cambio a la notacién
actual se ha realizado debido a la influencia de la teoria de los

tensores.
D. 1. Struik (1894 - )
[Struik 1, pag. 108]

411
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Para estudiar de manera adecuada las “geodésicas”, que son las curvas mas
importantes de una superficie, necesitaremos otro recurso de notacién: los
simbolos de Christoffel
20.11 I‘u = Fij Iy, I‘{; = l'gj'l'k.

En virtud de 19.15, estos simbolos se relacionan de la manera siguiente:
20.12 I‘w‘ — Eg“ F{f, T:'j = Zghl Fij,l‘

Es claro que Pasx =Tiox ¥ Ik =Tk,

Puesto que las derivadas de las magnitudes fundamentales gij son
@i = ggg (Fiory) = rixerj + rivry,

20.13 = Likj + Tjxs,

podemos calcular los simbolos de Christoffel de la primera clase por medio
de la férmula

20.14 Lk = 4 {(8)i + (8in)y — (8ii)

y deducir a continuacién los simbolos de Christoffel de la segunda clase por
medio de la segunda mitad de 20.12.
Si aplicamos 18.21 cuando u = rij y r3 = r¥ = n, obtenemos

Fij = Fi e 4 rorZes 4 opjerd g
= F},rl + IZr; + rj°nn
20.15 =3 F-:" ry + b” n.

Estas expresiones de las segundas derivadas de r se conocen como “ecuacio-
nes de Gauss™.

Otro descubrimiento de Gauss, que le gusté tanto que lo llamé Theorema
egregium, consiste en una expresion de K en términos de las £y sus
derivadas. Esto significa que la curvatura gaussiana se puede calcular por
medio de mediciones hechas en la misma superficie, sin que sea necesario
referirse al espacio tridimensional en el que se encuentra. Dicho de otra
manera, K es un “valor invariante de la curvatura”, que no se altera por la
clase de distorsion que ocurre cuando se enrolla una hoja plana de papel para
hacer un cilindro o un cono. La expresion ha aparecido en la literatura acerca
del tema en diversas formas, cuya identidad no se determina obviamente. Una
de las mds pulcras, que descubri6 Liouville * es

I (Ve o (Vg
20.16 K= Vo P Y VE pa y
\4 ou2 (811 1-‘11) dul (311 I112)

Esta formula se puede derivar a partir de la aplicacion de 1949 al
vector unitario tangente t = ry/g;. Puesto que [nry rij =0y (por
19.33) n X r1 = /g r2 tenemos

* 1. Liouville, Sur la théorie générale des surfaces, Journal de Mathematiques 16
(1851), pags. 130-132.
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(met] = [rl m] —(nxr:)

At p2.74 _ V8
Ve 811 T gn Il
En consecuencia /g K = EEeﬁ(ﬁ T%
811 i
— [V8p _ [VE )
= N 11,2 (gu 4,

La forma del Theorema egregium es mis simétrica cuando las curvas
paramétricas son ortogonales, de manera que se tiene

g12=0, g¥=1/gy = 1/(g)32

rz. — 8182 (822)1 _ g2 2g2(82h
12

— L) (g2
g1 g11 2820 g
y

282 T @

_&228(g1)2 _ (&) |

Vg Iz, _ %18 ( (811)2) —

g1 g11 2822 g1 2g° g |
De hecho, |
2 2 INVE 2 ) Vg 2 )
Bs s (811 M 811 M
20.17 s (i&z_h) (@
81 82

[Weatherburn 2, pdg. 98; Struik 1, pdg. 113].

EJERCICIOS
1. Obténgase una variante de 20.16 al tomar t = ro/gs
2,

Para el caso en el que g2 =0, exprésense todos los simbolos de Christoffel
en términos de g1, g22, v sus derivadas.

3. Calcllense los simbolos de Christoffel con respecto a coordenadas polares en
el plano.
4. En relacion con una superficie en la forma de Monge z =F(x, y),
1"5 = Ij Zk/(l + ;2 + Zzz).
Z T} = (log V)
*Calcilese K con respecto a una superficie en la que
()2 + a?
gu = o o 5125
(W) + ()2 + a?}

—uly?

(@2 + @22 + 72’

. (W) + a?
82 = 16 + (@7 + @y

* E. Beltrami, Annali de Matematica (1) 7 (1866), pags. 197—198

|
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414 las geodésicas -
20.2 LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LAS GEODESICAS

Toda porcion suficientemente pequeria de una geodésica es
el camino mds corto en la superficie que une los extre-
mos de la porcibn que se ha tomado.. .. Todas las
propiedades intrinsecas de una superficie (v entre ellas su
curvatura gaussiana) se pueden determinar al trazar las
geodésicas y medir sus longitudes de arco. . . . Obtendremos
una aproximacion a las geodésicas al mover un carrito
muy pequeiio por la superficie sobre dos ruedas, fijas en
el eje comin, de manera que las velocidades de rotacion
sean iguales en cada rueda. ... la rtotalidad del curso de
una geodésica se determina si se da uno de sus puntos
junto con la direccién en ese punto....Las lineas mds
rectas se pueden caracterizar también por medio del requi-
sito geométrico de que el plano osculatorio de la curva
debe contener la normal a la superficie en todo punto de
la curva.

Hilbert y Cohn—Vossen

[1, pags. 220-221]

Consideremos la posibilidad de que una curva de una superficie tenga
todas sus normales principales normales a la superficie. Como vimos en
§ 19.3, cualquier curva de una superficie satisface

kp = =if-—2ﬁfn =2 + Z2d Wy
En nuestro caso, puesto que p = m es perpendicular a r*, tenemos que
Eitry + ZZ @ Wry)-rk = 0.
Puesto que ri*rk = 8% y ryjork = Tk

20.21 ik 4+ Z3 Iy =0 (k = 1,2),
lo que significa que

estas ecuaciones se reducen a

d2uk dut dw

4 + 22 T% EE?=O
[Struik 1, pdg. 132]. Podriamos eliminar tedéricamente s de las dos
ecuaciones, de manera que tuviéramos una sola ecuacién diferencial; pero
suele ser mds conveniente el empleo de ambas ecuaciones, o de una sola
junto con 19.16.

Las curvas que se determinan de la manera recién descrita se llaman
geodeésicas |Weatherburn 2, pdg. 100]. Puesto que las ecuaciones expresan
las segundas derivadas de wk en términos de las primeras, hay una
geodcsica que pasa por un punto cualquiera 4 (de la superficie) en
cualquier direccion dada. Hay también, en general, una geodésica tinica
que une dos puntos dados A y B. En este aspecto, las geodésicas de
una superficie se parecen a las rectas del plano; y veremos que, de
hecho, son rectas cuando la superficie es el plano.
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Cuando gy, =0, de manera que las curvas paramétricas son ortogo-
nales, las ecuaciones diferenciales toman la forma

20.22  gyp @t + Hgia)a (@12 + (g11)2 1 42 — L(goo) (42)2 = 0,

20.23  gop ii2 — H(g11)2 (#1)? + (goo)1 41 i + b(gzo)e (#2)2 = 0.

La segunda ecuacion nos muestra que las curvas paramétricas u® =0
seran unas de las geodésicas si y solo si g,, es funcién solamente de u'
(sin que intervenga u?), de manera que (g,,)2 =0. En este caso, las
curvas #? = O constituyen un sistema de geodésicas de un parimetro y
las curvas il = 0 sus trayectorias ortogonales. Puesto que g;; es funci6n
solamente de ', la forma diferencial

ds® = gy1 (du')? + goo (du?)?

se puede simplificar por medio de un cambio de notacién, de manera que
fgi1du' se denote por u'. Entonces, g,y =1,2=g22, ¥

20.24 ds? = (du?)? + g(du?)=.

El efecto que resulta del camblo de notacién consiste en que u' mide ahora
el arco de cada geodésica u® = constante. Las ecuaciones diferenciales son
aqui

20.25 i — }(g); (@22 = 0,

20.26 4 (gi) — §(g)2 (@22 = 0.

Obtendremos, en particular, coordenadas polares geodésicas (andlogas a las
coordenadas polares ordinarias del plano) al medir «' a partir de 4 a lo largo
de todas las geodésicas que pasan por A, mientras definimos «*® como el
angulo que la geodésica en cuestion u® = constante forma con la geodésica

“inicial” u* = 0.

La longitud de una curva cualquiera desde 4 a un punto B (de posicion
general) se obtiene al integrar ds a lo largo de la curva. La ecuacién 20.24
nos muestra que [ds> [du', donde la igualdad ocurre solamente cuando
du* = 0. En consecuencia, la geodes:ca AB es la menor distancia entre A y B.
Tenemos, de hecho, que es la curva sobre la que descansaria un cordoncito
muy tenso ajustado al lado convexo y liso de una superficie material. Puesto
que las tnicas fuerzas que actian sobre un “elemento” de la cuerda son las
tensiones en los dos extremos y la reaccion de la superficie en la direccién de
la normal n, las tres fuerzas han de estar en equilibrio. En consecuencia, n
debe estar en el plano de las dos tensiones, que es el plano osculatorio de la
curva. Estas consideraciones constituyen la explicacion estdtica de la ecuacion
p = n con la que empezamos nuestra investigacion,

Las curvas u' = constante (que no son, por supuesto, geodésicas) se
llaman “circulos geodésicos”. La circunferencia de uno de estos “circulos” se
mide al integrar ds (que se determina por medio de 20.24 cuando du' = 0);

de esta manera, es
e

o VEgaut.
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Cuando el radio u' es pequefio, se aproximana la circunferencia tanto 2 g
como 27u'. En consecuencia, el primer término de la serie de Maclaurin con

respecto a /g es simplemente u', es decir,
20.27 Si w! =0, entonces (1/g); = 1.

Puesto que las geodésicas son curvas de longitud minima, las geodésicas de
una esfera son los circulos mayores, y las del plano son las rectas. Podemos
adaptar la figura 8.5b a las coordenadas polares geodésicas si escribimos u' y
u® en lugar de r y 6, de manera que 20.24 viene a expresar el teorema de
Pitigoras en relacién con el tridngulo infinitesimal PP'N, y el dngulo ¢ que
forman las geodésicas OP' y PP’ se determina a partir de
NP

PP=ul (o} sen¢=th= \/gu2

Al diferenciar cos ¢ y al aplicar 20.25, obtenemos

oosq&:limg

—seng = @t = 4@ @07 = B (g

= (Vgh(senp)u2,
De esta manera,
20.28 dp = —(\/gh du?.
EJERCICIOS

1. En el caso de la superficie general de revolucion
r = (u! cos w2, ulsen u?, z),

donde z es funcién solamente de u!, la ecuacién diferencial 20.23 de las geodésicas se

reduce a
d | ; l L
= (w)2uz | =0.

Una de las soluciones es du? =0, lo que demuestra que los meridianos son geodésicas.
En todos los demds casos, el valor constante de (4)2 42 se puede denotar por 1/h, de
manera que

ds = h (u1)? du?.
Al comparar esto con 19.16, obténgase la integral completa

W@ = Cif 1 +22 Hdat
h2(u1)2 — 1 4

[Weatherburn 2, pdg. 102].
2. Las geodésicas del cilindro son hélices.
3. Las geodésicas del cono
r = (u' cos u?, wu'senu?, u!cos a)
se determinan por medio de
au' = sec(f 4 u? sen a),
donde & y f son constantes. ;Constituyen estas curvas concoespirales?
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la-curvatura integral de un triangulo
20.3 LA CURVATURA INTEGRAL DE UN TRIANGULO GEODESICO

La curvatura integral de una region de la superficie es igual al
drea de su imagen esférica. . , . Esta propiedad de la curvaturs
integral era conocida por la escuela francesa de Monge antes
de que Gauss sefialara su significacion en la geometria intrin-
seca de las superficies.

D. J. Struik [1, pag. 156]

Las formulas 6.92 y 16.53 para determinar las dreas de tridngulos esféricos
e hiperbdlicos constituyen un caso particular de la bella férmula que
descubri6 Gauss para determinar la curvatura integral del tridgngulo formado
por los arcos de tres geodésicas de cualquier superficie lisa. Procedamos a
establecer su formula

20.31 f[ KdS=A 4+ B4 C—w. |
ABC

Al dar los valores g, =1 y ga=+/g en 20.17, vemos que al emplear
coordenadas polares geodésicas, la formula para K es simplemente

20.32 VEK = —(v8n

Figura 20.3a

Considérese un lidngulo geodéstco A8 cuyo lado A4 edd 2 (o laga de
la geodésica inicial u* =0, como se tiene en la figura 20.3a. Al integrar K
sobre el drea de este tridngulo, nos servimos de 19.24 para obtener

[[kds = [[kvgauaur = — [[(v/gh dut du?
=—[ (venls ae.

Por 20.27, (vVg)=1 cuando u' =0; y por 20.28, — (\/g),du> =d¢ con
respecto a cualquier punto de la geodésica BC. En consecuencia,

Kds =["(1 - (vgn) = ["au + [ do
] v-B

=A+C—-—(mn—-—B)=A+B+C—-n
[Weatherburn 2, pag. 117].

ABC
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% EJERCICIOS

1. Obténgase 20.32 directamente a partir de 19.49 donde t = ry.

2. En la esfera unitaria, la colatitud y la longitud sirven de coordenadas polares
geodésicas si g=sen>u'. ;Qué sucede con 20.32 en este caso? Escribase, por
conveniencia, 7, 6 en lugar de u', u®. La ecuacién diferencial 20.26 (donde (g)» =0)
tiene por primera integral

(sen? r)é = 1/h
(constante arbitraria). Al combinar esta formula, en relacién con 6 =d8/ds, con
ds? = dr? 4 sen?rd6?,
dedizcase dr =senr sen” r—1de,

csc? rdr

0= m = By + arccos (k cot r)
donde k = 1!\/!??1. y
k cot r = cos(f — b).
Al expresar esta solucién en términos de las coordenadas cartesianas
x=senrcosf, y=senrsenfl, z=cosr,

verifiquese que las geodésicas de la esfera son los circulos mayores (que estin en planos
que pasan por el origen).

20.4 LA CARACTERISTICA DE EULER—-POINCARE

Vimos en la pagina 320 que un poliedro cualquiera inscrito en una esfera
se puede proyectar del centro a la superficie de manera que forme un mapa.
De hecho, los V vértices quedan unidos en pares por medio de A arcos
geodésicos (a los que seguiremos llamando aristas), que descomponen la
superficie esférica en C regiones poligonales (a las que seguiremos llamando
caras). Para hablar con mds generalidad, diremos que se puede obtener un
mapa al trazar una cantidad suficiente de arcos geodésicos en cualquier
superficie cerrada. Podemos insistir en que los puntos (*‘vértices™) se deben
colocar y unir de manera que toda cara quede simplemente relacionada, es
decir, que la cota de la cara pueda disminuir continuamente hasta llegar a un
solo punto sin por ello alejarse de la superficie.

En § 10.3 empledbamos un diagrama de Schlegel al demostrar la formula
de Euler. Nos hubiera servido igualmente el mapa correspondiente en una
esfera. Al aplicar el mismo argumento al caso de un mapa en la superficie
general, se demuestra que la caracteristica de Euler—Poincaré

=V—-4+C

es en esencia una propiedad de la superficie, es decir, que tiene el mismo
valor para todos los mapas que se pueden trazar en la superficie en
cuestion. Es notable que esta propiedad de la superficie se pueda
expresar con gran sencillez en términos de la curvatura integral (que se
obtiene al integrar K sobre toda la superficie).
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Consideremos en primer lugar una esfera en la que un mapa (con
V=A=3 y C=2) se obtiene al tomar, como vértices, tres puntos de
uno de los circulos mayores. Cada hemisferio queda acotado por tres arcos
del circulo mayor, de manera que forma un “tridngulo™ esférico en el que los
tres dngulos valen @, m, m. Por 20.31, cada hemisferio tiene por curvatura
integral

T4+ w4+ —7=2mM

En consecuencia, la curvatura integral de toda la esfera es de 47 (como es
obvio que sea, puesto que la “imagen esférica” de cualquier esfera es la esfera
unitaria, en la que el drea de la superficie vale 4m). La férmula general, de la
que éste es un caso muy particular, es

20.41 I[Kds = 2xn,

donde se toma la integracién sobre la totalidad de cualquier superficie dada
de caracteristica x.

Con el fin de establecer 2041, tomamos en consideracion un mapa
formado por A arcos geodésicos de la superficie en cuestion, y escogemos los
V vértices en posiciones tales que ninguna cara tenga un dngulo reentrante (por
ejemplo, un dngulo mayor que 7). Se puede “triangular” a continuacion ei mapa
al escoger un nuevo vértice dentro de cada cara y unirlo mediante nuevos
arcos geodésicos con todos los vértices de esa cara. Por este procedimiento se
obtiene un mapa nuevo que tiene ¥ + C vértices y 24 caras triangulares.
Puesto que la suma de todos los dngulos de los 24 tridngulos vale 27 con
respecto a cada uno de los V + C vértices, la curvatura integral de toda la
superficie se determina por

fiRds = S Ry o=
=2m(V +C)—24Ar = 20(V + C — A)
= 2myx.

De donde se desprende que la curvatura integral de una superficie cerrada
no se altera por la transformacion topologica. Por ejemplo, el valor 47 se
conserva cuando se deforma una esfera para tener una elipsoide u otra
superficie oval cualquiera. La deformacién puede incluso continuarse de
manera que se tengan regiones anticldsticas.

EJERCICIOS

1. El toro 8.88 (donde 2 >b) se construye al poner en revolucion un circulo de
radio b alrededor de una recta (en su plano) a una distancia @ del centro. Podemos
trazar en esta superficie dos circunferencias, de radios & y a +b, que constituyen
geodésicas que tienen solamente un punto en coman. Forman un mapa en el que
V=C=1, A=2. En consecuencia, la curvatura integral es de cero. (La curvatura
integral positiva de la parte “exterior” sincldstica del toro queda exactamente balanceada
por la curvatura integral negativa de la parte “interior”, anticldstica.)

2. Describanse dos geodésicas mas en el toro de manera que las cuatro geodésicas
formen un mapa en el que V=C=4, 4 =8.
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20.5 SUPERFICIES DE CURVATURA CONSTANTE

Cuando Gauss tenia diecinueve aiios, su madre le pregunté a
su amigo, el matemdtico Wolfgang Bolyai, qué seria de Gauss y
si llegaria jamds a ser alguien. Cuando Bolyai exclamé “ El
mds grande de los matematicos de Europa! ', ella rompio a
llorar.

E. T. Bell [1, pag. 252]

Cuando estudiamos una superficie por medio de las magnitudes fundamen-
tales de primer orden y los simbolos de Christoffel que surgen como su
consecuencia, la tratamos de manera “‘intrinseca”, es decir, la exploramos
como lo harfa la criatura ficticia de dos dimensiones que no puede imaginar
ninguna direccion que salga de la misma superficie. Una criatura de ésas
f podria medir las distancias por medio de la formula 19.16, distinguir las

geodésicas como las menores distancias de un lugar a otro y medir la
curvatura gaussiana K en cualquier punto.

Una de las actitudes mds elegantes que se toman al estudiar la geometria
no euclidiana consiste en considerar los planos eliptico o hiperbélico como
una superficie no desarrollable que es homogénea (todas las posiciones en ella
se parecen) e isotrépica (todas las direcciones se parecen). Puesto que la
superficie es homogénea, su curvatura gaussiana es constante. Al emplear una
unidad de distancia adecuada, podremos tomar el valor constante de K como
I ¢ —1, segiin sea positiva o negativa. Encontraremos conveniente el uso de
coordenadas polares geodésicas. Puesto que la superficie es homogénea e
isotropica, la expresion 20.24 valdrd lo mismo cuando coloquemos el polo
u' =0 y la geodésica inicial u* =0 en cualquier sitio, y g serd funcion
solamente de u', independiente de u?. Las “rectas” de la geometria en
cuestion serdn las geodésicas de la superficie, y no es necesario considerar la
superficie dentro de un espacio tridimensional.

Si K=+1 en 20.32, obtenemos la ecuacién diferencial
Vg = =8,
a partir de la que se tiene
g=Asenu' + Becosu! o A senhu! + B coshul,

En el polo, ds(=du') es independiente de u?; por lo tanto, g = 0 cuando
u' = 0; es decir, B = 0. También, por 20.27, 4 = 1. En consecuencia,

Vg =senu! o senhu!

ds? = (du')® + sen?u! (du®)> o (du')? + senh?u! (du2)2.
| EJERCICIO

Calctilese el perimetro de la circunferencia del cfrculo geodésicou'=r (i) en el plano
eliptico, (ii) en el plano hiperbélico.
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20.6 EL ANGULO DE PARALELISMO
En el caso eliptico, podemos identificar ' y u® con la colatitud y l=
longitud de la esfera unitaria (como se hacfa en el ejercicio 2 al final de

§ 20.3). De acuerdo con esto, restringimos nuestra consideracion al caso
hiperbélico, en el que

£ = senh? y1,
Escribiremos por conveniencia r, 8 en lugar de ', u?, de manera que*
ds? = dr? 4 senh? r df?.

Para determinar las rectas del plano hiperbélico, empleamos la ecuacién
diferencial 20.26 donde g = senh? r, a saber

4 (senh? r ) = 0.
Para una primera integral, obtenemos senh?rf = k™ (constante), de donde
dr? + senh? r d6? = ds? = (hsenh? r df)2,
de manera que

g dr - csch? rdr
senh r \/h%senh2r — ] VAE — cscher
_ d coth r
T ) VR ¥ T = cothZr

donde k = 1A\/A% + 1. En consecuencia, por tltimo, las rectas se determinan
a partir de

= by + arccos (k coth r),

k coth r = cos(f — 8j).

Cuando A tiende a infinito, de manera que k tienda a cero, tenemos las rectas
radiales, para las que 0 es constante. La recta que pasa por (a, 0) y es
perpendicular a la recta inicial 6 =0 (que es una geodésica que no se altera
cuando se reemplaza 6 por — @), es

tanh a coth r = cos 6.

A partir de estos resultados podemos encontrar relaciones entre los lados y
los dngulos de un tridngulo ABC, rectingulo en C, cuyo lado BC esti a lo
largo de la recta inicial, como se tiene en la figura 20.6a. Puesto que las
ecuaciones de las rectas BC, AB y CA son

0=0, =B, y tanha = tanhrcosé,

las longitudes de los lados BC=a y AB =c se relacionan por medio de la
ecuacion

tanh @ = tanh ¢ cos B

[Carslaw 1, pdg. 109; Coxeter 3, pdgs. 238, 282]. (Se puede obtener otra
formula de la misma clase al cambiar @ y B por b y A4.)

* E. Beltrami Giornale di Matematiche, 6 (1868) pag. 298 (12).
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A
=8B
Il(a)
B 8=0 i 54 B a c
Figura 20.6a

El dngulo de paralelismo Il(a) es el valor de B para el que ¢ es infinito; es
decir

II(a) = B,
donde cos B = tanh a, sen B = sech a,
csc B = cosh a, cot B = senh a,
cscB — cotB = cosha — senha,
taniB = e-o,

Hemos establecido, de esta manera, la férmula de Lobachevsky
II(a) = 2 arctan e—¢

[Coxeter 3, pag. 208]. Esto constituye una expresion precisa de la funcion de
la que hicimos un estudio tentativo en § 16.3.

EJERCICIO

Calcilese Il(a) con respecto a unos cuantos valores de @, escogidos de manera
adecuada, y trdcese la curva y =1I(x). En la figura 17.4b, ;en qué lugar ocurre I1(u)?

20.7 © LA SEUDOESFERA

Hemos obtenido el plano hiperbélico como superficie de curvatura negati-
va constante; es natural que nos preguntemos si esta superficie se puede
introducir en el espacio euclidiano. En otras palabras, ;se puede representar
isométricamente el plano hipérbolico, o una parte finita de él, por medio de
una superficie contenida en el espacio ordinario, de la manera en que se
representaba el plano eliptico (dos veces) por medio de una esfera? La
respuesta es No y Si: no existe una representacion asi de la totalidad del
plano hiperbélico* pero hay ciertas superficies que servirdn para representar
una porcion de drea finita [Klein 4, pig. 286]. El caso més simple, al que
Liouville llamé seudoesfera, consiste en la mitad del “tractroide” que
engendra la tractriz 17.51 al ponerse en revolucion alrededor de su asintota.

Si escribimos z en lugar de x, x en lugar de y e igualamos a =1,
obtenemos la tractriz

* G. Lutkemeyer, Ueber den analytischen Charakter der Integrale von partiellen
Differentialgleichungen (Gotinga, 1902).
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en el plano y=0. La revolucién alrededor del eje de las z engendrael
tractroide

Xx = sech u! cos u2, ¥ = sech ! sen 12, z = u! — tanh !,

que posee una arista cuspidal en el lugar en el que u' = 0. La seudoesfera
la superficie con forma de cuerno que se obtiene por u' > 0. Al diferenciar
el vector de posicién ¥ = (x, y, z), obtenemos

811 = tanh2 !, 812 = 0, g22 = sech? ul,
Si en 20.17 igualamos g, = tanh ', g, = sech u', podemos deducir
—tanh u! sech ! K = (—sech u!); = sech #! tanh ul,
de donde K=~-1.

Puesto que la seudoesfera tiene la misma curvatura gaussiana que el plano
hiperbdlico, las geodésicas en la primera representan de manera isométrica las
rectas de la segunda. Entre estas geodésicas estdn los meridianos (para los que
u* es constante), que representan un haz de paralelas. Ortogonales a ellos,
encontramos los circulos para los que u' = constante, que representan arcos
de horociclos concéntricos (§ 16.6). El arco de horociclo mis largo de éstos
mide 2, puesto que queda representado por el circulo

X = cos u2, y = sen u?

en el plano u' = 0. De esta manera, la totalidad de la seudoesfera representa
el sector horociclico que limita este arco de longitud 27 y los didmetros en
sus dos extremos. El sector horociclico envuelve la seudoesfera de manera
que los dos didmetros coinciden para formar un solo meridiano.

Esta limitacion a un sector horociclico revela a la seudoesfera como un
cuerpo absolutamente inutil si se le quiere emplear como medio de trazado
de figuras hiperbélicas que tengan algin sentido. Toda geodésica que no sea
simplemente un meridiano se enrolla alrededor del “cuerno” al avanzar en
una direccion, mientras en la direccion opuesta queda abruptamente cortada
por la arista cuspidal. Por ende, ini siquiera podemos trazar una disposicién
sencilla de rectas como la que teniamos en la figura 16.32! Hacemos estos
comentarios con el fin de desmentir la idea, tan extendida como equivocada,
de que se puede identificar la geometria hiperbolica con la geometria
intrinseca de la seudoesfera.

EJERCICIO

Por medio de 20.23, obténgase una ecuacién de las geodésicas de la seudoesfera,
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Topologia de /as superficies

En el capitulo 4 tomabamos en consideracion una diversidad de mosaicos
del plano euclidiano (y agregamos, en § 4.6, los mosaicos regulares). Se
pueden considerar como “mapas” infinitos. Consideramos en § 15.7 los
mosaicos andlogos de una esfera, que son mapas finitos. En § 10.3 demos-
tramos la férmula de Euler

V—-—A44+C =2,

que relaciona los niimeros de vértices, aristas (o arcos) y caras (o regiones) de
un mapa cualquiera que se traza en una esfera. Extendimos esto en § 20.4 a

V-A+C=x<2

con respecto a un mapa en cualquier superficie cerrada, donde la caracte-
ristica de Euler—Poincaré es la misma en relacion con todos los mapas de una
superficie dada. En § 6.9 indentificamos los puntos antipodas de una esfera
con el objeto de obtener el plano proyectivo real; en relacién con el mapa
centralmente simétrico en la esfera, la identificacién divide por la mitad a ¥,
Ay C, de manera que y se reduce de 2 a 1. En la figura 10.54 estudiamos
los poliedros reciprocos que, al ser considerados como mosaicos esféricos,
constituyen un caso especial de los mapas duales. Definimos en § 10.1 el
simbolo de Schliflj {P. q}. que es adecuado con respecto a un mapa de

reflexiones en deslizamiento pertenece a la geometria absoluta; es decir, no
solamente pertenece a la geometria euclidiana, sino también a Ja hiperbdlica.

En este capitulo aplicaremos todas estas ideas al estudio de las pro-
piedades topoldgicas de las superficies; hemos incluido la conjetura de P.
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J. Heawood acerca de que, con respecto a los colores de cualquier mapa
de una superficie de caracteristica x,

B+ 4V — 23]

determina el nimero suficiente de colores. Esta conjetura resulta notable
por el hecho de que, aunque establecié su validez en 1890 para todo
X <2, sigue siendo un problema no resuelto con respecto a los mapas en la
esfera o el plano ordinarios. Otra conjetura consiste en que la formula de
Heawood sea “la mejor posible™ en el sentido de que para cada x se puede
dibujar un mapa que requiera un niimero completo de colores.

21.1 SUPERFICIES ORIENTABLES

El grupo de transformaciones que tiene més importancia en
las matemiticas de hoy, a saber, el grupo de las transfor-
maciones topologicas es mucho mds amplio que el grupo
proyectivo. Se trata aqui de un espacio topologico, lo que
equivale a decir que contiene un conjunto de elementos, los
puntos, para los que se define el concepto de vecindad. Toda
transformacion que preserva vecindades se llama topolégica.

Se puede visualizar la topologia con una geometria de la
ldmina de goma, puesto que una transformacién topolégica
permite cualquier clase de estiramientos y compresiones,
(aunque no desgarraduras).

S. H. Gould [1, pig. 304]

Mencionamos en el capitulo 5 la famosa clasificacion que hizo Klein de las
geometrias segin los grupos de transformaciones bajo las que sus teoremas
conservan su validez. En este sentido, la geometria proyectiva se caracteriza
por medio del grupo de las colineaciones y las correlaciones, y la geometria
hiperbélica por el subgrupo de colineaciones que conservan invariante una
conica (el lugar geométrico de los puntos en el infinito). La topologia, que a
veces se describe como “la mds general de las geometrias”, se caracteriza por
el grupo de las transformaciones continuas. Por ejemplo, puesto que un
poliedro puede transformarse de manera continua en el mosaico esférico que
le corresponde, la topologia no distingue entre el poliedro y el mosaico.
Nuevamente, definiamos en § 20.4 la caracteristica

2111 xX=V—-A+C

en términos de un mapa formado por los arcos geodésicos de una superficie
dada, pero el valor de x no se alterari si reemplazamos los arcos geodésicos
por cualesquiera arcos continuos tales que unan el mismo par de puntos sin
cortarse. Dicho de otra manera, las aristas del mapa no necesitan ser
geodésicas como la de la frontera entre Colorado y Utah; también pueden ser
“naturales™ como la frontera entre Indiana y Kentucky.

Con el mismo espiritu se dice que el toro 8.88 equivale topolégicamente a
una esfera con un asa (como el asa de una taza de té), y podremos derivar
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Figura 21.1a

superficies mds complicadas al afiadir cualquier mimero de asas adicionales.
La operacion de afadir un asa a una superficie dada reduce el valor de x en
2. Esto se comprende al considerar que, como el asa se puede escoger con la
forma de un prisma triangular curvado que una las dos caras triangulares de
un mapa adecuado, como se tiene en la figura 21.1a, su inserciéon no altera a
V, A se incrementa debido a ella en 3, y C se incrementa en 3 — 2. Como
sabemos que la esfera tiene x = 2, deducimos que la esfera con p asas tiene

21.12 X'=2—72p,

Se dice que esta superficie es de género p. En particular, una esfera es una
superficie de género 0 y el toro es una superficie de género 1.

Con una laminilla rectangular de goma podemos construir un modelo del
toro al identificar, o reunir, cada par de lados opuestos. La primera
identificacion produce un tubo, y la segunda un “tubo interior”. Recipro-
camente, al cortar un toro a lo largo de dos circunferencias que tengan un
solo punto en comin, podemos desdoblarlo (después de cierta distorsién)
para tener un rectingulo cuyos pares de lados opuestos provienen de los dos
cortes. Mds en general, a partir de una superficie de género p, un conjunto
adecuzdo de Zp cortes, tales que todos empiezan y terminan en un solo
punto, nos permitird desdoblar la superficie para tener un poligono de 4p
lados cuyos pares de lados opuestos provienen de los 2p cortes [Coxeter y
Moser 1, pig. 25], como se ha hecho en la figura 21.15.

(p=1) (=2

Figura 21.1b
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Si consideramos los 2p cortes de la superficie como las 2p aristas de un
mapa, encontraremos gue esteé mapa tiene una cara y un vértice, lo que
concuerda con la formula

X=F—A+C=1-2p+1=2_2p.

Cuando p = I, se toma por conveniencia el rectingulo como cuadrado, y
este cuadrado se puede considerar como una de las infinitas caras del mosaico
regular {4,4} (figura 4.6a) o como la celda unitaria de la celosia que ge-
neran dos traslaciones en direcciones perpendiculares. La identificacion de
lados opuestos se logra al identificar puntos en posiciones correspondientes
en todos los cuadrados, es decir, al suponer que las traslaciones no tienen
efecto. En el lenguaje técnico, el plano euclidiano constituye la superficie
universal de cubierta del toro. De la misma manera cuando p > 1, el poligono
de 4p lados se toma por conveniencia como un poligono regular de 4p lados
y de dngulo m/2p en el plano hiperbélico, y podemos considerar este {4p}
como una cara de un mosaico hiperbélico regular {4p, 4p}. Los lados opues-
tos del {4p} se relacionan por medio de 2p traslaciones, que generan un
grupo para el que el {4p} es la region fundamental. El plano hiperbélico
infinito (que es la superficie universal de cubierta)se reduce a la superficie
finita dada al identificar cada punto en uno de los {4p} con los puntos
correspondientes de todos los demds {4p}. El grupo de traslaciones se llama
grupo fundamental de la superficie [Coxeter y Moser 1, pags. 24-27,
58-60].

EJERCICIO

Una grifica es un conjunto de puntos (que se llaman vértices), algunos de los que se
encuentran unidos por arcos (que se llaman aristas). En particular, tenemos que los
vértices y aristas de un mapa forman una grifica. Reciprocamente, cualquier grafica
relacionada se puede trazar en una superficie de manera que forme un mapa que abar-
que la superficie.* Se dice que una grifica es planar si se puede trazar en una esfera sin
Que se corten las aristas unas a otras; en este caso, con la misma facilidad se podrd
trazar en el plano (inversivo), siempre que permitamos que una de las caras del mapa
que resulte sea infinita. Se dice que un vértice tiene valencia (o “grado™) ¢ si pertenece
a q aristas. Se dice que una grifica es trivalente si cada vértice pertenece a tres aristas.
En este caso, 3V =24; por lo tanto, V es par. La grdfica de Thomsent tiene seis
vértices Py, ..., Pg y nueve aristas PiPj, donde i +/ es impar. Esta es la gréfica triplanar
mas sencilla. ;Se puede trazar en el toro?

21.2 SUPERFICIES NO ORIENTABLES

Una superficie es no orientable si y sélo si existe en la super-

ficie una curva cerrada tal que un circulo orientado pequeiio

cuyo centro recorra la curva continuamente llegue al punto
de partida con la orientacién inversa.

Hilbert y Cohn—Vossen

[1, pég. 306]

* 1. H. Lindsay, Jr., Elementary treatment of the imbedding of a graph in a surface,
American Mathematical Monthly, 66 (1959), pags. 117-118,
T W. Blaschke y G. Bol, Geometrie der Gewebe (Berlin, 1938), pag. 35.
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Cada una de las superficies que estudiamos en § 21.1 es orientable, es
decir, se puede definir consistentemente en todas partes un sentido positivo
de rotacion. Con mds precisién, diremos que las caras de un mapa cualquiera
de la superficie se pueden considerar como poligonos dirigidos de manera que
las dos direcciones que asi se han adjudicado a cada arista o bien discrepan, o
bien se cancelan. Se dice que una superficie es no orientable si admite un
mapa que no se puede orientar de la manera descrita. El caso mds célebre es
el de la cinta de Mobius, de la que se tiene un ejemplo al tomar una tira de
papel ABAB de longitud varias veces mayor que su anchura, y pegar los dos
extremos después de haber torcido uno de ellos por medio de un semigiro. Se
puede verificar su no orientabilidad mediante un mapa que consista en una
sola fila de cuadrados. Tiene un solo lado en el sentido de que una hormiga
podria arrastrarse por toda la longitud de la cinta, sin cruzar la arista lateral
acotadora, para encontrarse en el punto de partida, del “otro lado™. Si se
conectan dos ruedas de una maquina por una banda con esta forma (por
ejemplo, con el fin de llevar materiales calientes o abrasivos) el material de la
banda se desgastard igualmente por ambos lados. La Goodrich Company ha
adquirido ya una patente de esta aplicacion prictica de la cinta de Mobius.*

De manera diferente a lo que veiamos en § 21.1, tenemos que la cinta de
Mébius tiene frontera. La frontera es una curva cerrada simple, pero resulta
imposible contraerla fisicamente puesto que, si la hacemos coincidir con la
circunferencia de un circulo, entonces el interior del circulo ha de intersectar
la superficie de la cinta. Esta dificultad préctica surge porque se considera el
modelo dentro del espacio euclidiano. Tedricamente, esta consideracion es
gratuita. Cuando la frontera efectivamente disminuye y por ultimo desapare-
ce, la superficie cerrada que resulta es, topoldgicamente, jun plano proyec-
tivo real! En otras palabras, la cinta de Mobius es el plano proyectivo real
con un hoyo. Esto se comprende al pensar en el plano proyectivo (§ 6.9)
como si fuera una esfera en la que se definen los puntos antipodas. Al hacer
un hoyo circular en el polo norte debemos, por supuesto, hacer un hoyo
igual en el polo sur. Lo que queda de la esfera es una zona limitada por dos
paralelos de latitud, como los tropicos de Cincer y de Capricornio. Pero la
identificacién de los puntos antipodas tiene por efecto que solamente necesi-

Figura 21.2a
# . S. Patents 1,442,632 (1923), 2,479,929 (1949), 2,784,834 (1957).
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tamos la mitad de la zona, que puede ser la mitad *visible” (figura 21.2a).
Esta semizona constituye evidentemente, al identificar los extremos AB, una
cinta de Mdobius.

En lugar de tomar la esfera completa con todo par de puntos antipodas
reunidos en identificacién, podemos considerar el plano proyectivo como un
hemisferio (que podria ser el hemisferio “sur”) donde identificamos los pun-
tos diametralmente opuestos en el ecuador periferial. En el espiritu de la
topologia, podemos alargar la superficie hemisférica hasta que cubra casi toda
la esfera, y la periferia (donde se han identificado los puntos opuestos) se
reducird a un circulo muy pequefio alrededor del polo norte. Otra manera de
explicar esto consiste en que el plano proyectivo es topolégicamente equiva-
lente a una esfera con una cofiz cruzada, que se puede describir como un
pequeiio orificio circular que posee la propiedad magica de que, en cuanto
nuestra hormiga andariega llega a él, se encuentra alejdndose del mismo ori-
ficio en el punto diametralmente opuesto (adentro, y no afuera, de la esfera).

/l\/d}\

Figura 21.2b

Podemos derivar superficies mds complicadas al afiadir cofias cruzadas adi-
cionales, y tenemos que cada una de ellas reduce el valor de x en 1. Esto se
comprenderd mejor si observamos que, cuando un mapa de una superficie
determinada tiene un vértice 4 que pertenece a tres caras, podemos reempla-
zar A por una cofia cruzada ABCABC como se ha hecho en la figura 21.2b.
Puesto que al hacer esto se requiere la formacién de dos vértices nuevos, B,
C, y tres nuevas aristas BC, CA, AB, la insercién de la cofia cruzada incre-
menta V en 2, A (aristas) en 3 y no altera a C (caras). (Las caras a la
izquierda y a la derecha se cortan ahora dos veces: a lo largo de la arista
original que pasa por el punto 4 y nuevamente a lo largo de la nueva arista

BC.) Como sabemos que una esfera tiene x = 2, deducimos que en una esfera
de q cofias cruzadas
21.21 X=2—q

Cuando q = I, como ya hemos visto, esto es el plano proyectivo real. Cuando
q =2, consiste en la botella de Klein (o “toro no orientable”) [Hilbert y
Cohn—Vossen 1, pag. 308].

Un conjunto adecuado de q cortes, tales que todos empiezan y terminan
en el mismo punto, nos permite desdoblar la superficie de manera que nos
quede un poligono de 2q lados en el que los q pares de lados adyacentes
provienen de los q cortes [Coxeter y Moser 1, pigs. 25—28, 56—58] como
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se tiene en la figura 21.2¢. Estos cortes son las q aristas de un mapa de
una cara y un vértice, segin la férmula

X= V—A+C=l—q+l=2—q.

=1 @=2)
Figura 21.2¢

Cuando q=1, el poligono de 2q lados es un digono, que se puede
considerar como una de las dos caras del mosaico esférico {2, 2} (véase el
ejercicio 1 al final de § 15.7). De hecho, la superficie universal de cubierta
del plano proyectivo es la esfera, y su grupo fundamental es de orden 2,
generado por la inversion central.

Cuando q = 2, el poligono de 2q lados se puede considerar como una cara
del mosaico euclidiano {4,4}, de manera que la superficie universal de
cubierta serd el plano euclidiano. De manera distinta a la del toro, cuyo
grupo fundamental p1 es generado por dos traslaciones, la botella de Klein
tiene por grupo fundamental pg, generado por dos reflexiones en desliza-
miento (véase § 4.3 y la ldmina I). De la misma manera, cuando q> 2, de
modo que la superficie universal de cubierta es el plano hiperbdlico, el
poligono de 2q lados es una cara del mosaico hiperbdlico {2q, 2q},y el
grupo fundamental es el que generan q reflexiones en deslizamiento [Coxeter
y Moser 1, pags. 56—58].

EJERCICIOS

1. El plano proyectivo equivale topologicamente a un disco® en el que se
identifican los puntos diametralmente opuestos.

2. ;Cémo se puede trazar en una esfera la grifica de Thomsen (véase el final de
§ 21.1) al disponer de una cofia cruzada (o en un disco con los puntos opuestos
identificados)?

3. ;Qué sucede con los vértices y las aristas de un prisma exagonal regular cuando
lo proyectamos centralmente en la esfera circunscrita para identificar a continuacion, los
puntos antipodas?

4. ;Equivale topologicamente la esfera con p asas y q cofias cruzadas a una esfera
con 2p +q cofias cruzadas?

* Un disco consiste en un circulo al que se le agrega su interior. Otras propiedades
topologicas del disco y la esfera se estudia en A. W. Tucker, Proceedings of the First
Canadian Mathematical Congress (University of Toronto Press, 1946).
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21.3 MAPAS REGULARES

Empezamos por dar un método para reducir una variedad
Sidimensional cualquiera a una de las formas poligonales que
comocemos. El método que se emplea es ral que el poligono
en of gue la variedad se representa queda sujeto a una serie de
frensformaciones al deshacerlo por medio de cortes sencillos
¥. en seguida, volverlo a unir de manera que se obtenga un
muevo poligono que representa la misma variedad.

H. R. Brahana (1895— )
(Annals of Mathematics, 23 (1921), pig. 144)

Se puede demostrar*® que toda superficie cerrada equivale topologicamente
© bien a una esfera en la que hay p (> 0) asas (si la superficie es orientable)
O @ una esfera en la que hay q (> 0)cofias cruzadas. En virtud de 21.12 y
21.21, esto significa que, desde el punto de vista topolégico, no hay mis de
una superficie orientable cerrada para cada valor

x-—_'za 09—2"—4;---.

a saber, una esfera con | —4 x asas, y no hay mis de una superficie no
orientable cerrada para cada valor

=ile 01—

a saber, una esfera con 2 — x cofias cruzadas. Ya hemos descrito en una de
esas superficies un mapa muy sencillo con un vértice, 2 —x aristas y una
cara. En el caso orientable, este mapa es regular en el sentido que explica-
remos a continuacion.

Los vértices, aristas y caras de un mapa (en cualquier superficie cerrada,
orientable o no orientable) se pueden denominar convenientemente elementos
del mapa. Las permutaciones de los elementos que preservan las relaciones de
incidencia se llaman automorfismos del mapa. El automorfismo forma un
grupo (de orden 1 o mayor) que se llama grupo del mapa. Se generaliza asi
de manera natural el grupo de simetria del poliedro o el mosaico (§ 15.7),
Pero ya no interviene la idea de métrica. Se dice que un mapa es regular
cuando sus automorfismos abarcan las permutaciones ciclicas de las aristas (y
los vértices) que pertenecen a cualquiera de sus caras y también la permuta-
cién ciclica de las aristas (y las caras) que se cortan en uno cualquiera de los
vértices de la cara en cuestion. Ese mapa es del “tipo {p,q}"” si p aristas
pertenecen a una cara y g a un vértice. El mapa dual, cuyas aristas cortan las
del mapa original, es de tipo {q. p}- (Las letras p y q que se emplean aqui
no tienen relacion con el empleo que hicimos antes de P Y q como los
numeros de asas y de cofias cruzadas.)

Las ecuaciones 10.31 conservan su validez. Al combinarlas con 21.11,
obtenemos la generalizacion de 10.32:

21.31 Vi=2pr, A=pgr, C=2gr
* La demostracion original de Brahana fue simplificada por Lefschetz [1, pigs.

72-85] y otros. Una de las mejores exposiciones se debe a R. C. James, Combinatorial
topology of surfaces, Mathematics Magazine, 29 (1955), pags. 1-39,
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donde, si x# 0, .

X
21.32 % + 29 —pq
Si x=0, de manera que 2p + 29 = pq, como se tenia en § 4.6, hay una
infinidad de valores posibles para r, como veremos pronto.
Si x=1 0 2, los valores posibles de p y g se determinan por medio de
10.33 sin las restricciones p > 2, g > 2. De esta manera, los mapas regulares
de una esfera () = 2) son simplemente los mosaicos esféricos

(2}, (2,0}, (3.3},
21.33 (4.3), {3":}, £5 18 sy

a saber: el diedro cuyos p vértices estdn a distancias iguales a lo largo del
ecuador, el osoedro* en el que las aristas y las caras son p meridianos y p
linulas, y variantes “infladas™ de los cinco cuerpos platénicos. Todos estos
tienen simetria central, con la excepcion del diedro y su dual en el que p es
impar, y el tetraedro {3,3}. En los casos de simetria central podemos
identificar los puntos antipodas para obtener los mosaicos regulares del plano
eliptico (x = 1):

21.34 {p.2}/2 'y (2,p}/2 (ppar),
(4,3)72, {3,4}72, {5,3}/2, (3,5}/2

[Coxeter y Moser 1, pdag. 111]. Por ejemplo, al identificar los elementos
opuestos del cubo (figura 10.5b), vemos que {4, 3}/2 constituye una parti-
cion del plano eliptico (o del plano proyectivo real) en tres “cuadrados”, que
podemos denotar por ABCD, ACDB, ADBC. (Estos cuadrados no son sino los
tres panuelos que Lady Muriel empezd a coser cuando intentaba hacer la
Bolsa de Fortunato [Dodgson 4, pdg. 100—-104]. Los dos primeros, unidos
por el lado comin CD forman una cinta de Mobius cuya cota es ADBC.) De
la misma manera, {3, 3}/2 constituye una particion del plano eliptico en seis
pentigonos, cada uno de los que queda rodeado por los otro cinco.

Los mapas regulares del toro se derivan a partir de los mapas regulares
infinitos en su superficie universal de cubierta, que es el plano euclidiano.
Como vimos en § 4.6, estos mapas infinitos son los mosaicos regulares

21.35 (6,3), (4.4}, {3.6).

Las identificaciones necesarias se determinan por medio de subgrupos de
los grupos de traslacion de estos mosaicos.

Se pueden tomar los vértices de {4, 4} como la celosia de los puntos tales
que sus coordenadas cartesianas (x, y) son enteros. El toro se deriva al
identificar los lados opuestos de un cuadrado, uno de cuyos lados va de
(0, 0) a (b, ¢), donde b y ¢ son enteros positivos o cero (pero no pueden
ser ambos cero). Puesto que el drea de este cuadrado es b? + ¢?, la parte

* Este término (literalmente “cualquier nimero de caras™) lo acufidé Vito Caravelli
(1724—-1800), cuya obra Traité des hosoédres fue publicado en Paris (1959) por la
Librairie Scientifique et Technique.
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del {4,4} original que queda en su interior consta de b? +¢? cuadrados
unitarios. De esta manera, encontramos en el toro un mapa

{4v 4}#,1‘
en el que
V=58 4 ¢2 A=) =i

[Coxeter y Moser 1, pdg. 103]. En particular, {4,4}, ; es el mapa (que tiene
un vértice y una cara) que empleamos en § 21.1 al désdoblar el toro después
de haberlo cortado por las aristas del mapa. (Si nos parece paraddjico que un
mapa del tipo {4, 4} tenga un solo vértice, tenemos que reconocer que la
cara sigue siendo cuadrangular aunque los cuatro vértices coincidan con el
tnico vértice del mapa.) El mapa {4, 4}, ;, en el que cada una de las cinco
caras queda rodeada por las otras cuatro, se puede ver en la figura 21.3q.

Figura 21.3a Figura 21.3b

De la misma manera, los vértices de {3, 6} se pueden tomar como la
celosia de los puntos tales que sus coordenadas oblicuas, cuando los ejes
tienen una inclinacion de 60°, son enteros. Derivamos el toro al identificar
los lados opuestos de un rombo cuyo dngulo es de 60°, en el que los lados
van de (0, 0) a (b, c). Puesto que el drea del rombo es b® + be + ¢ multipli-
cado por el drea de la celda unitaria de la celosia (que consta de dos caras
adyacentes de {3, 6}), la parte de {3,6} que queda adentro ests compuesta
por 2(b* + be + ¢?) tridngulos equildteros. Encontramos, de esta manera, un
mapa en el toro que es

{3, 6},
en el que
V =562+ bc + c2, A =3V C=2¥F

[Coxeter y Moser 1, pag. 107]. (Con respecto a una variante afin de la mitad
de {3, 6}, , véase la figura 13.5¢.) EI mapa dual

{6, 3}

tiene &% +bec +¢? caras exagonales. En particular, {6,3} 2,1 (figura
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21.3b)* constituye la particion de Heawood del toro en siete m&”
uno de los que queda rodeado por los otros seis.
De esta manera, hemos visto que el toro admite una infinidad de mapas -
regulares de cada uno de los tres tipos 21.35. Por otra parte, no hay mapas
regulares en la botella de Klein [Coxeter y Moser 1, pig. 116].

Si un mapa regular tiene mas de un vértice y mds de una cara, todas sus
aristas unen dos vértices y separan dos caras. Cuando hay un automorfisme
que intercambia los dos vértices sin intercambiar las dos caras (en cuyo caso
habrd otro autormorfismo que hace lo opuesto), se dice que el mapa es re-
flexible [Ball 1, pig. 129; Coxeter y Moser 1, pag. 101]. Es claro que todos
los mapas regulares de la esfera y todos los que estin en cualquier superficie
no orientable son reflexibles, pero los del toro solamente son reflexibles
cuando be(b —c¢) = 0. Coxeter y Moser [1, pag. 102] sugirieron que posible-
mente todos los mapas regulares en superficies mds complicadas (por ejemplo,
superficies de caracteristica negativa) sean reflexibles. Sin embargo, esta
conjetura ha sido refutada por el descubrimiento de J. R. Edmonds de un
mapa regular no reflexiblef del tipo {7, 7} y género 7, con 8 vértices, 28
aristas y las 8 caras heptagonales

FDCGBEH. GEDACFH, AFEBDGH, BGFCEAH, CAGDFBH,
DBAEGCH, ECBFADH, ABCDEFG.

EJERCICIOS

1. Describanse los mapas (2, 1} y {1.2} en la esfera. (El primero tiene una cara
que es un digono {2}; el segundo tiene dos caras que son monégonos {1}.)

2. El mosaico eliptico {2g, 2}/2 tiene g vértices v ¢ aristas, todos en una recta, v
una cara. Su dual {2, 2¢}/2 tiene un vértice, ¢ rectas completas por aristas y q regiones
angulares por caras. Describanse los demis mosaicos regulares del plano eliptico.

3. Hemos visto que la descomposicion estindar del toro constituye un mapa de una
cara {4, 4} | o. La descomposicion estindar de la botella de Klein (como se hizo en la
segunda parte de la figura 21.2¢) constituye otro mapa de una cara de tipo {4.4), pero
en este caso el mapa no es regular. En ambos casos, el vértice solitario y las dos aristas
forman una grifica muy sencilla, que se puede describir a muy grandes rasgos como una
figura de ocho. Se puede trazar la misma grifica en el plano proyectivo para formar {2,
4}/2 o en la esfera para formar un mapa irregular en el que las caras consisten en un
digono y dos monégonos,

4. La descomposicion estindar de una esfera con tres cofias cruzadas (como s¢ ve
en la tercera parte de la figura 21.2¢) constituye un mapa irregular de una sola cara del
tipo {6, 6}. Su vértice y sus tres aristas forman un “trébol” de tres rizos. Se puede
trazar la misma grifica en la botella de Klein como mapa irregular del tipo {3, 6}, en el
toro como {3, 6} 1.0, en el plano proyectivo como {2, 6)/2 y en la esfera como un
mapa irregular tal que sus caras consisten en un tridgngulo vy tres monogonos.

5. Describanse los mapas reflexibles

{4-4}1.1‘ {4-4}'.“,0- {3.6}1_1. {6. 3};_1. {6.3}2_0.

* Se pueden ver otras maneras de dibujar el mapa de Heawood en Coxeter, Map—

coloring problems, Scripta Mathematica, 23 (1957), pags. 19-21, v The four-color map

problem, 1840—1890, Mathematics Teacher, 52 (1959), pags. 288289, .
+ Vease también Robert Frucht, Canadian Journal O?Mafhematics, 4 (1952), pag.

247.
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6. Los vértices y aristas de {6, 3}; ; forman la grifica de Thomsen (véase el final
de § 21.1). Los de {4.4)}; > forman una grifica andloga que tiene ocho vértices en
lugar de seis.

7. Se dice que una grafica es completa de V puntos si todo par de sus V vértices
queda unido por una arista. Los vértices y aristas de los mapas siguientes forman grificas
completas de V puntos (;para qué valores de V?):

(3.2), (3.3}, (4.3}/2, (4,4)21 {3.5)/2, (3,6)2..

8. Los vértices y las aristas del mapa de Edmonds forman una grafica completa de 8
puntos.

9. No hay ningin mapa del tipo {1, 1}. (Indicacién: igudlense p=¢ =1 en 21.31
y en 21.32.)

21.4 EL PROBLEMA DE LOS CUATRO COLORES

“Lo dudo”, dijo el Carpintero,
Y derramé una amarga ldgrima.*

Lewis Carroll

[Dodgson 2, Capitulo 4]

Se puede decir que la historia de la teoria de los mapas de superficie
empieza en 1840, cuando Mobius planteé a sus estudiantes el desconcertante
problema de dividir un pais en cinco distritos de manera que cada dos de
ellos tuvieran una frontera (que no sea un simple punto) en comin. La
imposibilidad de realizar esta particion condujo con naturalidad a considerar
la cuestion de que siempre basten cuatro colores para iluminar un mapa
cuando estipulamos que son necesarios colores diferentes siempre que dos
distritos comparten una linea de frontera o, si nos expresamos en términos
matematicos, siempre que dos caras tienen una arista comin. Hay que hacer
notar que cada cara se relaciona simplemente (es decir, topolégicamente cons-
tituye un disco). De esta manera, se aplica el problema geogréfico a una sola
isla o un continente: el océano y las demds islas o continentes se toman en
conjunto como integrantes de una cara mds, y si esta cara es azul, supon-
dremos que se permite el uso del mismo color para otras caras. En el mapa
de Europa, por ejemplo, necesitaremos tres colores diferentes (por ejemplo, el
verde, el rojo y el amarillo) para Bélgica, Francia y Alemania; Holanda podrd
tener el mismo color que Francia, pero Luxemburgo deberd ser azul, como el
mar.

En las figuras 154a, b, ¢ se ejemplifica el uso de cuatro colores en rela-
cion con el tetraedro y el octaedro, y el de cinco para el icosaedro. Para el
tetraedro, el Gnico nimero posible es cuatro, puesto que cada cara corta a las
demas. Al margen de este caso, que es el mas sencillo, cualquier mapa cuyas
caras sean triangulos puede colorearse con tres colores.T Ademas, se puede
colorear cualquier mapa que tenga un nimero par de caras en cada vértice
(como sucede con el octaedro) con dos colores, como un tablero de ajedrez.

* “I doubr it"', said the Carpenter,

And shed a bitter tear. (T)

+ R. L. Brooks, On coloring the nodes of a network, Proceedings of the Cambridge
Philosophical Socxery, 37 (1941), pags. 194-197.
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El problema de determinar si son suficientes cuatro colores para

mapa en el plano o en la esfera es llamado a veces el problema de Guthrie en

memoria de Francis Guthrie, que recibi6 su grado B.A. (bachelor: equivale a
una licenciatura [7]) en Londres el afio de 1850, y el LL.D. (doctorado) en
1852. Entre estas dos fechas, se le ocurrié el problema al colorear un mapa
de Inglaterra. En vano traté de demostrar que bastaban cuatro colores. El 23
de octubre de 1852, su hermano menor, Frederick, le comunicé su conjetura
a Augustus De Morgan (el autor de A Budget of Paradoxes). Cayley, en
1878, revivié el interés en el problema al reunirse la London Mathematical
Society, cuando pregunt6 si alguno lo habia resuelto. El desafio de Cayley
fue respondido por A. B. Kempe y P. G. Tait, que publicaron argumen-
taciones plausibles que durante diez afios fueron aceptadas (incluso por el
mismo Klein) como demostracion de que bastan los cuatro colores. Pero en
1890, Heawood sefial6 la falacia en la argumentacién de Kempe y empleé un
contracjemplo con un mapa de 18 caras. De hecho, el niimero de caras se
puede reducir a 9, de manera que la falacia quede al descubierto con mas
prontitud.*

Describiremos en §§ 21.5-21.7 la parte vdlida del trabajo de Kempe jun-
to con la extension de Heawood a mapas en el toro y otras superficies
relacionadas de manera multiple,

EJERCICIOS

. ;De cudntas maneras esencialmente diferentes se puede colorear un cubo dados
tres colores, v un dodecaedro dados cuatro?

2. En la figura 15.4¢ se ha iluminado el icosaedro con cinco colores, de manera que
cada cara y sus tres vecinas tienen cuatro colores diferentes. Substitiyase cada “'¢" por
el color restante, de manera que se reduzca el nimero de colores a cuatro. Empiécese de
nuevo, para colorear el icosaedro con tres colores [Ball 1, pigs. 238—241].

3. Inténtese dibujar un mapa que sea dificil de iluminar con cuatro colores.

21.5 EL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

Incluso el claro de luna que estaba frente a él se desvanecié
de su conciencia, pues se le habia metido en la cabeza un
teorema que podia ser verdadero o falso, y su mente se lanza-
ba en todas direcciones en busca de pruebas que demostraran
su validez y contraejemplos para sefialar que su validez era
imposible.

J. L. Synge [2, pdg. 165]
Las ecuaciones 10.31, que se aplicaban a un mapa regular del tipo {p. g},
conservan su validez en relacion con un mapa general al que pertenecen

diversos tipos de caras y diversos nimeros de caras en cada vértice, siempre
que interpretemos p como el mimero promedio de vértices (o aristas) de una

* Coxeter, Mathematics Teacher, 52 (1959), pdgs. 283—286. La falacia del argumento
de Tait se describe en Ball [1, pags. 224-226].

www.elsolucionario.net




438 topologia de las superficies

cara, y ¢ como el nimero promedio de caras (o aristas) en un vértice. Puesto
que se puede omitir un vértice que pertenezca solamente a dos caras al
combinar las dos aristas, no se pierde generalidad al suponer que todo vértice
pertenece, por lo menos, a tres aristas. De esta manera, g =3 y

24 = gV > 3V,
de donde, por 21.11,A<3 (A —-V)=3 (C—x)y
24 X
21.51 — e A |
e’ Ll c)

Esto demuestra que p <6 siempre que x>0, es decir, con respecto a la
esfera (x = 2) o el plano proyectivo (x = 1). En consecuencia,

21.52 Todo mapa en la esfera o en el plano proyectivo tiene por lo
menos una cara en la que el numero de aristas es menor que 6.

Ahora podemos demostrar, por induccién sobre el nimero de caras, el

TEOREMA DE LOS SEIS COLORES. Para colorear un mapa cualquiera
en la esfera o el plano proyectivo se requieren, como mdximo, seis colores.

Donde dice “un mapa cualquiera™ entendemos “un mapa de C caras” en
correspondencia con cada valor particular de C. Cuando C < 6 no hay proble-
ma: podemos asignar colores diferentes a todas las caras. Demostraremos

Figura 21.5a Figura 21.5b

el teorema si podemos deducir el caso de las 7 caras del de las 6, el de 8
caras del de las 7 y asi sucesivamente. De acuerdo con esto, suponemos
inductivamente que el teorema es vilido para todo mapa que tenga C — 1
caras y pasaremos a investigar el mapa de C caras, y dirigiremos nuestra
atencion sobre todo a la cara (o a una de las caras) que tenga 5 o menos
aristas (véase 21.52). Con el fin de tener elementos definidos, supondremos
que esta cara es un pentigono, como lo es la cara que se ha sombreado en la
figura 21.5a. (Se puede seguir la misma argumentacion, con algunos cambios
triviales, si se toma como cuadringulo, tridngulo o digono.) En la figura
21.5b se puede ver un mapa modificado en el que la cara pentagonal ha
disminuido hasta ser solamente un punto, es decir, tal que su territorio ha
sido tomado por sus cinco vecinas. Por medio de nuestra suposicién induc-
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colores a las caras respectivas del mapa original, Entonces, incluso en el caso
de que las cinco caras vecinas necesiten cinco colores diferentes, queda ain
un sexto color para la cara pentagonal.

Puesto que podemos aplicar la misma argumentacion cuando C= 7, en
seguida cuando C= 8, ¥ asi sucesivamente, el teorema de los seis colores es
vilido para todos los valores de C.

nunca se ha cubierto. El mismo Heawood prosiguié con 1la investigacion del
problema durante el resto de sy vida, y lo redujo a dlgebra pura. Otros
autores han incrementado gradualmente Ja cota inferior del nimero de caras
en relacion con un mapa que podria requerir de cinco colores,

Con seguridad casi total, se puede afirmar que la analogia de esto con el papel que
desempefian en la aritmética los niimeros 4 y 5 es una simple coincidencia. Segiin
Mordell [1, pig. 19], es “muy ficil demostrar que todo entero es, como maximo, la

suma de cinco cubos de enteros, positivos o negativos, ¥ existe una conjetura sin demos-
trar de que cuatro cubos son suficientes”,

Por otra parte, para el plano proyectivo no hay trecho que cubrir: los seis
colores son tan necesarios como suficientes. El mapa mds sencillo que nece-

Figura 21.5¢

sita los seis es {5, 3}/2 (véase la pagina 433), que en la figura 21.5¢ se ha
trazado como un disco donde se identifican los puntos diametralmente
Opuestos. Al hacer un hoyo circular en el vértice A, obtenemos el mapa de
seis colores de H. Tietze sobre la cinta de Mobius (figura 21.5d). Aqui,
como en todo el plano proyectivo, los seis colores son necesarios y
suficientes.
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Figura 21.5d
EJERCICIO

Constrityase un modelo de la cinta de Mobius e iluminese como se ha indicado en
la figura 21.5d. (Puesto que esta es una superficie de “una cara”, el papel deberd
tener el mismo color por ambos lados en todas partes.)

21.6 EL NUMERO SUFICIENTE DE COLORES PARA CUALQUIER
SUPERFICIE

[Huck Finn, hablando a Tom Sawyer en el globo:] “Toda-
via estamos encima de Illinois. Tu mismo puedes ver que
Indiana ni siquiera se ve. ... Illinois es verde, Indiana rosa.
Sefidlame, si puedes, algo de rosa, alld abajo. No, sefior; es
todo verde,” '

“¢Indiana rosa? jQué mentira! "

“No es mentira. Yo lo he visto en el mapa, y es rosa.”

Mark Twain (=S, L. Clemens, 1835-1910)

(Tom Sawyer Abroad, Harper, Nueva York, 1896, capitulo 3)

El problema de colorear mapas en superficies mas complicadas no es
dificil, como lo era en la esfera, sino ficil, como lo fue en el plano
proyectivo. Podemos, de hecho, demostrar el

TEOREMA DE HEAWOOD Para colorear un mapa cualquiera en una
superficie de caracteristica x <2 se requieren, como maximo, [N] colores,

donde
N___7+ V49 — 24x

2

Puesto que ya se demostrd el caso en el que x=1 en § 21.5,
supondremos que

x<0.
Puesto que la validez del teorema es obvia cuando C<N (lo que
implica C < [V]), supondremos que

C>N

y emplearemos la induccion con el nimero de caras, al suponer que [VN]
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colores son suficientes para cualquier mapa que tenga C—1 m_.
que N cumple la ecuacién cuadritica i Y

A =i
6 ( | N ) =N 15
la de51gualdad 21.51 viene a ser

p<6(1_§) ge(u%):xv_l.

Hay, en consecuencia, por lo menos una cara que tenga [N]—1 o menos
aristas (cf. 21.52). Como hicimos en § 21.5, continuaremos con [N] en
lugar de 6 para concluir que [N] colores son suficientes para el mapa dado.

Aunque esta demostracién se derrumba cuando X es positiva, podemos
advertir que la expresion de Heawood no da solamente el valor correcto de -
6 cuando x =1 sino también el valor esperado de 4 cuando x = 2.

EJERCICIO

Tabilese [V] en relacién con valores desde 2 hasta —9.

21.7 SUPERFICIES QUE NECESITAN EL NUMERO COMPLETO
DE COLORES

“Mira: supongamos que un artista estd pintando a un
becerro café y a un perro grande también café. .. . Los
tiene que pintar de manera que los puedas distinguir en el
momento en que veas el cuadro, ;o no? Claro que si.
Bueno, ;como quieres que los pinte de café a los dos? No,
¢verdad? A uno lo pinta azul, y entonces ya no re puedes
equivocar, Pues lo mismo pasa con los mapas. Por eso
hacen cada estado de un color diferente . . .”

Mark Twain (ibid.)

El teorema de Heawood (cuando x = 0) nos dice que se puede iluminar
cualquier mapa en el toro con siete colores. Su mapa regular (6,3}, , en
el que las siete caras se cortan todas entre si, demuestra que, por lo
menos, hay un mapa en el toro que necesita los siete colores. Puesto que
la expresion de Heawood para obtener N no depende mas que de y, sefala
el mismo nimero de 7 con respecto a la botella de Klein. Philip Franklin,

!‘ sin embargo, demostrd un teorema de los seis colores para la botella de
Klein.*

Ringel [1, pdg. 124] demostré6 que la botella de Klein es la anica

: superficie no orientable que no necesita tantos colores como [N]. Al

insertar, por ejemplo, una cofia cruzada en uno de los vértices del mapa de
* Coxeter, Scripta Mathematica, 23 (195 7), pégs. 21-23.
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siete caras de Heawood sobre el toro, como se hizo en la figura 21.2b,
obtenemos un mapa de siete caras en la superficie de caracteristica — 1.
Este mapa también mecesita los siete colores, puesto que todas sus caras se
cortan. (Algunos pares de ellas. de hecho, se cortan dos veces.)

En el caso de una superficie orientable de género p=1—% x el nimero
de Heawood [V] se determina por

N_7+\/33p+1
-,

y es acertado dar el nombre de “conjetura de Heawood” a la afirmacién
de que, para todo p, la superficie orientable de género p lleva en si un
mapa de [V] caras, tales que todas se cortan unas a otras. Esta conjetura
se convirtié en teorema en 1968, cuando Ringel y Youngs* descubrieron
un mapa que cumple el requisito para todo p. Esta hazafia fue el climax
de una larga historia. La investigacion fue comenzada por L. Heffter en
1891, y quedé en el olvido hasta 1952, cuando Ringel la reemprendio. A
partir de 1966 colaboré con Youngs, y recibieron ideas que los ayudaron
de W. Gustin, C. M. Terry y L. R. Welch. Jean Mayer (un profesor de
literatura francesa) resolvi6 independientemente los valores de p hasta 32
en 1967. Los cuatro casos mas dificiles (p=159, 83, 158, 257) fueron
resueltos por Youngs y Richard Guy en 1968.

EJERCICIOS

I. Por medio de una substitucién del “hoyo"” de la figura 21.5¢ por una cofia
cruzada, obténgase un mapa de seis colores (compuesto por 3 pentigonos y 3
heptigonos) en la botella de Klein,

3 2]. Tracese un mapa de ocho colores en la superficie de género dos [Ball 1, pég.
37}

* Gerhard Ringel y J. W. T. Youngs, Solution of the Heawood map-colouring pro-
blem, Proceedings of the National Ac emy of Sciences (EE. UU.), 1968.
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Geometria de cuatro dimensiones

Hace mucho tiempo que la idea del espacio de cuatro dimensiones se ha
visto envuelta en una atmaosfera atractiva de misterio. La actitud axiomitica
(12.44) disipa el misterio sin que por ello disminuya la fascinacion. Estamos
acostumbrados a las geometrias no euclidianas y, por lo tanto, ya no nos
sentimos desconcertados ante la posibilidad de que dos planos tengan un
punto comin sin tener una recta comin. Para hablar con mds sencillez,
consideraremos los puntos del espacio euclidiano con cuatro coordenadas
cartesianas en lugar de las dos o tres habituales. Dos puntos distintos cuales-
quiera determinan una recta, los tres vértices de un tridngulo determinan un
plano y los cuatro vértices de un tetraedro determinan un hiperplano, el cual
es dado por una sola ecuacion lineal que relaciona a las cuatro coordenadas.

Describiremos en §§ 22.1-22.3 los entes andlogos en cuatro dimensiones
a los cuerpos platonicos. Veremos que existen seis de estos politopos regula-
res. Cada uno estd compuesto por un nimero finito de celdas sé6lidas en
hiperplanos distintos, colocados de manera que toda cara de cada celda per-
tenece también a otra celda. Todos estos politopos regulares los descubrid
Schlifli antes de 1855.

De la manera en la que podemos hacer dibujos planos de cuerpos solidos
al proyectarlos ortogonalmente en el plano, podemos elaborar *“‘dibujos™ pla-
nos o tridimensionales de los hipercuerpos al proyectarlos o bien en el plano,
0 bien en un hiperplano. En las figuras 22.1a, b y 22.3b se pueden ver
ejemplos del primer procedimiento; un ejemplo del segundo aparece en la
lamina II1, pdgina 404.

Consideraremos en § 22.4 algunas colmenas (o0 “mosaicos solidos™, o “po-
litopos degenerados™) que consisten en una infinidad de celdas sélidas en el
mismo espacio tridimensional. Veremos en § 22.5 que estas ideas ayudan a
explicar algunos resultados experimentales que provienen de empaquetar es-
feras iguales.

y . 443
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444 geometria de cuatro dimensiones

La geometria de este capitulo es euclidiana. Pero las demds clases de
geometria se pueden extender de manera parecida a espacios de cualquier
numero de dimensiones. Como comenta L. Fejes T6th en uno de sus libros,
“podemos crear un comjunto infinito de universos nuevos, cuyas leyes estdn
al alcance de nuestra comprension, aunque nunca podamos poner el pie en
ellos™.

22.1 LAS FIGURAS MAS SENCILLAS DE CUATRO DIMENSIONES

...para qué ... poddis comprender, en union de todos los
santos, cudl es la anchura, la longitud, la altura y la profun-
didad . . .

Efesios 111, 17-18
Los espiritus tienen cuatro dimensiones.
Henry More (1614-1687)

Si un habitante de planolandia pudiera moverse en tres di-
mensiones, los otros habitantes, incapaces de hacer lo mismo,
le atribuirian poderes sobrenaturales, pues apareceria y des-
apareceria a su antojo, asi como (segun lo que verian) crear
materia o destruirla. . .. Demos un paso mds para concebir el
mundo de una dimension —que se pareceria a un tubo alar-
gado— en el que los habitantes solamente se moverian hacia
adelante o hacia atrds. ... La vida en linealandia seria un
poco aburrida. . . . Un habitante no conoceria mas que a otros
dos individuos; a saber, sus vecinos, uno a ca“a lado.

W. W. Rouse Ball
(Mathematical Recreations and Essays, 98 edicion, 1920, p. 426)

Cuando intentamos apreciar la idea del espacio euclidiano de 4 dimen-
siones, acudimos a la imagen de un ser hipotético bidimensional que intentara
visualizar un mundo de tres dimensiones.* En la geometria del espacio, po-
demos encontrar una recta (“la tercera dimension’) que sea perpendicular a
dos rectas que se cortan y, por lo tanto, a todas las demds rectas del mismo
plano. De manera andloga, en el espacio de 4 dimensiones podemos encontrar
una recta (“la cuarta dimension’) que sea perpendicular a las tres aristas de
un dngulo solido triedral, como los que hay en los vértices de un cubo, que
serd, por lo tanto, perpendicular a toda recta del espacio tridimensional que
contiene al dngulo sélido. En consecuencia, dos espacios de tres dimensiones
que tengan un punto comin, también tendrin un plano comun, y el pro-
ducto de las reflexiones en ellos serd una rotacion alrededor de este plano,
andloga a la conocida rotacién alrededor de una recta en tres dimensiones o
alrededor de un punto en dos.

* Flatland: A Romance of Many Dimensions por A Square (E. A. Abbot), Boston,
1885 y 1928. ([T:] Planolandia: Romance en Muchas Dimensiones, por Un Cuadrado.)
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Una vez que hemos aceptado la idea de la cuarta dimension, no tardamos
en imaginar una pirimide o prisma tal que su “base” es un cuerpo sélido. Por
ejemplo, un tetraedro regular puede servir de base de una pirimide ABCDE
(figura 22.1a) en la que el vértice £ se encuentra a lo largo de la cuarta
dimensién que pasa por el centro de ABCD. Si se elige £ de manera que sus
distancias a A, B, C, D sean iguales a la arista AB, tendremos un simplejo
regular, que se puede ver de cinco maneras como una pirimide, donde cada
vértice sirve en la ocasién correspondiente como vértice mientras los otros
cuatro forman la base.

En la figura 22.1b tenemos simplemente un octigono con un cuadrado
dibujado hacia adentro en cada uno de sus lados, o un octigono y un octa-

E

Figura 22.1a Figura 22.1b

grama en los que los lados correspondientes se han unido por medio de
cuadrados. Podemos considerar esto como una representacion de un hiper-
cubo (o “politopo de 8 celdas”, o “tesaracto” o “politopo de medida™) que
es un prisma en el que la base es un cubo y la altura del prisma es igual a la
arista del cubo. De la manera como se engendra un cubo cuando un cuadrado
se mueve por la tercera dimension, se puede engendrar el hipercubo al mover
el cubo por la cuarta dimensién. En la figura 22.156 se han trazado las
posiciones inicial y final del cubo en lineas gruesas. Hay en total ocho cubos:
los dos que acabamos de mencionar y otros seis que trazan las demds caras.
Cada uno de los 24 cuadrados (que en la figura aparecen como cuadrados o
rombos) pertenece a dos de los cubos, que no se encuentran en el mismo
espacio tridimensional, sino que han rotado alrededor del plano del cuadrado
hasta que ambos espacios de tres dimensiones forman dngulos rectos.

El simplejo regular y el hipercubo constituyen los dos casos mas sencillos

{363, 3mavfd, 3; 3)

del politopo regular {p, g, r}, que es una configuracion de cuerpos platonicos
iguales {p, g} que se llaman celdas, dispuestos de manera que cada cara {p}
pertenece a dos celdas, y cada arista a r celdas. En consecuencia, la dispo-
sicién de las celdas en uno de los vértices corresponde a la disposicion de las
caras de {g, r} en el sentido de que cada cara de {g,r} es una figura
verticial de la celda correspondiente. Este {g, r}, cuyos vértices son los
puntos medios de las aristas en uno de los vértices de {p,q,r}, se llama
naturalmente figura verticial del politopo. De hecho, el simbolo de tres digi-
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tos de Schlifli {p,q,r} se deriva al aplicar una accién “telescopica” a los
simbolos de dos digitos {p.g} ¥ {g, r} que denotan la celda y la figura
verticial,

Podemos completar ahora las dos primeras hileras de la tabla IV (de la
pigina 462), donde los nimeros de vértices, aristas, caras y celdas se de-
notan por No, Ny, N3, V5. Aunque no existe una férmula ficil en relacion
con cualquiera de estas propiedades numéricas en funcién de p. q. r, pode-
Mos encontrar con rapidez sus razones mutuas por medio de argumentaciones
andlogas a las que nos eondujeron a 10.31. De hecho, si V, A, C se refieren a
la celda, {p, g} y V', A", C’ a la figura verticial {g. r}, tenemos

CNs = 2N2, VN3 = C’No. V’No = 2N1, AN3 = er = pNz = A’Ng.

Por ejemplo, la primera ecuacién proviene de la observacién de que las C
caras de las N3 celdas no son sino las N, caras, que se cuentan dos veces
debido a que cada una pertenece a dos celdas.

EJERCICIOS
1. Los nimeros Ng : Ny : N3 : N3 son proporcionales a
I
L R F e ey 1

el St AAYLB

G LB R sl wiPc WA i
De esta manera, {p, g, r} satisface el teorema de cuatro dimensiones enunciado por
Schlifli, que es andlogo al de Euler:

No—-Nl-l-Ng‘-—Na:U.

2. Un hipercubo de arista I que tenga un vértice en el origen y 4 de sus aristas a lo
largo de los ejes cartesianos, tendrd los 16 vértices (xy, X2, X3, X4), donde cada una de
las cuatro coordenadas x es, de manera indepediente, 0 6 1,

3. Un hipercubo de arista 2, que tenga el centro en el origen y los ejes paralelos a
los cartesianos, tiene los 16 vértices

4. ;Donde estd el centro de la dilatacién que relaciona los hipercubos que hemos
descrito en los dos ejercicios anteriores?

222 UNA CONDICION NECESARIA PARA LA EXISTENCIA DE
{Pc q, l‘}

“Se habla del espacio .. . como de tres dimensiones, que se
pueden llamar Longitud, Anchura y Espesor. . . . Pero algunos
filésofos preguntan, ;por qué tres dimensiones en par-
ticular? ;Por qué no afirmar que existe otra, que forma un
dngulo recto con las tres primeras? . .. No me parece incon-
veniente informarlos acerca de mi trabajo en esta geometria
de Cuatro Dimensiones, que vengo realizando de algiun tiempo
a esta parte . . .

H. G. Wells

(The Time Machine, 1895, pig. 5)
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Parece ser que el primero en considerar los mosaicos regulares (§ 46)
como poliedros infinitos fue Kepler. De manera andloga, la colmena tridimen-
sional de cubos (tales que sus vértices se pueden tomar como todos los
puntos (x, y, z) para los que x, ¥, z son enteros) es el politopo infinito {4,
3,4} : su celda es el cubo {4, 3} y su figura verticial el octaedro {3, 4}, en
el que las ocho caras son figuras verticiales de los ocho cubos que rodean un
vértice, uno en cada “octante”. El 4 del final del simbolo {4, 3, 4} significa
que hay cuatro celdas alrededor de una arista. Los cuatro cubos se ajustan
entre si sin dejar intersticios debido a que el dngulo diedral del cubo es
exactamente un dngulo recto. Por otra parte, el hipercubo {4, 3, 3} cons-
tituye un politopo finito debido a que el dngulo total en una arista solamente
vale tres rectos, lo que permite que las celdas puedan rotarse para salir de su
espacio tridimensional, de la misma manera en la.que uno deriva un poliedro
al doblar la red correspondiente (pero aqui tenemos que la deficiencia an-
gular no se relaciona de manera sencilla con el niimero de vértices).

De la misma manera, puesto que el dngulo diedral del tetraedro (3,3} es
ligeramente menor que 71° (véase la tabla I1), podemos colocar tres, cuatro o
cinco (pero no mas) tetraedros en una arista comin, como Si comenzdramos
la construccién de {3,3,3}, {3,3,4} o {3,3,5}. Tenemos nuevamente
que, como los dngulos del octaedro y dodecaedro estan entre 90° y 120°, no
podemos colocar mas de tres de cualquiera de ellos en una arista comin para
obtener {3,4,3} y {5,3,3}. Pero el icosaedro no puede emplearse de esta
manera, puesto que su dngulo diedral es mayor que 120°. Asi, hemos demos-
trado que los tnicos politopos regulares que se pueden tener en cuatro di-
mensiones consisten en

{3,3,3}, {334}, {3,3,5}, {4,3,3}, {(3,4,3), (5 3,3).

La condicién para que {p,q.r} sea un politopo regular finito se puede
expresar en términos generales al recordar (de 10.43) que el dngulo diedral
del cuerpo platonico {p, ¢} se determina por medio de

2 arcsen lcos’q—r/ sen%) !

Si al tomar r de estos dngulos se tiene que entre todos suman menos que 2,
entonces cada uno de ellos debe ser menor que 2n/r. En consecuencia,

arcsen kcosg—/ sen%) <%.

es decir,

2221 cosT < senTsen™.

q < P r
De la misma manera, la condicién para que {p, g, r} sea una colmena infinita
que llene el espacio tridimensional es

22.22 cos ;I_ = sen T p sen ;

una ecuacion para la que la tnica solucion de enteros mayores que dos
consiste en {4, 3,4} .
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EJERCICIOS
1. La condicién 22.21 implica tanto 10.33 como la desigualdad andloga, donde r
reemplaza a p. Indicacién:
e 7
snp sen = < sen 7
2. Obténgase el simbolo de Schlifli del politopo regular tal que sus ocho vértices
son

(=1,0,0,0). (0.=1,0,0), (0,0, =1,0), (0,0,0, +1),
es decir, para el politopo
[X1] + |xz| + |x3] + |x4| < 1.

223 CONSTRUCCIONES DE POLITOPOS REGULARES

Aunque la analogia suele conducir a equivocos, es el menos
equivoco de nuestros recursos.

Samuel Butler (1835-1902)

(Music, Pictures, and Books)

Hemos visto que la desigualdad 22.21 es una condicién necesaria de la
existencia de un politopo finito {p, g, r}. La suficiencia de la condicién
requiere que se efectiie una construccion de facto de las seis figuras. Sabemos
que en una arista pueden ajustarse r celdas, pero no es tan obvio que al
afadir més celdas nos dard a fin de cuentas una configuracion cerrada en la
que toda cara de toda celda pertenezca también a otra celda.

Como la relacion completa de estas construcciones se alarga mucho
[Coxeter 1, pdgs. 145-153], nos conformaremos con un breve bosquejo, al
que afiadiremos la analogia de lo que sucede en tres dimensiones.

Recordemos que los vértices alternos del cubo {4, 3} pertenecen a un
tetraedro inscrito {3, 3} en el que las cuatro caras corresponden de manera
obvia a los cuatro vértices del cubo que se han omitido, mientras las seis
aristas constituyen las diagonales de las seis caras del cubo (una diagonal de
cada cara, mejor dicho). Ademds, puesto que los puntos medios de estas seis
aristas son los centros de las caras de los cubos, son también los vértices de
un octaedro {3, 4}.

Figura 22.3a
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construcciones de politopos re

De manera andloga, al escoger vértices alternos del hipercubo
obtenemos un politopo que tiene 8 vértices (los puntos negros de
22.3a) y 16 celdas: un tetraedro (como BCPQ) en correspondencia con
uno de los 8 vértices que se han omitido, y otro (como 4BPQ) inscrito en
cada una de las 8 celdas cibicas. Este “politopo de 16 celdas™ tiene 24
aristas, que son las diagonales de las 24 caras cuadradas del hipercubo (una
diagonal de cada cara). Cada una de las 24 aristas pertenece a 4 tetraedros (2
de cada tipo, que ocurren alternadamente); por ejemplo, la arista PQ perte-
nece a los cuatro tetraedros

ABPQ, BCPQ, CDPQ, DAPQ,

el primero y el tercero de los cuales estdn inscritos en dos cubos adyacentes
cuya cara comun tiene por una de sus diagonales a PQ. Hemos demostrado
de esta manera que el politopo de 16 celdas es {3, 3, 4}.

Al completar la tercera hilera de la tabla [V podemos observar que las
propiedades numéricas de {3, 3, 4} son las mismas que las de {4.3,3} al
invertir el orden en que las tomamos. De hecho, en lugar de obtener los
vértices del politopo de 16 celdas como vértices alternos del hipercubo, po-
driamos haber obtenido los vértices de otro politopo de 16 celdas (seme-
jante) como los centros de las celdas del hipercubo. En otras palabras, el
hipercubo y el politopo de 16 celdas son politopos reciprocos [Coxeter 1,
pig. 127] de la manera en la que el cubo y el octaedro eran poliedros
reciprocos. Para hablar con mds generalidad, el reciproco de {p, q, r} es {r,

4 p}

Los puntos medios de las aristas de {3, 3, 4} son los 24 vértices de un
politopo en el que las celdas son 24 octaedros: las figuras verticiales en los 8
vértices de {3, 3,4} y 16 mds inscritos en los 16 tetraedros. Puesto que
todas sus celdas son octaedros {3, 4}, este politopo de 24 celdas constituye
{3, 4, 3} [Hilbert y Cohn—Vossen 1, pdg. 152, figura 172].

Al dividir de manera adecuada las 12 aristas de un octaedro en la razén
7 : 1, obtenemos los 12 vértices de un icosaedro (véase § 11.2). Al dividir las
96 aristas del politopo de 24 celdas {3,4,3} en esta misma razon, obte-
nemos los 96 vértices de un politopo semirregularr {3, 4, 3} (el politopo
romo de 24 celdas) en el que las celdas consisten en 24 icosaedros y 120
tetraedros: a saber, en cada vértice del politopo de 24 celdas tenemos un
conjunto de 5 tetraedros que compuesto por 1 alrededor del que hay otros 4
(parecido a una “red” parcialmente doblada del simplejo regular {3, 3, 3}).
Cuando se corona cada celda icosaedral de r{3, 4,3} por una pirdmide
icosaedral (de la manera en la que se deriva un icosaedro a partir de un
antiprisma pentagonal al afadir dos pirimides pentagonales), obtenemos un
nuevo politopo, en el que un agregado de 20 tetraedros reemplaza a cada uno
de los 24 icosaedros, de manera que en total hay

24-20 + 120 = 600
tetraedros. Los 120 vértices de este politopo consisten en los 96 de r{3, 4,
3} y los 24 vértices de las 24 pirdmides icosaedrales. (Estos 24 puntos, que
corresponden a las celdas del politopo original {3, 4, 3} constituyen los
vértices de otro reciproco {3, 4, 3}.) Un examen cuidadoso [Coxeter 1, pags.
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152—153] nos revela que cada ansta pertenece a 5 de los 600 tetraedros. En
consecuencia, el politopo de 600 celdas es {3, 3, 5) [Coxeter 1, frontispicio].

Por ultimo, el politopo d& 120 celdas (5, 3, 3)(figura 22.3b y ldmina III)
se puede construir como reciproco de {3, 3, 5}: sus 600 vértices son los
centros de los 600 tetraedros. Con esta informacién podemos completar la
tabla IV. :

Es interesante sefalar que el politopo romo de 24 celdas r{3,4,3} que
resulta de tamta utilidad en la construccion anterior de {3, 3, 5} fue descu-
bierto por Thorold Gosset en 1897.* La figura 22.3b fue dibujada por B. L.
Chilten. La l&mina III es una fotografia de un modelo de alambre que cons-
truyé P.S. Donchian.
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Figura 22.3b

* Gosset nacié en 1869 y muri6 en 1962 [véase Coxeter 1, pégs. 162—164].
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Hartley [1, Nos. 56. 60] ha dado instrucciones para construir modeles &
un tetraedro con un icosaedro en cada cara y de un dodecaedro con um
dodecaedro en cada cara. Una vez terminados, estos modelos nos muestran 12
manera en la que podemos empezar a construir redes tridimensionales de r{3,
4,3} y {5, 3, 3} respectivamente.

Limina 111

EJERCICIOS
1. Encuéntrense los centros de las 8 celdas cubicas del hipercubo (1, 1, 1,
+1).
2. Encuéntrense los puntos medios de las 24 aristas del politopo de 16 celdas

(=2,0,0,0), (0,==2,00), (0,0,=20), (0,0,0, *2).
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3. Verifiquese que al aplicar a los 96 vértices de {3, 4, 3),
EEe =] =1 0),

permutaciones pares, estos pustos dividen las 96 aristas del politopo de 24 celdas (+ 7,
%7, 0, 0) (permutadas) em ks razén 7 : 1.

4. Los 120 vértices del politopo de 600 celdas {3, 3, 5} constituyen los 96 vértices
del politopo anterior r{3, 4, 3} junto con los 24 puntos adicionales

(=2,0.0.0) (permutados) y (=1, =1, =1, *1).
5. Los 600 mam de 120 celdas (5, 3,3} son las permutaciones de
(£2,£2,0,0), (x5, =1, L1, =£1),

(=7, £7, +1, +7-2), (72, =11, -1 *+r-1)
junto con las permutaciones pares de
(S8 =2 210), (25, 211, £14,0),  (£2, +1, *7, £1-1),

(Esto corrige un error en la primera edicién de Coxeter 1, pig. 157.)

22.4 PAQUETES REPLETOS DE ESFERAS IGUALES

Cuando el pie se apoya en la arena después de que la marea
descendente la ha dejado firme, el sector en los alrededores
inmediatos del pie queda momentdneamente seco. . .. La pre-
sién del pie ha causado una dilatacién de la arena de manera
que (se extrae) més agua por los intersticios de la arena de los
alrededores . . . , por lo que queda seca hasta que se obtiene
de las regiones inferiores un suministro suficiente, y entonces
vuelve a humedecerse. Al levantar el pie, por lo general obser-
vamos que la arena que estaba debajo y la de los alrededores se
humedece por un lapso breve de tiempo. Esto se debe a que
la arena se contrae cuando se retiran las fuerzas que la distor-
sionaban, y el exceso de agua escapa a la superficie.

Osborne Reynolds (1842-1913)
(British Association Report, Aberdeen, 1885, pig. 847).

De los doscientos mil millones de hombres, mujeres y nifios
que, desde los comienzos del mundo, han caminado en arena
mojada, ;cudntos habrian respondido, antes de la Jjunta de la
British Association en Aberdeen en 1855, al preguntdrseles,
“/Queda la arena comprimida debajo de su pie? "’ de manera
diferente a la afirmativa? (Compdrese esto con el caso de
caminar sobre un lecho de algas hiimedas.)

Lord Kelvin (1824-1907)

(Baltimore Lectures, 1904, pig. 625)

Las figuras 224a y b nos muestran dos maneras posibles de empaquetar
circulos iguales en un plano: los circulos inscritos de los mosaicos regulares,

{44} y (6,3) (§46). Intuitivamente, es obvio que el segundo cons-
tituye paquetes “mds econémicos”. Con el objeto de precisar esta idea,
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consideremos los circulos inscritos del mosaico regular general {p, ¢} para
definir la densidad del paquete como la razén del drea del circulo al drea del
poligono {p} en el que se ha inscrito. La densidad, definida de esta manera,
serd evidentemente menor que 1, y el paquete mds repleto tendrd la mayor
densidad, es decir, la densidad mas proxima a 1. Si la cara es de un pégono
de lado 2/, su inradio serd r=1Icotm/p y su drea plr (véanse 2.91, 2.92); la
densidad, por lo tanto, se determina como

Pt _pl g p D P
Aquf tenemos una funcién creciente de p que tiende a 1 cuando p tiende a
infinito. Pero, puesto que el pégono es una de las caras de un mosaico
regular, los tnicos valores de p que tienen relevancia son 3, 4, 6. El
“mejor” valor de p es, por lo tanto, 6, y los paquetes regulares que mds se
ajustan a los circulos que contienen consisten en los circulos inscritos de
las caras de (6, 3}, donde la densidad es

= e =T _ _
600t6 6 V3 PNE 0.9069

[Hilbert y Cohn—Vossen 1, pag. 47].

Es fcil demostrar que este sigue siendo el paquete mis ajustado cuando
abandonamos el requisito de la regularidad e insistimos solamente en que
los centros de los circulos formen una celosfa [Hilbert y Cohn—Vossen 1,
pags. 33-35]. De hecho, esta restriccion también se puede abandonar
[Darwin 1, pdg. 345; Fejes Toth 1, pdg. 58], como lo descubrieron las
abejas hace millones de afios (ldmina IV).

Se pueden obtener paquetes andlogos de esferas en el espacio tridimen-
sional al tomar las esferas inscritas de las celdas de una colmena de
poliedros iguales. Se define con naturalidad la densidad como la razén del
volumen de una esfera al volumen de la celda en la que se ha inscrito. En
el caso de {4, 3, 4}, la colmena de cubos de arista 2/, esta densidad es
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Limina IV

Se puede obtener una densidad mayor al usar las esferas medias (§ 10.4)
de celdas alternas, como veremos dentro de algunos momentos.

Imaginemos que las celdas de la colmena cibica se han pintado
alternadamente de blanco y negro, como si fuera un tablero tridimensional
de ajedrez, de manera que podamos dividir cada cubo blanco en seis
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pirdmides cuadradas (por medio de planos que unan los pa

Figura 22.4c

lado. Cada cubo negro queda cubierto por seis pirdmides blancas, una en cada
cara, de manera que forman un dodecaedro rémbico (figura 22.4c), en el que
las doce caras rémbicas tienen las doce aristas del cubo negro por diagonales
menores [Steinhaus 2, pdg. 152]. Asi, tenemos que la esfera inscrita del
dodecaedro rémbico viene a ser la esfera media del cubo, cuyo radio es /21,
y el volumen del dodecaedro rémbico serd el doble del del cubo, a saber
2(21)> = 16/°, En la colmena de estas celdas mayores, cada esfera inscrita es
la esfera media de un cubo negro, y estas esferas se tocan en los centros de
las caras rémbicas, es decir, en los puntos medios de las aristas de la colmena
de cubos original. Por lo tanto, cada esfera es tangente a otras doce, y los
puntos de contacto son los puntos medios de las doce aristas de un cubo. La
densidad de este paquete ctibico repleto es evidentemente

(V2P _ g
T A 0.74048 . ..
[Hilbert y Cohn—Vossen 1, pig. 47].

En la naturaleza, el dodecaedro rémbico ocurre como el cristal del grana-
te, y el tablero tridimensional de ajedrez se presenta como la disposicién de
dtomos de un cristal de sal comiin, donde hay un dtomo de sodio en cada
cubo negro y uno de cloro en cada cubo blanco (o viceversa). Los centros de
los cubos negros, que son también los centros de las esferas en los paquetes
clibicos repletos, forman, como se ve con facilidad, la celosia cibica con
centro en una cara. Se desprende de § 18.4 que aqui tenemos el paquete de
esferas cuyos centros forman una celosia—mds denso que se puede obtener.

En los viejos monumentos de guerra se suele ver una pila piramidal de
balas de cafion: una en el vértice, que descansa sobre otras cuatro que, a su
vez, descansan en nueve, y asi sucesivamente. Cada bala interior toca a 12 de
las otras: 4 en la misma capa, 4 en la superior y otras 4 en la inferior. De
hecho, estas balas estin dispuestas en paquetes cubicos repletos [Kepler 1,
pdgs. 268—269]. La base de la pirdmide cuadrada consiste en, por ejemplo, n
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balas dispuestas como lo estam los circulos de la figura 22.44. Cuando el valor
de n es grande, la forma e k= pirdmide total es en esencia la mitad “supe-
rior” de un octaedro segular (que se considera una dipirimide cuadrada);
cada cara inclinada &s un tndngulo equilitero constituido por 1 +2...+n
balas. :

Si hacemos girar I8 pirdmide de manera que la cara inclinada tome la
posicion horizontal, obtendremos un aspecto diferente del mismo conjunto
de paquetes. Em este aspecto, comenzamos por considerar una capa hori-
zontal de esferas cuyos “ecuadores” constituyen los circulos inscritos de los
exigonos de {6, 3}, como en la figura 22.4b. La siguiente capa, de abajo
hacia arriba, serd igual a ésta, pero se encontrari desplazada ligeramente hacia
un lado (el derecho, digamos), de manera que cada esfera reposa en otras tres
Y su centro queda verticalmente encima de uno de los vértices {6, 3} tal que
de €l parte una arista hacia la izquierda. La cuarta capa estd verticalmente
encima de la primera, y de aqui en adelante se repite la misma sucesion de
colocaciones.

El cristalografo Barlow describié en 1883 un conjunto de paquetes igual-
mente denso en el que los centros no forman una celosia. Se puede derivar al
tomar las mismas capas horizontales en diferente orden. Al hablar con mis
precision, decimos que se descarta la “tercera capa” que acabamos de des-
cribir y la substituimos por una tercera capa que queda directamente encima
de la primera, segin la vertical. La cuarta capa que afiadimos queda vertical-
mente encima de la segunda, y asi sucesivamente; el desplazamiento de una
capa a otra se hace alternadamente a la derecha y a la izquierda, como en
zig-zag. De este conjunto de paquetes de los que no se puede derivar nin-
guna celosia se dice que es de paquetes exagonales repletos [Ball 1, pag. 150;
Hilbert y Cohn—Vossen 1, pdg. 46; Steinhaus 2, pag. 170; Fejes Toth 1, pags.
172-173].

Modelos que ayudan a ejemplificar estas ideas se pueden obtener a partir de catorce
pelotas de golf y dos bandejas poco profundas que midan respectivamenté 5 X 5 pul-
gadas (12.70X 12.70 cm.) y 4.6 X 5.8 pulgadas (11.684 X 14.732 em.). Cualquiera de
las bandejas admitird nueve pelotas en tres hileras de tres. En la bandeja cuadrada, se
puede completar la disposicién piramidal de “balas de cafién” al afiadir cuatro mas y la
Testante encima de éstas. En la bandeja oblonga, las cuatro pelotas de la segunda capa
deberdn tener sus centros en los vértices de un rombo, no de un rectdngulo. La tercera
capa vuelve a quedar representada por una sola pelota, pero hay dos posiciones en las
que se la puede colocar: una de ellas corresponde a los paquetes ciibicos repletos y la
otra a los paquetes exagonales repletos,

Puesto que los paquetes exagonales repletos tienen la misma densidad que
los paquetes ciibicos repletos, a saber, 0.74048 . . . . es natural que nos pre-
guntemos si puede existir un modo alin menos sistemitico de empaquetar
(sin hileras rectas de esferas) que tenga una densidad mayor. El problema no
ha tenido respuesta. La actidud tedrica que mas se ha acercado a darla
consiste en la demostracion de Rogers* de que, de existir estos paquetes, su
densidad habria de ser menor que 0.7797. ...

Los experimentos que adelantaron la investigacién en este sentido co-

* C. A Rogers, The packing of equal spheres, Proceedings of the London Mathe-
matical Society (3), 8 (1958), pags. 609-620.
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menzaron en 1727, cuando Stephen Hales afirmé, en
Staticks:

Comprim{ varias porciones de chicharo fresco en el mismo recipiente b
igual a 1600, 800 y 400 libras; experimentos en los que, aunque el ch
no elevaron ia palanca, puesto que en lo que se incrementaron en tar k-
accién del gran peso en cuestién, metido a presion en los intersticios que dejaba
accion, formados como dodecaedros bastante regulares.

T

Es presumible que esta conclusion de Hales se deba a haber observado
algunas caras pentagonales en sus chicharos dilatados. No todos podrian
haber sido dodecaedros regulares, pues el dngulo diedral del dodecaedro re-
gular es menor que 120° (véase la tabla Il en la pdg. 461), y tres cuerpos de
éstos que tengan una arista comin dejan un hueco angular de unos 10° 19",
Los dodecaedros {5, 3} son, de hecho, las celdas de la configuracién {3, 3,
3} que no constituye una colmena infinita tridimensional, sino un politopo
finito de cuatro dimensiones.

En 1939, los botinicos J. W. Marvin y E. B. Matzke repitieron el expe-
rimento de Hales. Substituyeron sus chicharos por perdigones de plomo
“escogidos con mucho cuidado bajo el microscopio para tener uniformidad
de formas y tamafos”, y los colocaron en un cilindro de acero, donde se les
comprimié por medio de un émbolo de acero, con una presién suficiente
(40,000 libras), con el objeto de eliminar todos los intersticios.* Cuando los
perdigones se colocaron en pilas semejantes a las de las balas de cafién, se
convirtieron en dodecaedros rombicos casi perfectos. Pero “si los perdigones
eéran puestos en el cilindro de cualquier manera, cosa que seguramente hizo
Hales al poner sus chicharos en el recipiente de hierro, se formaban cuerpos
irregulares de 14 caras”. Casi todas las caras eran o bien cuadringulos, o bien
pentigonos, o bien exdgonos, donde predominaban los pentigonos. Otro bo-
tinico examiné células de tejidos vegetales indiferenciados, y concluyé que
las células internas tienen en promedio aproximadamente 14 caras, aunque la
forma predominante (que se presentd 32 veces en las 650 células que se
examinaron) era de 13 caras: 3 cuadringulos, 6 pentigonos y 4 exdgonos.
Las pocas células que solamente tenian doce caras no eran ni dodecaedros
rombicos ni dodecaedros regulares.

Matzke realiz6 también un examen microscépico de la espuma de 1900
burbujas medidas. “En 600 de las burbujas centrales que se examinaron, el
nimero promedio de contactos fue de 13.7”. La forma mads frecuente nueva-
mente tenia 13 caras: 1 cuadrdngulo, 10 pentdgonos y 2 exdgonos.

En 1959, el profesor Bernalf confirmé la predominancia de las caras pen-
tagonales en un experimento notablemente sencillo en el que pelotas iguales
de “Plasticene” (plastilina de modelado), enrolladas con polvo de tiza, se
empaquetaron irregularmente y se presionaron para formar un bloque sélido.
Los poliedros que resultaron tenian en promedio 13.3 caras.

Con el objeto de probar la posibilidad de que los paquetes fortuitos reple-
tos de esferas iguales obtengan una densidad entre 0.7405 y 0.7797, G. D.

* E, B. Matzke, In the twinkling of an eye, Bullentin of the Torrey Botanical Club, 77
(1950), pags. 222-227.
T Jl‘?l Bei?al. A geometrical approach to the structure of liquids, Nature, 183 (1959),
pags. —147.
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Scott vertié miles de balines de cojinetes en recipientes esféricos de diversos
tamarios, y, mientras los llenaba, los fue sacudiendo con suavidad. Al suponer
que la situacion excepcional en la superficie del recipiente dard lugar a la
densidad

p — eN-1/3

cuando hay N balines, donde p y ¢ son constantes, descubrié en sus experi-
mentos los paquetes fortuitos mas repletos con

p = 0.6366, e = 0.33.

Al llenar cuidadosamente los recipientes sin sacudidas, se encontré para los
paquetes fortuitos mds sueltos, sin compresion, que los valores correspon-
dientes eran

p=060, =037

Puesto que en los paquetes fortuitos mds repletos el valor de p no llega a
0.7405, es poco probable que se pueda mantener cualquier densidad mayor
en una regioén que se extiende indefinidamente en todas direcciones.

Si pudiéramos llenar un recipiente esférico con N balines de cojinetes
dispuestos en paquetes ciibicos repletos, esperarfamos que la densidad se
expresara como una serie, en la que los dos primeros términos consistirian en

0.7405 — eN-1/3,

Pero este experimento no parece ser realizable. Se ha escrito un libro muy
erudito acerca de la teoria de los puntos de celosia en las esferas* sin arrojar
ninguna luz acerca del valor de & en este caso tridimensional, aunque se ha
progresado considerablemente en el problema andlogo dentro de espacios de
otro nimero de dimensiones, como lo son 2 y 4,

Sea cual fuere el paquete fortuito mis repleto, el experimento de Osborne
Reynolds en la playa nos sefiala que cualquier pequefia alteracion incrementa
el tamafio de los intersticios. Mediante este principio se puede explicar el
truco del fakir hindd que narra Martin Gardner. Un frasco cilindrico, de boca
bastante estrecha, se llena de arroz crudo, dindole pequeifias sacudidas, de
manera que quede bastante repleto. Se mete en el frasco un cuchillo de mesa
varias veces, cada vez a mayor profundidad. Después de una docena de movi-
mientos, el cuchillo se cefiird de manera que, al levantarlo por el mango,
sostendrd el frasco de arroz.

EJERCICIOS

L. ;Es menos densa la disposicion de los circulos inscritos de todas las caras del
mosaico {4, 4} (figura 22.4a) que la de los circulos circunscritos de las caras alternas, es
decir, los circulos circunscritos de los cuadrados negros de un tablero de ajedrez?

2. ;Es posible disponer siete esferas iguales que no se traslapen de manera que dos
de ellas se toquen y ambas toquen a las otras cinco, mientras estas cinco (a) forman un
anillo en el que cada una toca a otras dos? (b) no se tocan en absoluto?

3. Es posible disponer trece esferas iguales que no se traslapen de manera que una
de ellas toque a las otras doce mientras estas doce no se tocan en absoluto?

* Arnold Walfisz, Gitrerpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Varsovia, 1957.
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4. Una pila piramidal de n capas contiene nin +1)2n + 1)/6 - cafity
1, pdg. 59]: una pila tetraedral contiene 70 +1)(n +2)/6. En ambos casos, &
sicion es de paquetes ciibicos repletos.

Aw

22.5 UNA COLMENA ESTADISTICA

La fluidez de un liquido es consecuencia de su irregularided
molecular,

J. D. Bernal (1901— )

ajustadamente como es posible cuando todos son tangentes entre si. El pro-
blema bidimensional de paquetes repletos es ficil, puesto que un nimero
cualquiera de circulos adicionales se puede afiadir de manera que el disefio
prosiga de manera sistematica por toda la extension del plano. Se trata, como
ya hemos visto, del disefio que forman los circulos inscritos en las caras del
mosaico regular de exdgonos {6, 3} (figura 22.4b).

De manera andloga, en el espacio tenemos que cuatro esferas se encuen-
tran empaquetadas tan ajustadamente como es posible cuando todas se tocan
entre si, y se pueden afadir algunas esferas mds con el objeto de formar el
comienzo de un disefio que en apariencia consiste en las esferas inscritas de
las celdas de una colmena regular {p, 3, 3}. Aunque la ecuacién 22.22 no
tiene un entero por solucién cuando g =r =3, concluimos con naturalidad
que los paquetes fortuitos y comprimidos de perdigones iguales de plomo, el
agregado casi homogéneo de células vegetales y la espuma de burbujas iguales
constituyen aproximaciones a una colmena {P,3,3) en la que p estd’entre 5
y 6. El valor fraccionario de p significa aqui que nuetra “colmena” solamente
existe en un sentido estadistico, pero la concordancia con los experimentos
es sorprendente.

Cuando g =r=3,1a ecuacién 22.22 se convierte en

2251 seng = cot? = 1/31

Esto nos senala que el dngulo 180°/p es de 35° 15’ 52", es decir, la mitad del
dngulo diedral del tetraedro regular {3, 3} (véase la tabla I1). (De hecho,
podemos considerar a p como el nimero de tetraedros regulares {3,3} que
se pueden colocar unos junto a otros alrededor de una arista comin, como s
comenziramos a construir la colmena dual {3,3,p} en la que los vértices
son los centros de las esferas.) De esta manera,

= T

"~ 35.264. ..

lo que concuerda con la observacion de Matzke acerca de que los
pentdgonos eran los que prevalecian (sobre todo en una espuma) mien-
tras los exdgonos son mis frecuentes que los cuadringulos. La celda (p,
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3} ftiene un promedio de € caras y V vértices, donde, por 10.32 cuando

q =3y e

FoDIER 4 _ 22,796 .+,
=P 6/p) — 1
valores que concuerdan mucho con el 13.7 de Matzke y el 13.3 de Bernal, y
con uno de los dos modelos tedricos que propuso Meijering,* que obtuvo,
por medio de intrincados mé estadisticos, V' = 22.56 . ... De un cuarto
modelo tedrico [Coxeter 4, pag. 756] se obtiene

F=4§@34 313) = 13564..., V =3(17 + /313) = 23.128....

EJERCICIO
En el “prisma torcido™ que forman 28 tetraedros regulares

AoA1AzAs, AyAzdsd,, ... ., AarAzzA 9430,

la linea quebrada Apd3Agd,. .. A3p estd compuesta por 10 cuerdas iguales de una
hélice circular. Si tomamos el eje de la hélice como vertical jencontraremos el vértice
A3p exactamente encima de 47 (Se puede construir de manera conveniente un modelo
si se ajustan 87 barritas iguales del juego de construccion “D-stix Pre—engineering Kit
701 que se fabrica en Yardley, Washington.) Para ver el problema de manera completa,
consideramos los tetraedros como 28 celdas de la “colmena” {3,3.p}, donde p se
determina por medio de 22.51, (ApA 143 ... es un “poligono de Petrie” de esta col-
mena.) Al igualar

(:cq“.zir—r:2
Panr 3

Y @=r=3 en la ecuacién 12.35 de Coxeter [1, pig. 221], obtenemos &; =0 y
cos £ =— 5. El dngulo que forman los planos que unen el eje con 4g y A4 es

30(¢2 — 120°) = 354° 20.

(Este &3, casi 131° 49’, se acerca notablemente a la propiedad correspondiente del
polii.opo de cuatro dimensiones {3.3, 5}, que es exactamente 132° [Coxeter 1, pag.
247])

* J. L. Meijering, Philips Research Reports, 8 (1953), pig. 282. El valor
V=122.19...10 obtuvo en primer lugar C. S. Smith, Acta Metallurgica, 1 (1953), pag.
299. Véanse también E. N. Gilbert, Annals of Mathematical Statistics, 33 (1962), pags.
958-972, y R. E. Williams, Science. 161 (1968), pags. 276-277.
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Tabla 1 e
Los 17 grupos espaciales de la cristalografia
bidimensional (§ 4.3)

Simbolo Generadores
pl Dos traslaciones
p2 Tres semigiros
pm Dos reflexiones y una traslacion
Pg Dos reflexiones paralelas en deslizamiento
cm Una reflexion y una reflexion paralela en deslizamiento
pmm Las reflexiones en los cuatro lados de un rectingulo
pmg Una reflexion y dos semigiros
pag Dos reflexiones perpendiculares en deslizamiento

emm Dos reflexiones perpendiculares y un semigiro .

p4 Un semigiro y un cuarto de giro

pam Las reflexiones en los tres lados de un tridngulo de dngulos

iguales a 45°, 45°, 90°
pag Una reflexién y un cuarto de giro
p3 Dos rotaciones que recorren 120°
p3ml Una reflexi6n y una rotacién que recorre 120°
p3im Las reflexiones en los tres lados de un tridngulo equildtero
pé Un semigiro y una rotacién que recorre 120°
pém Las reflexiones en los tres lados de un tridngulo de dngulos
de 30°, 60°, 90°
Tabla II
Los cinco cuerpos platonicos (§ 10.3)

Nombre Simbolo de Schifli ¥V A C Angulo diedral
Tetraedro {3, 3} 4 6 4 70° 32 —
Cubo {4, 3) 8 12 6 90°
Octaedro {3, 4) 6 12 8 109° 28" +
Dodecaedro {5, 3} 20 30 12 116° 34’ —
Icosaedro {3, 5} 12 30 20 138° 11" +

Tabla III !
Los grupos finitos de isometrias (§ 15.5)
Grupos rotacionales Productos directos Grupos mixtos

Nombre Simbolo Orden | Simbolo Orden | Simbolo Orden
Ciclico Gy ‘n Cn X {I} 2n CauCa 2n
Diedral D, 2n D, x {1} 4n DuCy 2n
Tetraedral Ay 12 Ay x {1} 24 Dy, D, 4n
Octaedral R 24 Sy % {1} 48 Syl 24
Icosaedral As 60 As x (1) 120

www.elsolucionario.net

B e e R



462 geometria de cuatro dimensiones

Tabla IV
Los politopos regulares (p, q, r} (§ 22.2)

Nombre Simbolo de Schifli N, W, N2 N,
Simplejo Regular {3,3.3) 5 10 10 5
Hipercubo {4,3,3) 16 32 24 8
Politopo de 16 celdas {3.3,4) 8 24 32 16
Politopo de 24 celdas (3, 4, 3) 24 96 96 24
Politopo de 120 celdas {5, 3, 3) 600 1200 720 120
Politopo de 600 celdas (3, 3, 5) 120 720 1200 600
Colmena Cibica (4,3, 4) o 00 00 o
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Respuestas a los ejercicios

§ 1.3

1. La reflexion en la recta x =y intercambia x y y.

2. Sila recta BA corta la circunferencia en P(mas alli de A) v en P’ (entre A y B),
tenemos que BC? =BP X BP' =(BA +AC)(BA —AC)

3. El tridngulo CDF es equilitero; también lo es ABC.

4. El resultado fue en principio una conjetura de Paul Erdds y lo demostrd por
primera vez L. J, Mordell (véase el American Mathematical Monthly, 44 (1937), péag.
252, problema 3740, o también Fejes Toth 1, pdgs. 12— 14). Mordell descubrid en 1960
la demostracién siguiente, mds sencilla. Dendtense, por conveniencia, 04, OB, OC, OP,
0Q, OR por x, v, z, p, q,r, de manera que el teorema que se ha de demostrar se
convierte en

x4+y+222p+qg+r.

Dendtense ademés por p', ', r' las longitudes (en el interior del tridngulo) de las
bisectrices de los dngulos

20 = LBOC, 28 = LCOA, 2y = LAOB.

Al comparar el area del tridngulo OBC con las dos partes en las que queda descom-
puesto por_la bisectriz p' y usar la conocida desigualdad y 4z = 2v/yz que proviene de
(¥ —\/2)* =0, encontramos que

yzsen 2o = p'(y +2) sen e > 2p'\"y_zseu o,

donde la igualdad ocurre solamente cuando ¥ =z. En consecuencia, \/yz cos a}p', y de
la misma manera, \/zx cos §=¢q’, \/xy cos y=r". De

x+y +z— 2v’y_zcosa - 2\*’5cosﬂ = 2\/Ecosr
= (V& — vycosy — vzcos f)* + (Vysen y — vzsen §)* > 0,
se desprende que
c+y+z2220p +q +r)>2p +q+0).
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La desigualdad x +y +z )‘_2@:._1_1__1' +r'), que se puede considerar una extensién del
teorema de | jwe advertida por primera vez por D. F, Barrow. Véase
también O. Bottems, B Z Djordiewic, R. R. Jani¢. D. S, Mitrinovié¢ y P. M. Vasié,
Geometrie Inequalities (Wolters—Nc ff, Groningen, Holanda, 1969), pig. 139.

5. La igualdad mnm:e smente cuando x =y =z y \/y sen ¥ —/z sen §=0, etc.,
de manera que c=F=". El tmingulo es equilitero, y su centro es O.

6. Denotemos Iz “sltura™ de 4 a BC por h,, y el drea del triangulo ABC por A.
Puesto que x +p > h,, tenemos

de donde

ax 2> bg + cr.

La consideracion de tridngulos semejantes nos sefiala que esto conserva su validez si se
prolonga la recta AO (incluso cuando O esté en el lado més lejano de la base BC). Al
aplicar la misma desigualdad a la imagen de O por reflexion en la bisectriz interna de
L BAC, obtenemos

ar 2 br + ¢q.
Al sumar estas dos desigualdades, obtenemos para ax
2ax > (b + c)(g +r).
Al multiplicar entre sf esta y otras dos desigualdades de la misma clase,
8 abexyz 2 (b + c)(c + a)a + b)(g + r)(r + p)(p + ¢).
Puesto que b +¢ = 2\/!2 etc., tenemos (b +c¢)(c +a)(a + b) = 8abc. En consecuencia,

zyz 2 (g + r)r + p)p + ).

| Figura 1-3e

7. Sea B el menor de los dos dngulos diferentes B y C del tridngulo ABC. Sean BY
v CZ las bisectrices internas de estos dngulos, como se ve en la figura 1.3e. Tomese U en
AZ de manera que LZCU =1B. Puesto que el tridngulo UBC tiene en B un dngulo
menor que el que tiene en C, se cumple que BU > CU. Témese V en BU de manera que
BV =CU. Témese W en BY de manera que L BVW =/ CUZ. Por medio del criterio de
dos dngulos y un lado, B¥W y CUZ son tridngulos congruentes, y BW =CZ. Pero W v
Y gtin en lados opuestos de la recta CU. En consecuencia, BY >BW, es decir,
BY >CZ.

www.elsolucionario.net




El teorema lo propuso en 1840 C. L. Lehmus y lo demo
historia se relata en J. A. McBride, Edinburgh Mathematical Notes,
1-13. McBride afirma que se han dado més de sesenta demostraciones.
hemos citado viene en una carta de H. G. Forder; supera a la mayorfa de
sentido definido en § 12.1: es “absoluta”. Para las demostraciones ori 3
y Lehmus, véanse respectivamente Journal fiir die reine und angewand; athe
(1844), pig. 376, y Archiv der Mathematik und Physik, 15 (1850), pég. 225.

§ 14

1. Aplfquese Euclides 1.5 al tridngulo isésceles GBC y enseguida 1.4 a los dos &
gulos B'BC, C'CB.

2. Simense tres desigualdades como
$BB' + §CC’' > BC.
Complétese el paralelogramo CABK y obsérvese que el doble de la mediana 4 es
AK <ACHCK =b +c.

§ 15

1. La circunferencia que pasa por P con centro en O,
2. Empleese 1.52.

3. Sean las tangentes a la circunferencia inscrita que parten de A, B, C 1, tp, 1.
Entonces

h+t.=a, te ity = t, +1,=c;
por lo tanto,

t,=%b+c—a)=s5—a.

4. Por Euclides I11.20, si el dngulo cuyo vértice estd en la circunferencia es mayor
que 90° el dngulo cuyo vértice estd en el centro es mayor que 180°

5. En el punto medio de la hipotenusa.

6. Apliquese repetidamente el teorema de Pitgoras.

7. Puesto que be +ca +ab = {(s —a)(s —b)(s —c) +abe +53 fs=r® +4Rr +5% y
abc =4R A = 4Rrs, tenemos

(2R — a)(2R = b)(2R — ¢) = 8R® — 8R% + 2R(r* + 4Rr + %) — 4Rrs
=2R(2R + r — 5)%.
De manera alterna, en la notacion del ejercicio 3,
(ta =1ty —r)te—r)=(—r—a)s—r —b)(s —r —¢)
=(s—rP®=2s(s —r)® + (r> + 4Rr + s*)(s — r) — 4Rrs
=2r%s — r — 2R).
De aquf se obtiene el criterio que se busca, porque el dngulo A serd recto, agudo u |
obtuso segiin sea f; —r positivo, negativo o cero. De hecho, podemos ir mas alld al |
concluir que el trigngulo tiene un dngulo agudo si y sélo si r + 2R >s5. Corrado Ciam-

berlini [Bolletino della Unione Matematica Italiana (2), 5 (1943), pags. 37—41] observd
que |
4R%cos Acos Beos C =s* — (r + 2R)%
8. Puesto que 2ny =—e; €3 463 +e4, € +1y =1T¢;. También, Tem;=Le; —
(e +n) — Zef? =$‘(T-E;')2 —Zei2 =0. |
9. Si €; =e3 =0, las ecuaciones de Beecroft implican que n3 =ng=0y e3=¢e4
=m; =mnz, de manera que la configuracién consiste en cuatro rectas, Ey. Ha, E5, Hy
que forman un cuadrado, y cuatro circunferencias Hy, Ej, Hj, Ej3, cuyos uidmetros son
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los lados del cuadrado. ;] sucede cuando k +/=m +n=0. En cualquier

otro caso, rarios a las tres curvaturas €; ,e3, n3, que se han
de sujetar + 5 > 0, (que nos asegura que si Ey y E5 tienen
contacto : avor es la de curvatura negativa). Entonces se
determina ng por | » de ka ecuacion sencilla

I'.,:§-|-¢2=r}3-l- g
(que es consecusncia £y +e3—e3+ea=2n3, € +e3 +e3—eg=12ng), y las

_nd—ae

-2

%= ae €& = ligliy ) o — lgliy

“S ‘l'_'j"‘"ﬁ' - q+e P q+e ey
La parametrizacion que se propone se obtiene al escoger
k=g/Ve + e, l=a/Ve + e,
m=—nfVe +ea n=-n/Ve+e
10. Al emplear sucesivamente 1.59, 1.58, 1.52 y 1.56, obtenemos
1 1 1 2
= — . €1 =
€y (l+€g+€3 2?)‘ 5—a+3_b S_‘-:l:r

_ratn+ro+2s r+4R +£2
i A Y A ’
Estas dos circunferencias (que tocan a tres circunferencias tangentes entre si) se hicieron
conocidas como circunferencias de Soddy antes de que nadie hubiera advertido el tra-
bajo anterior de Descartes y Steiner [1, pdgs. 60-63, 524]. Como Descartes empleaba
las letras d, e, f, x para denotar los radios de las circunferencias tangentes entre si, es
indudable que advirtié que habia obtenido una ecuacién cuadrdtica de x en términos de
de,f
11. Sean A4,B,C, los pies de las perpendiculares desde P a BC, CA, AB. Apliques:
Euclides 121 6 22 a cada uno de los cuadrangulos ciclicos PAB,C, PABC, PA\BC,, y
demuéstrese que L PA B, y L PA,C; son o bien iguales, o bien suplementarios.
12. LC3B3A3 =L C3P3P +LPB3Ay =L CBP +LPBA =L CBA.

§16

1. El circuncentro del nuevo triangulo es el ortocentro de ABC,
3. En el vértice en el que estd el angulo recto.
4. Debido a que sen B =sen C.
5. Témese C en B'E de manera que GC =GB, y A tal que AB' =B'C.
6. EsbsenCy b=2R senB.
7. Un tercio de la altura.
8. Si la recta de Euler pasa por 4 y A no es un édngulo recto, la recta de la altura
AH es una mediana.
9. RcosA =-§-R sen B sen C.

§19

1. (a) Un par. (b) Tres pares.
2. SiA>B>C, el orden es EA"FC'B"DA'C'B'.
3. Las medidas angulares de los arcos relevantes de la circunferencia de los nueve
puntos (en la que 4 > B >C, como se tiene en la figura 1.7a) son
AE=AF=24, BF=BD=2B, CD=CE-=
. C'E =2C,
DA" =2(= —2C — A) A'B" =2(m — A — B),

B'E=224 + B —n), EF =2y =24), FC'=204 +C—==)
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4. Las bisectrices interna y externa de un angulo son |

5. El centro de los nueve puntos de I,/pl, es el circun;
ABC.

6. Cada circunradio es dos veces el radio de la circunferencia de los st

§18

2, Cuando hay un dngulo recto en A, ¥ y W coinciden con 4.
dngulo obtuso en A, el tridngulo degenerado UAA resulta ser ain “mejor” que
tringulo propio.

3. Las rectas que unen pares de centros, que son perpendiculares a las ¢
comunes AP, BP, CP, forman dngulos de 60° entre si, y de esta manera constituyen
tridngulo equildtero. .

4. En el punto de Fermat. (H. G. Forder demuestra por medio de considerac
andlogas que, si ABCD es un tetraedro y la suma PA +PB +PC +PD es minima,
angulos APB y CPD son iguales o sus bisectrices estin en la misma recta.)

5. Unen los pares de pueblos con los extremos de un camino corto en la mitad.

6. El “mejor” punto en relacion gon el dngulo “muy obtuso” es el mismo 4. En el
caso del cuadrangulo convexo, es el punto de interseccion de las diagonales.

7. P esel incentro de P'BC.

8. Sean Z, X, U los centros de los cuadrados en los tres lados consecutivos A8, BC,
CD del paralelogramo ABCD. El tridngulo XBZ se deriva de XCU por medio de un.
cuarto de giro (es decir, la rotacién que recorre un ingulo recto) alrededor de X.

9. Sean M el punto medio de CA. Por el ejercicio 8, los segmentos MZ y MX son
congruentes y perpendiculares entre si. Es obvio que lo mismo se puede decir de MY y
MA. Por lo tanto, el tridngulo MAX se deriva de MYZ por medio del semigiro alrededor
de M.

10. Como tenfamos en el ejercicio 9, los segmentos MZ y MX son congruentes y
perpendiculares, De la misma manera (al considerar el tridngulo CDA en lugar de ABC),
los segmentos MU y MV son congruentes y perpendiculares entre si. Por lo tanto, el
triangulo MXV se deriva de MZU por medio de un cuarto de giro alrededor de M.

§ 1.9

1. Estas rectas son las medianas del tridngulo egullatero POR.

2. (i) a=B=7=40% (i) a=30° B=y=145°

3. Puesto que LCP1Q =LCPQ = T+a-—-LQRA la circunferencia circunscrita de
AQR pasa por Py, y también por P;. Puesto que

P,Q = PQ = QR = RP = RP,,

los puntos Py, O, R, P, estan a espacios iguales en la cucunferencia. En el caso especial,
cada uno de los arcos PyQ, QR, RP, subtiende 20° en A4, y el tridngulo AQR es
isosceles.

§ 2.1

ON, 0D 1
1. Puesto que

NiP, = DFy~ V5"

ON, ON, 1 Vv5—1
et - = = cos 72°.
OP, ON, + N,P, 1+ V5 4

2 -3 =351

§ 22
Si 5 es impar, x5 + 1 es divisible por x + 1, y por lo tanto, 25 4 1 lo es por 2" + 1.
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§ 24

1. Supongamos que una isometria dada de perfodo 2 intercambia A y A e inter-
cambia B y g . dende B no esti en la recta AA'. Los puntos medios de AA" y BB' son
invariantes, Si son distintos. la Sometria es una reflexion (por 2.31). Si coinciden, es un
semigiro.
2. (a) () (x, ) = C==, —¥); (i), 6) - (r, 0 + 180°).
(b) () (=, 3 =(=%.2):; (i) (r, 0) - (r, 0 + 90°).

§ 2.5
@) (r, 0) = (r, 0 + a);
(i) (=, ¥) —~ (xcos = — y sen z + y cos ).

La curva transformada es f{r, 8 — ) = 0.

§ 26

1. Si O es el centro del cuadrado que resulta adecuado tomar de los dos que se
pueden trazar en BC, el primer cuarto de giro es el producto de las reflexiones en CO y
CB mientras el segundo es el producto de las reflexiones en BC y BO.

2. P se transforma en A por medio del cuarto de giro alrededor de C, y de alli en §

*por el cuarto de giro alrededor de B.

§ 2.7

1. (a) Cy, (b) D,, (c) Dy, (d) G,
(e) Dy, (f) D, (g) D,.

2 RTTV'=8TT2.

3. RjR; = RRR}* = RyR|RyR; = Ry?R1Ry;  tanto Ry =1

y (R;Ry)? = RjR4R; - RoR Ry = (RR,R )2 = 1.

4. Los periodos de los elementos de C,, son divisores de n.

§28

2, Si todos los dngulos son iguales, los lados de dos longitudes diferentes sélo
pueden ocurrir alternadamente, y esto es imposible, pues su niimero es impar.

3. 108° 36° 140° 100°, 20°,

4. Circunradios A/4 +2+/2, ﬁ\/Z(\/B + 1); inradios l{\/Z +1), I(2 i'\/S); figuras ver-
ticiales A/2 £v/2, IV + DA/2.

2k=
5. (1, —).
n
6. Si. Haginse todos los cortes desde el centro. Si el perimetro se divide en partes
iguales, el drea queda dividida automaticamente en partes iguales.

§3.1

1. Rotacion, traslacion.

2. Reflexién. Si.

3. Si las bisectrices perpendiculares son distintas, encuéntrese el punto en el que se
cortan. (Si fueran paralelas, ilos segmentos no se relacionarian por medio de una rota-
cién! ) Si coinciden, encuéntrese el punto en el que se cortan las rectas AB y A'B". Si
estas rectas también coinciden, entonces el centro es el punto medio de 44",

4. Rotense los dos primeros espejos hasta que el segundo (en su nueva posicion)
coincida con el tercero.
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§32

L.

2 Mumﬁ;ﬂhmlmrpcndlcnlarahdmccmndelam

3. Una traslacidn.

4. Traslidense los dos primeros espejos hasta que el segundo (en su m po
coincida con el tercero.

5. Cualquier traslacion se puede expresar como producto de dos mﬂghm. ﬂﬁ@
los que se puede asignar arbitrariamente. Por lo tanto, si H;, Hy, H3 son semigiros,

HgHs = HIH,'

con respecto a un semigiro adecuado Hg; es decir, HyHoHy = Hg.
7. (x, ¥)—=(x+a, y). La curva transformada es fix —a, y) =0; por ejemplo, la
circunferencia unitaria con centro en (a, 0) es

(@—aP+y*—1=0.

§33

1. (i) El semigiro alrededor de B o la reflexién en la perpendicular que pasa por B,

(ii) La traslacién de A a B, o una reflexion en deslizamiento.

2. El dos es el dnico nimero par menor que o igual a 3. El pmducto de una
reflexién y un semigiro serd una reflexién o una reflexién en deslizamiento, segiin esté o
no esté el centro del semigiro en el espejo.

3. La reflexién en la perpendicular que pasa por O.

4. Semigiro.

5. Una transformacién opuesta.

6. La relacion R{R,R3 =R equivale a RyR; =RR3, lo que significa que RjR; ¥
RR3 son o bien rotaciones iguales o bien traslaciones iguales.

7. G*=TR;R;T=T2

8. Una reflexién en deslizamiento. Una ecuacion requiere de una expresion de las
coordenadas viejas en términos de las nuevas,

§34

(a) 0:0,0304 es un paralelogramo (que tal vez se haya derrumbado, como sucedia
con 00'Q'Q en la figura 3.2a).

(b) Simy y my se cortan, m biseca uno de los dngulos que forman. Si son parale-
las, m es paralela a ambas y estd exactamente a la mitad del camino entre ellas.

§ 35

1. S es una reflexion en deslizamiento.
2. Si una traslacién se conmuta con una reflexién, su direccién ha de estar a lo

largo del espejo.
§37

L (D), (i), (i), (v), (v).
2. (i), (v).

§ 4.1

1. Cada lado de una region de Dirichlet une los circuncentros de dos triangulos
congruentes que tienen un lado comin.

§ 42

1. Debido a que dos vértices opuestos de cada cuadringulo se relacionan por medio
de una traslacién.
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§ 43

2. Coléquense los dos L2k
uno de ellos sea una parte de un
L. Wy
§ 44 B . .
No. El “estiramiento proesstes™ [Coxeter y Greitzer 1, pig. 102], que duplica la
distancia vertical al tiempo ide por la mitad las distancias horizontales, se puede
aplicar a tres de los disefios e s fisusa 4.40, a saber, los que representan los grupos p2,
cmm, pmg.

§ 45

1. La rotacién que recorre el mismo dngulo alrededor de .
2. Si T es una traslacion y S una rotacion de periodo mayor que 2, entonces S-' TS
es una traslacién en una nueva direccion.

§ 4.6

1. Puesto que la figura verticial es regular, dos caras adyacentes se parecen; por lo
tanto, dos caras cualesquiera se parecen. Puesto que la cara es regular, dos vértices
adyacentes se encontrarin rodeados de la misma manera; por lo tanto, dos vértices
cualesquiera se encontrardn rodeados de la misma manera.

3. No. Para que la celosfa sea completa hacen falta los centros de los exdgonos.

§ 4.7

1. Si Q no estuviera entre P, y P3, podriamos obtener otro par a una distancia
menor que Py Q.

2. Por medio de induccién sobre n se puede derivar un conjunto de n — 1 puntos al
omitir uno de los dos cuya unién no contiene a otros puntos.

3. Un cuadringulo completo con sus puntos diagonales.

§ 5.1

L. Ot
2, Divide 0,107 en la razén (Ay — 1):(A; — DAy,
3. (a) (r, 0) — (ar, 0),

(b) (@, y) — (22, y).
4. Por triangulos semejantes, OP'/OP = 0A'[0A.
5. Al tomar O entre A y A’

§52

2. Si la tangente comiin TT' corta la recta de los centros en 0, la dilatacién
O(OT'/OT) transforma la primera circunferencia en la segunda.
3. Divide 00, en la razén (A; — 1):(1 —2).

§53

1. 0,—2,—3,—6.
2. El centro de los nueve puntos es el mismo para todos.

§54

Puesto que todo punto invariante de la transformacién sigue siende invariante en la
transformacion inversa, no se pierde generalidad al considerar la semejanza ABC —
A'B'C’ en 1a que ABC es el mayor de los dos tridngulos semejantes que se tienen. (Si
fuera menor, podemos alterar la notacién para considerar la semejanza inversa.) SiAd y
A coinciden, ya tenemos un punto invariante. De no ser asi (si no coinciden), suponga-

38 en una posicion tal que uno de los lados de
~del otro (con un vértice comiin en un extremo).
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mos que la semejanza transforma a A’ en A", a A" en .
Denotemos la razon de amplificacion por p, de manera qu
Entonces A’A" = pAA", A"A"=uA'A", y asi sucesivamente. La
centro en A y radio (1 —pu)! AA' se transforma en la circunferencia con &
radio (1 —uy* AA4". Puesto que =i
L
1 -+ ."_ = ; 'G\

l—pn 1=y e
la primera circunferencia encierra a la segunda. Al continuar asi, obtenemos una suce-
sion infinita de circunferencias en las que los radios p(1 —uy' AA' tienden a cero
cuando n tiende a infinito, Puesto que estas circunferencias se “‘anidan”, sus centros 4,
Al A . convergen a un punfo de acumulacién O. Puesto que la semejanza trans-
formaa A, A" . A",...en A, A", A", que en esencia es la misma sucesién, el punto @
es invariante.

558

1. Una rotacion dilatativa, que se puede reducir a una dilatacion o una rotacion.

2. Sea P la interseccion de las rectas correspondientes AB, A'B'. Sean las circun-
ferencias AA'P, BB'P, que tienen el punto comiin P, tales que se corten de nuevo en O.
Los tridngulos ABO, A'B'O' (que se pueden derrumbar para formar ternas de puntos
colineales) son directamente semejantes, como se ve con facilidad. En consecuencia, este
punto @ es el punto invariante de la semejanza directa AB >A'B'.

Si AA' y BB' son paralelas, O coincide con P (y las dos circunferencias tienen una
tangente comin en este punto). En cualquier otro caso, hay una construccion alterna
que se sirve del punto T en el que A4 corta a BB'. Las circunferencias ABT, A'B'T,
que tienen el punto comin T, se vuelven a cortar en O,

En consecuencia, las cuatro circunferencias AA'P, BB'P, ABT, AB'T pasan por el
mismo punto |Baker 1, pdg. 110].

§ 5.6

1. Es el punto invariante de una semejanza.

2. Los segmentos AB y A'B' se relacionan por medio de una semejanza directa y
una semejanza opuesta. La segunda es una reflexion dilatativa cuyo cje divide a cada
segmento PP’ en la razon AB : A'B' (uno lo hace interiormente y el otro exteriormente;
véase la figura 5.64). Si A coincide con By, o A3 con By, la semejanza directa es una
dilatacion, v los puntos andlogos Py o P, (respectivamente) coinciden.

3. Si S es una reflexion, S? es la identidad. Si S es una reflexion en deslizamiento
S? ¢s una traslacion, que es una clase de dilatacién. Si S es una reflexion dilatativa, Si
es una dilatacion central.

4, (a) Una rotacion dilatativa, que se puede reducir a una dilatacion o una rotacion.
(b) Una reflexiéon dilatativa o una reflexion en deslizamiento, que se pueden reducir a
una reflexion.

5. Como vimos en § 5.4, las rectas invariantes de la reflexion dilatativa se cortan en
el punto invariante O y consisten en las bisectrices internas y externas de LAOA'. Por
Euclides V1.3 y la proposicién “externa™ andloga, se trata de las rectas O4; y OA;. Se
puede repetir el mismo razonamiento si se emplean los puntos B en lugar de los 4.

6. (a) Una rotacion dilatativa. (b) Una reflexion dilatativa.

§ 6.l

2. Tracense dos circunferencias con centros en 0, A y radios OA que se corten en
C, g .La circunferencia con centro en C y radio CC determina a B en la circunferencia
occ,

3. Encuéntrese ¢l inverso de un punto que diste-}k de O y dupliquese su distancia
a 0. Para el punto cuya distancia a O estd entre k/2n y k/(2n —1), apliquese la
dilatacién O(n), inviértase, y vuélvase a aplicar O(n).

4, Para bisecar OA, constriyase B como se hizo en el ejercicio 2, y por medio
de otros tres circulos, constrilyase su inverso en el circulo con centro en O.
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5. Para dividir OA en n partes iguales, transférmese A por medio de la dilatacién
O(n) e inviértase con respecto al cizeulo con centro en O vy de radio OA.

§ 6.3 r - -
1. Compirense hﬁﬂy 5.2a. En el caso de circulos iguales que se cortan,
una de las inversiones se subs ¥ por una reflexion.

2. Dendtese ¢l centro g APBP' por Q. Entonces,

OF x OF = (00 - PQ)(0Q + PQ) = 0Q* — PQ*
. =00 + 40 — (4Q* + PO
. =04 — P42
3. Sea N el punto medio de BD, y sea H el pie de la perpendicular que se baja
desde A a Ia recta BD. Supongamos que AO = udB, de manera que OP = uBD yOP' =
(1 —u)AC. Entonces,
BD x AC = (HD — HB)(HD + HB) = HD* — HB?
=AD* — 4B

OP X OP' = uBD x (1 — w)AC = u(l — p)(AD® — AB?),

4. Sea d la distancia de O al centro de 7. Al comparar el didmetro que pasa por O
en 7 con el didgmetro correspondierte del circulo inverso, observamos que la longitud del

segundo es
k* k? 2k%r 2k
= —E—-__ =

d—r d+r il T

§6.5

1. Los circulos ortogonales se invierten en circulos ortogonales, y cualquier circulo
ortogonal al circulo de inversién se invierte en si mismo.

2. Los dos puntos Iimite son los puntos comunes de dos miembros cualesquiera del
haz ortogonal.

3. Sean @, @y, los dos circulos dados v By, B2 dos circulos cualesquiera que los
cortan a ambos, Sea Iyj el eje radical de o4 y ﬂ, Sea Pj el punto en el que /, j corta a lpj.
Entonces PyP; es el eje radical de Q) vy @,

4. Uno es el centro y el otro el punto en el infinito.

5. Inviértase toda la figura en un cfrculo cuyo centro es uno de los puntos de
contacto. Dos circulos del anillo se convierten en rectas paralelas; sean éstas a y b. Los
demds tienen sus centros y puntos de contacto en una recta /, perpendicular a a y b.
Los circulos originales se convierten en circulos iguales, tales que ambos tocan aa y b.
La recta I hace de espejo al reflejar los dos circulos, uno en el otro. La inversién
transforma esta reflexion en una inversién.

Los centros de los circulos pertenecen a una elipse.

6. Al invertir en un circulo cuyo centro es el punto de contacto de los circulos
tangentes con centros en 4 y B, obtenemos dos rectas paralelas Ey, E; y un circulo E;
que queda emparedado entre ellas (como teniamos en la primera parte del ejercicio 9
del § 1.5). En este €aso, que es muy sencillo, la; circunferencias de Soddy (dentro de
las mismas rectas) son congruentes con E3 v tangentes a ella por lados opuestos. Su eje
radical Hq, que une los puntos en los que se tocan Ej, E;, E; es el inverso de la
circunferencia inscrita.

§ 6.6

1. Cada circulo de Apolonio es ortogonai a todos los circulos que pasan pordyAd' y

2. Con centro en la interseccion de la mediatriz de AA’ y I, tricese una cireun-
ferencia que pase por 4 (y 4", que corte a / en Py (cerca de A) y P, (cerca de A).
Considérese el valor de la razén A'P

no=—

AP
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con respecto a diversas posiciones de P. Puesto que PPy
ferencia que se ha trazado por A y A’, dos de los circulos de Apolo
respectivamente. Sean uy y yj los \ra]om de p en estos dos circulos. :
Tenemos, en todos los circulos de Apolonio dentro del que pasa por 2
todos los de afuera, p <. ?or lo tanto, entre las posiciones diversas
que tiene para p un valor maximo, a saber, u =pu;. De la misma
Apolonio que pasa por P, tiene u <y, demro Yy i > pa fuera; entre t¢
PenliesPy la qile tiene un valor minimo para g, a saber g = uj.
. w/(l—p*) -

4. Puesto que O y O son los puntos comunes de los dos circulos de Apole

04 i OB A'B'
OA OB ~ AB

y lo mismo pasa al reemplazar O por O. Cuando A’ =B, se puede emplear el resulta
ejercicio 3 de la pagina 76.

5. Al invertir en un circulo cuyo centro es cualquiera de los puntos limite del haz
coaxial, obtenemos tres circulos concéntricos en los que los radios cumplen o bien g, <
ay <u3, o bien @y >a; >aj3. Al escoger el punto limite del que se obtiene el primer
orden, resulta

as ds 0;

x ~ == I s I —_— = e

(2, 39) + (2, %) ogal + lo W log‘w1
= (2, ag).

Se puede estudiar el problema con mis detalles en Coxeter y Greitzer 1, pags. 123-131.

6. El circulo de similitud es un circulo de Apolonio, a saber, el lugar geométrico de un
punto tal que sus distancias a los centros de Ios dos circulos dados son proporcionales & sus
radios, en una razcm como OA : OA"'=r: /. La semejanza directa u opuesta que trans-
forma a OA en OA también transforma el circulo dado con centro en 4 en el circulo dado
con centro en A'. De esto se desprende que el lugar geométrico de los puntos desde los que
los dos circulos dados subtienden dngulos iguales es su circulo de similitud o, cuando los
dos circulos se cortan, es la parte de su circulo de similitud que queda fuera de ellos.

Cuando los dos circulos son iguales, el lugar geométrico se reduce a su eje radical.

7. Sean los circulos dados con centros en A, B y radiosa, b. Sean P, 0 los inversos de
un punto W del circulo de semejanza. Entonces,

AP x AW a* a\? AW\?
e~ ~(3) - (&)
AP AW
BQ ~ BW’
y PQ es paralela a AB. Puesto que los dos circulos dados son ortogonales al circulo
WPQ, su eje radical es un didgmetro del segundo, a saber, el diametro perpendicular a

AB. Puesto que este didmetro es también perpendicular a PQ, P y Q son iméigenes
mutuas por reflexion en ella.

§6.7

JxS =8+ §13;S =8I, donde I'g es la inversion en un circulo de centro en OF y de
radio k. Las dos inversiones son la misma si v s6lo si la isometria S conserva invariante a
Q, es decir, si y solo si T intercambia a O y

§ 6.8
1. OAXO0A ' =0BXOB' yLAOB=LA"0B'
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2. La razén de amplificacion s

. 04 04 x04 i*
. OB 04x0B ab
3. Seana=0A, b=08, ¢=0C,d =0D. Entonces

A'B x €D (kab)AB x (k%/cd)CD _AB x CD
AC X BD  (k%ac)AC x (K*/bd)BD ~ AC x BD'

4. Las esferas que pasan por O se invierten en planos. Dos esferas que se toquen en
O no tienen ningdn otro punto en comin. Dos planos que carecen de un punto comin
son paralelos.

5. Después de la inversién, tenemos una esfera “emparedada™ entre dos planos
paralelos @ y . Todas las esferas Gy, Oy, ... SON congruentes con 7. La seccion de la
figura por el plano que estd a medio camino entre &y f es un circulo que toca un anillo

de seis circulos congruentes.
§ 69

1. Consideremos, por ejemplo, dos circulos de radio -i-:r cuyos centros distan -i—:r.
Cuando cada circulo se representa por un par de circulos pequefios y paralelos en una
esfera, los puntos de interseccion son los vértices de 2 cuadrados. (El radio comiin de
los circulos se puede tomar como de cualquier valor enue-é—rr y-%—fr. El resultado es mas
evidente cuando este valor se acerca a4-.)

2. Demuéstrese la proposicién en’primer lugar para un tridngulo; dividase a conti-
nuacion el pégono en tridngulos.

§ 7.1

Dendtese por R la reflexion en el plano de las dos rectas, y las reflexiones en los
planos que pasan por las rectas correspondientes que son perpendiculares al plano en
cuestion por Ry y Ry. Entonces se pueden expresar los semigiros como RyR y RR,, de
manera que ¢l producto sea RR;.

8 72
La identidad.

§ 73
La reflexién en otro plano paralelo

§74

1. La reflexion en otro plano que pasa por la misma recta.
2. Los dos tetraedros OABC y 04'B'C, que son congruentes, se relacionan o bien

mediante una rotacién o bien mediante una inversién rotatoria. En el primer caso, un

punto cualquiera del eje de rotacién equidistard, como sucede con O,de A y de A', de
BydeB', ydeCydeC.
§ 7.5
1. (a) Reflexion, (b) Cuarto de giro, (c) Traslacion,
(d) Torcedura, (e) Reflexiéon en (f) Inversion rotatoria.

deslizamiento ; 5
2. En la notacién de la figura 7.5a, los semigiros son R';R’;, R'3R's, y su pro-
ducto es la torcedura R'|R'; + R',R',.

§ 76
1. Se transforma en

(px cos @ — py sen o, ux sen « + py cos «, uz).
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2. Elejex=y=z. Elingulo 27/3.

3. Se trata de una rotacion dilatativa de dngulo 7 y razén —\.
4. Si. Por medio de esferas, en lugar de circulos. Se puede aplicar la

L

tracién en un espacio con cualquier nimero de dimensiones.

§ 7.7

Una isometrfa es producto de cuatro o menos reflexiones. Cualquier otra
es producto de una rotacién y una dilatacion. Si la razén de amplificacion es =
podemos emplear una inversion rotatoria y una dilatacion directa. Puesto que
cién directa es producto de las inversiones en dos esferas concéntricas, en
dos o tres reflexiones y dos inversiones,

Por iltimo, el producto de una inversion y una isometria es el producto de un
inversién y r reflexiones, donde r <4. &

§ 8.1
3. SiPjes (x;, yi), My serd

T; + x5 W +Y;
Djreaid 2
y el punto medio de M;2M34 se determina por

(""1 + @y + 2y + 2 y:+?!z+.'ln+!f4)
4 X 4 3

§82

1. ry2 4732 —2ryrp cos (87 —6y).
2. (r, 8), donde

r’ = i‘[’lg + rg‘ + 2r1rg cos (81 + 92)]
rySen 6, + roSeng,
rlcm91+r:cosﬂg'

y tan 0

3, i=a
4, Las rectas paralelas correspondientes que pasan por el origen son ax +by =0y
adx +b'y=0,0

£

Y a y a
e d x b
La condicién se deriva de 8.22 al ponerla en la forma
yy' o/ hpepees ad
- = — es decir, -_— = =1,
’ 1' bb’

5. Al reemplazar X y y por X cos@—y sen @ y x sen @+ cos @, donde =4 arc-
tan (~ 3%) =arctan (- 3), obtenemos 3

4(4e + 3y)* + 24(@= + 3y)( =3z + 4y) + 11(=3z + 4y)* = 125,
que se reduce a
—x? + 4y = 1.

§83
1. c(a® + ¥ + k*az + by) =0,
cla® + 9% + 2% (gx + fy) + kK* =0.
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2, 2 +yt =K%
3. (22 + ) = 20%2 — ),
6. De ;
rcos@ +b =2bcost — bcos 2t =2bcost(l —cost)+b

rseaB =2bsens — b sen2 = 2bsen 1 (1 — cos 1)

deducimos r* =(r 0s8)" +(rsen6)® =4b%(1 —coss)® y tand=tant. Cuando se
reemplaza @ por —8, r cambia de 2b(1 —cos®) a 2b (1 +cos8). La suma de estas
distancias es 4b para todos los valores de 6.

§ 84

1. Unap

2. Una hj

3. Del semigiro alrededor del centro se obtiene un segundo foco y una segunda
directriz de cualquier conica central. En la elipse, los dos focos estin entre las dos
directrices; en la hipérbola, los focos estan mas alld de las directrices. Denotemos los
focos por O y O,y por K’ el pie de la perpendicular desde P a la segunda directriz.
Puesto que

OP = ¢PK y O'P = ¢PK’
tenemos, para la elipse,
OP + O'P = ¢(PK + PK') = «KK’,
y para la hipérbola,
O'P — OP = «(PK’' — PK) = «KK'.
4. e = V1 F b¥a?, v2.
5. Puesto que el circuncentro ha de equidistar de 4 y C, tenemos
* + () =1+ (v)?,
2+t =1

6. Por la teoria de las ecuaciones cuadriticas, F es el producto de dos formas
lineales si es ingeﬂnido. y un cuadrado perfecto si es semidefinido.
7. Zxy=a*.
8. A cada punto P de la elipse corresponde un punto P’ en la circunferencia auxiliar
cuyo didgmetro es el eje mayor, y PP es perpendicular a este eje. El radio que pasa por
forma un dngulo ¢ con el eje mayor.
9. Se incluyen ambas ramas.
10. Reemplicese r por I2/r.

§85

1. La pardbola x =2/?, y =2t corta la recta Xx +Yy +Z =0 en puntos que se
determinan por las raices de la ecuacién cuadritica

X2+ Y- 2t +Z=0.
La suma y el producto de las raices, que denotaremos por f y t', son
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ante de la elipse x =a cosf, y=hsenres -
x Y 1
acos(x + f) bsen(x+p) 1
acos(x —f) bsen(x—p) 1
En la hipérbola, la tangente es

& Y
-cosht —= senht = 1.
a b

3. La envolvente de la recta Xx +Yy +Z =0, en la que los coeficientes X,
son funciones de un pardmetro ¢, es el lugar geométrico de sus puntos de inte:
con

X +dX)x + (Y +dY)y +(Z +dzZ) =0,
o con X'x +Y'y +2' =0, donde X' = 8X/t, etc. Al diferenciar
arsect — bycsct = ag® — p?
y dividir por sen 7 cos f, obtenemos
ax —by .axsecr—bymr_la’._b’
cos® ¢ -.-*na t = -,m’:_‘ + m! ! ! .
De esta manera, la envolvente de las normales es el lugar geométrico de (x, y), donde

ax by
= = — 3
F-P-®h F_pm =t
§ 8.6
1. ?nb.
2. 5 tab.
§87

L. ¢®r = au®** Esta inversion tiene el mismo efecto que la reflexion en la recta
inicial,
2 (i) (ii)
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Estos dibujos son de Ryszard Krasnodebski. Véase también Coxeter, Mathematical Ga-
zette, 52 (1968), pig. 5; Aeguationes Mathematicae, 1 (1968), pags. 112—114.
§ 8.8

1. Eliminese X : ¥ : Z : T de las cuatro ecuaciones

Xxg+ Yy + 22, =T y Xe + Yy +2Z2=T.

El efecto de reemplazar el iésimo punto por una direccién equivale al de reemplazarlo
por (X, ¥, Z;), de manera que la iésima hilera se convierte en

Xgg Ya Zp 1
o (igualmente)

G 70 )ty
y entonces hacer que 1/ tienda a cero.

5. La condicion para que los radios a un punto comin cualquiera de las dos esferas
sean perpendiculares consiste en

@ +w@+d)+ G +90 +v)+ @+ wiz+w)=0.

La condicion deseuda se obtiene al duplicar esto y substraer las ecuaciones de las esferas.
6. El plano polar de (X, Y, Z) pasa por (X', Y', Z') si

XX'+YY +2Z' =k

La naturaleza simétrica de esta condicién nos sefiala que entonces el plano polar de (X',
Eoe 40 | pasa por (X, Y, Z). (Dos de estos puntos se definen como mnfugados con
respecto a la esfera.) El caso especial que se pide surge cuando (X', ¥', Z') estd en la
esfera y (X, ¥, Z) en la tangente en ese punto.
7. Al factorizar ambos miembros de la ecuacion

x Y $ :T y o .2+|
= g S [ TP e e 1
(acosa+bsenac rd bcos: asen )

vemos que, para cada valor de @, todo punto de la recta

x Y z y o
=COSa + = senax = -, —Ccosa ——sen a = |
a b c b a
esta en el hiperboloide. Si invertimos el signo de Z, obtenemos el otro sistema de
generadores. El generador general del primer sistema corta al generador especial

x z Y
o B
del segundo en el punto en el que
: z z
sena=;(1+¢0§'x), Esena:=l—cosa.

La consistencia de estas ecuaciones nos sefiala que los generadores de sistemas opuestos
se intersectan (o, cuando &=, San paralelos). Por otra parte, cualquier punto comin
del generador general del primer sistema y el generador especial

BRIy
I
L T I
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del mismo sistema tendria que satisfacer las dos ecuaciones
z z :
ma=;(1—cos¢), —Esena=l—oos

cosa que sucedera solamente cuando los generadores coincidan.

§93

I z=2%1
2. u +vi=0 significa que el punto (u, v) coincide con el origen (0, 0).
3. (a+biy! =x +yi, donde

z = ¢ b
gy U K
4. (i) La rotacion dilatativa se reduce a una dilatacion, y los dos tridngulos sombrea-
dos son homotéticos.

(ii) La rotacion dilatativa se reduce a una rotacién, y los dos tridangulos sombreados
son congruentes.

§ 9.4

(a) 3+44i=5(cosa+isenc), donde cos@=3, de manera que cosla=y/4 y
sen-}o:=\/-§-. En consecuencia, una rafz Ciadradh o : = 4

(3 + 4i)t = S¥(cos Jx +isenfa) =2 + i

ylaotraes—(2+i)=—2—i
(b) 1=cos0+isen0=cos 2m +isen 2m =cos 4w +1i sen 4n. En consecuencia, las
tres rafces cibicas son

cos0 + isen0 =1,
cos 7 + isengw = 3(—1 + iv/3),
cos§m + isendm = §(—1 — iy/3).
(©) *1,tw, +w?
(d) Lo mismo, y también i, +iw, +iw?.
§ 9.5
1. etri =cos}n + isendm =i Si.

§ 9.6
Por Pitagoras,

§9.7

1. El angulo es am a.
2, Elﬂnguloes-;-ama.

§ 10.1

1. El octaedro es una dipirimide cuadradd con caras laterales equildteras.
2. Una dipiramide triangular.
3. (i) Un cuadrado, (ii) un exdgono, (iii) un decdgono.
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4. El plano intersecante, con respecto a cualquier esquina aguda, pasa por los pun-
tos medios de las tres amsias gue concurren a ese vértice. EI romboedro, como sucede
con cualquier otro paralelenipede, se puede repetir por medio de traslaciones para llenar
todo el espacie sin dejar intersticios.

§ 10.2

L. Las bases aparecen como dos pentigonos, uno grande y otro pequefio, colocado

en el interior en posicion opuesta.
2, Siete

3. Ocho.

§ 103

1. Empléese 10.32.
2. Si un poliedro tiene p =4 en cada cara y ¢ =4 en cada vértice,

4V-A+C)<Zg—-44+Zp=24-44+24
=0.
3. La dnica posibilidad es un mosaico de rombos cuyos vértices forman una celosia.

§ 105

1. Las aristas en un vértice son ortogonales entre si y de la misma longitud.
2. Un vértice en cada “octante”,

3. 111

4. Del cubo del ejercicio 1, derivamos el tetraedro

0, 0,0)(0, 1, (1, 0, 1)(1, 1, 0),

en el que los planos de las caras son x +y +z =2, x =y 4z, y=z +x,z=x +y. Para
normalizar estas ecuaciones, las dividimos por /3. El coseno del dngulo interior que
forman dos de los planos es--.

5. (£1,0,0), (0, + l.-ﬁ). (0, 0, £1). Los planos de las caras son +x +y +z=1.
La arista que une (1, 0, 0) con (0, 1, 0) pertenece a los planos x +y +z =1, que
forman un dngulo cuyo coseno es — L,

6. Los puntos entre los planos paralelos x +y 4z =+1 cumplen x +y +z<1y
—x —y —2z<1; lo mismo pasa con los otros pares.

7. 120° El tetraedro regular

("'ln -ln _l)(-ll ll l)(l) _l- l)(la' l’ _'l)
tiene el centro en el origen. Los planos que unen el origen con los pares de vértices son
y+z=0, z+x=0, z+y =0.

§ 11.1
i mv_ 217_2 T -
« T 5 = sen 5 = COS;S&I‘I?
2, Centro en 8, radio QU.

§ 11.2

1. Los cuatro puntos (7, 1, 0), como se ve en seguida, forman un rectangulo
dureo en el plano z =0.

2. El segmento (0, 0, v2)(0, 72, 0) queda dividido en la razén 7 : 1 por el punto
(0,7, 1).

3. (0,5, 1), (27,0, 2r), (£, £7,0), (1, 1, £1). De esta manera,
los 20 vértices pertenecen a 3 rectingulos “dureos de dos maneras” (en los que los
lados estin en la razén 72 :1) y a un cubo.
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§ 113

1. Los lados correspondientes de los dos rectingulo )
D, F, H. Las rectas BF y DH se cortan en O.

2. Los puntos I, G, C, A, de coordenadas polares (72, —x), |
Lm), (%, w), tienen las coordenadas cartesianas (—72, 0), (€
'—72, 0). En consecuencia, las rectas /C, GA son

=3

e—y+r=0, z+7+72=0;

y H, su punto de interseccion, es (—%, —1) o, en coordenadas polar
—% n). De esta manera, los puntos J, H, F, D, B, que se determinan por

r=24" 0=3}2n-3)7 (n=-1,0,1,2,3),
estin en la espiral 8,71, donde @ = 27!, Esto se deriva de la espiral 7 = s

medio de la dilatacion O(a) o por la rotls.eiﬁn que recorre el dngulo
oga

log ”

§ 114

l- n+2 T 1.
2. Por induccién, supongamos que f,, o f, — f:—: = (—1)""1, Entonces,
fn—lfau-: —fn’ '=fn~1(fn-—l +fn) -fﬁ(.ﬂ!—s +fn—l)
=fa1 = fosfn = (="
3. Al trabajar con el modulo 10, tenemos 5+8=3, 8 +3=1, y asi sucesiva-
mente.
4. Al igualar k 4j=n, vemos que el coeficiente de 1" es

=(})
J
donde k =n—j/, y, puesto que 2j <j+k =n0 <) < in

5. 1.010203050813213455 . ...
6. Por 11.48,

5 e Fhtl + (_T)-nwl b T+ (_l)nﬂfw!n—-l

P G S B G
En consecuencia, el limite es 7.
§ 115
Cuando k =1, se obtiene de 11.51 h = 3% = 0.48587....
§ 121
1. Los dos.

2. La suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a dos rectos.
3. La geometria afin.
4, (a) Afin, (b) absoluta, (c) absoluta.

§ 12.2

1. Por el axioma 12.22, existe un punto C en el que [4BC], también un
punto D en el que [BCD], y asi sucesiva e indefinidamente.

2. Elteorema 12.271.

3. Si FDE, podemos aplicar 12.27 al tridngulo BFD en el que [DCB), de manera que
obtendremos Z en EC tal que [BZF]. Puesto que Z =A4, esto contradice [AFB].
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4. Cualquier recta que no pertemezca al conjunto contiene una infinidad de puntos,
entre los que sblo un nimero finito puede quedar en rectas del conjunto (no mas de un
punto por cada recta).

5. Empleese 12.298 (¥ & Sgurs 12.2d) substituyendo D, 4, B, F, C, L pord,B,C, L,
M, N, g -

6. Tomese A" en AJB, B ea BJC y apliquese el axioma 12.27 al tridngulo A'B'B en
el que [B'BC] y [BAA"]

7. Para cualesguiers de esos puntos A’ y B', la recta A'B’ corta a A/C; por lo tarto,
no corta a C/4.

§ 123

Los n —1 puntos P; (i >1) quedan unidos por pares por no mis de ("7 ") rectas, de
las que algunas o todas pueden encontrar a P1Q. En la figura 12.3b, las seis rectas de
unién, que son PPy, P4P,, PiP,, P3Pg, PgPy, PyP3 contribuyen lo mismo que PyPs.

§ 124

L. Puesto que los cinco puntos no son colineales, han de constituir o bien un
pentagono convexo, o bien un cuadrdngulo convexo con un punto en el interior, o bien
un tridngulo con dos puntos en el interior. En los casos primero y segundo, el resultado
es obvio. En el tercer caso, los dos puntos interiores estdn en una recta que corta a dos
lados distintos del tridngulo, Los extremos del tercer lado forman, con estos puntos
interiores, el cuadrdngulo convexo que se pide.

Las dos primeras rectas, BC y CA, descomponen el plano en cuatro regiones
angulares. La recta AB no corta la region que acotan C/4 y C/B, pero descompone cada
una de las demas regiones angulares en dos partes. La region que el tridngulo acota es la
tnica porcién finita, puesto que por lo menos uno de los lados de cada una de las otras
es un rayo.

5. Considérese un conjunto cualquiera de m — 1 de las m rectas, junto con las f(2,
m —1) regiones que forman. Descomponen la emésima recta en m partes (a saber, dos
rayos y m —2 segmentos), que quedan respectivamente en m de las f(2, m —1) re-
giones. Estas m regiones quedan divididas en dos cada una, mientras el resto queda sin
afectarse. En consecuencia,

f@2,m) =f2,m—1)+m.

Al combinar esto con las ecuaciones anélogas

fQm=1)=f@,m-2)+m—1,

f@, 1) =£2,0 +1,

obtenemos

=fQm=2)+@m—1) +m

;}(2,0)+1+2+"‘+m
()0 + )+ )

6. Los primeros m—1 planos descomponen a la emésima en f(2, m—1)
regiones planas que quedan respectivamente en A2, m—1) de las f(3, m—1)
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regiones del espacio. Estas f(2, m—1) regiones del
cadauna,mhntmelmslanuedasnafectar En con
==f(3 m=2)+f(2,m—2) +f2,m—1

I II

f(3 0) +/2,0) +f(2,1) +-

=1+Z{l+(2)}=1+m+(m
r=1
m+1 m+1
=)+ (")
m m) m m
- (o) + (1) + () + (5)
7. fin,m)=fin,m—1)+fin—1, m—1), con f(n, 0) = 1. Por lo tanto
Fonm) =, 00+ for = 1,7,

e
Para demostrar por induccién que

o =(3)+ () +-+ ]

probamos la validez de la misma férmula al substituir n por n — 1.

g3 () (.
PR
)~ 0)

En el paso final interviene la serie conocida

F L -0 = E =)

§ 12.6

1. La relacion |prs] nos sefiala que las tres rectas no se cortan y que contienen los
puntos A, C, B (respectivamente), dispuestos como [ACB]. Supongamos que p; sea
paralela a s. Entonces, cualquier rayo que parta de 4 por el interior del dngulo que
forman AB y p;, corta a s y, por lo tanto, también a r. En consecuencia, p, es paralela
ar

2, Los dos rayos que pasan por un punto dado y son paralelos a una recta dada
aparecen como los segmentos que unen el punto con los extremos de una cuerda.

§ 13.1

1. Sean g y r dos rectas paralelas. Si p cortara a ¢ sin cortar a r, entonces p y ¢
pasarfan por el punto p +g, sin dejar de ser ambas paralelas a r, lo que contradice
nuestro axioma 13.11.

2. Si, siempre que las tres rectas sean coplanares.

-
=

T —
S—t

m—1

Pl

-
"
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§ 1322

1. Esto es una version ensdimensional del principio de que toda isometria directa
(donde se incluye a la identidad) es producto de un nimero par de isometrias opuestas,
Las traslaciones presesvan fas disecciones, mientras los semigiros las invierten.

2. Por 13.25, (4 =D) =(C—+B) implica (4 ©B)=(C+D), es decir, (4 +B)=
(D +0), que a su vez imphcz (4 -C)=(D -»B).

3. Es el semigiro alrededor de C 4

4. Dos lados Opussios cuslesquiera se intercambian por medio del semigiro alre-
dedor del punto medio comin de las diagonales.

5. Si usamos el simbolo = para relacionar segmentos congruentes, tenemos
BA, = CiB, = A4,C,  BAy = C,B, = A4,C.

Por el ejercicio 2, BA; =4,C implica BA3=A,C. En consecuencia, 43 =A,.

6. Dividase el cuadringulo en dos tridngulos por medio de una diagonal, y empléese
13.26.

7. Las tres bimedianas tienen el mismo punto medio,

§ 133

1. Cada punto de AB se transforma en un punto que divide el segmento AB en la
misma razén, es decir, en si mismo. Con respecto a cualquier otro punto P podemos
trazar la paralela PM a CA y la paralela PN a CB, donde M y N estin en AB. El punto
correspondiente P' se obtiene al trazar la paralela MP' a AC’ y la paralela NP’ a BC.

Esta es una construccion afin caracteristica. En lugar de “la regla y el compis” de
Euclides, empleamos un instrumento mas sencillo, la regla de paralelas, que consiste en
cuatro reglas (o dos reglas y dos varillas auxiliares) que forman un paralelogramo en el
que hay movilidad en los cuatro vértices. Nos permite trazar paralelas a una recta dada
(¥, por supuesto, también unir dos puntos dados).

2. Si tenemos que una afinidad intercambia dos puntos C y €', conserva invariante
el punto medio O de CC'. Si O es el finico punto invariante, es también el punto medio
de PP’ con respecto a cualquier punto P, y la afinidad es el semigiro € —C’, Pero si hay
otro punto invariante M, la afinidad, que transforma el tridngulo MCC' en MC'C, es la
reflexion M(CC').

3. Si la afinidad no es una dilatacién, ha de transformar por lo menos una recta a
en una recta @' que no sea paralela a a. Otra recta b, paralela a @, se transformard en
otra recta b’, paralela a o', El punto de interseccion 4 =a -4’ es invariante; de no ser
asi, estarfa en una recta invariante m y podrfa llamarse tan @ « m como a’ + m, lo que
contradice su invariancia. De la misma manera, hay otro punto invariante, 8 =5 « b'. La
afinidad es, por lo tanto, o bien una ruptura o bien una deformacion: ABC - ABC',

4. Puesto que las rectas tienen ecuaciones lineales, cualquier transformacién de la
forma 13.33 conserva la colinealidad. Reciprocamente, podemos expresar una afinidad
cualquiera /XY - I'X'Y’ en la forma 13.33 al dar los valores adecuados a a,b,cdl,
m, pues el tridngulo (0, 0)(1, 0)(0, 1) se transforma en

(, mfa +1, c+m)b + 1, d + m),

que se puede identificar con cualquier tridngulo dado. La no colinealidad de estos tres
puntos se asegura mediante la condicion ad #be,
5. (i) Traslacién, (ii) Dilatacion central,
(iii) Ruptura, (iv) Deformacion

(donde se incluye la reflexion afin como el caso especial en el que a =—1),

§ 134

1. Se desprende del comentario hecho después de 13.41.
2. Si las diagonales PyP;, P,P,, PyPg, P3Py son respectivamente paralelas
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a los lados PyPy, PyP3, P3Ps, P4Py, los tridngulos si
drea:

PQPIPS,PngPs,PgPsP‘,P,,&PO,P,PoPl.
Por lo tanto, PyP4 es paralela a PyPy.

3. Cuando es una traslacién o un semigiro. De hecho, en una
tenemos que ad —bd = A2,

4. Siempre.

5. Nunca.

6. Cada reflexion afin invierte el drea.

7. Una traslacion es producto de dos reflexiones afines en la direccién
lacién, donde los espejos son paralelos en cualquier otra direccién. Con mas
en la notacién de la figura 13.2d, la traslacién A =D es producto de las
A(BC) y B(AD).

Un semigiro es producto de las reflexiones en dos rectas que se cortan, do
direccion de cada reflexién es la del espejo de la otra: el semigiro A <+ B es producto
las reflexiones A(BC) y C(AB).

Una ruptura es producto de las reflexiones en un espejo en dos direcciones diferentes,
De manera alterna, es producto de las reflexiones en una direccién de dos espejos que se
cortan.

8. Para cualquier transformacién geométrica, las sucesivas versiones transformadas
de un punto Py comprenden un conjunto de puntos PoPyP, . .. que se llama drbita de
Py; la transformacién lleva Py a Py, Py a P,, y asi sucesivamente, El ejercicio 3 (en la
pagina ) que describfa una situacion en la que la 6rbita de todo punto constitufa un
conjunto de puntos colineales, nos sefiala que las Gnicas afinidades de esta clase son las
“triviales™: las dilataciones, las rupturas y las deformaciones. En cualquier otra clase de
afinidad hay por lo menos un punto invariante Py que no esti en ninguna recta inva-
riante; la recta PoPy se transforma en una recta diferente P,P,, la orbita se inicia con
tres puntos que forman un tridngulo, y la afinidad se puede expresar como
PoPPy 5P P3Py, En el caso de la equiafinidad, las clases “triviales” son las que consi-
deramos en el ejercicio 7. En cualquier otro caso, PoP P, y PyPyP3 serin dos tridingulos
de la misma drea. Puesto que tienen un lado comiin, PPy, el ejercicio 1 nos senala que
PyP3 tiene que ser paralela a P\ P,.

9. Puesto que hemos tratado ya con la traslacion, el semigiro y la ruptura en el
ejercicio 7, podemos restringirnos a considerar PP, P, =P PyP3 donde PyP; es paralela
a PPy. Si M denota el punto medio de PoP3, como se tiene en la figura 13.4b, vemos
que esta equiafinidad es producto de las dos reflexiones afines

R, = M(P,Py) y Ry = Py(P\Py)

(compdrese con § 2.7 en la pdgina 60). Esto se comprende si pensamos que estas
reflexiones tienen el efecto

PuP]_Pz—PPstP]_ _"P]_PQPS.

10. Puesto que R; transforma los puntos...PgPyPyPy...en... P3PP Py ...,
mientras Ry transforma...PoP1PyP3Py ... .en...PaP3PoP Py . . . el paralelismo que
se propone solamente ocurre cuando i+j=h+k=3 o 4. Para otros valores, no te-
nemos mds que transformar por medio de una potencia adecuada de la equiafinidad
R;Rj.

11.  Se debe a que la geometria afin es incapaz de distinguir entre la circunferencia y
cualquier otra elipse. La sombra eliptica que arroja una moneda ejemplifica el hecho de
que una elipse no es sino una “circunferencia deformada™, Podemos usar con libertad
una deformacién como una transformacién de coordenadas, donde escribimos ex en
lugar de x, de manera que la elipse se vuelve

e + ys 3 |
vy la rotacion eliptica 13.49 se convierte en

:c'=a:cosﬂ—gsen0, y' = exsen 0 + ycos 0.
€
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Esta equiafinidad se reduce a un semigwo cuando 6 =n. Si en lugar de esto tomamos
8 =n—e, e=nu/(2d +1), ¥ hacemos gue d tienda a infinito, obtenemos una equiafi-
nidad nueva: la rotacion focsl ,

=z _—y, y =-y
— e

que conserva invariante el par @& rectas paralelas »% =1. Dicho de otra manera, los
poligonos regulares de estrella &l tipo {2+ 1/d} (d =2, 3, 4,...) se pueden considerar
en convergencia a un digono (pasinz 63) o un poligono focal, en el que los vértices

O (-1, 1), 2, 1), (-3, =1),...

estin dispuestos alternadamente en estas dos rectas paralelas mientras sus lados pasan
alternadamente por los dos “focos” (F1, 0).

12. Todo triangulo es regular desde el punto de vista afin, pero los Ginicos cuadringu-
los regulares desde el punto de vista afin son los paralelogramos.

13. Dados Py, Py, P;, complétese el paralelogramo PoPP,0. Tricense a continua-
cion la paralela P,P3 a P;O (donde P estd en O/Py), la paralela P3P4 a P;0 (donde Pg
estd en O/Py), y la paralela PsPs a OP, (donde Ps estd en 0/P;).

14. Es importante recordar que la geometria afin no admite la medida de los dngu-
los. El simbolo & que interviene en 13.49 no se debe interpretar como un dngulo, sino
simplemente como un nimero. El empleo de los senos y cosenos no nos fuerza a
trabajar en la geometrfa euclidiana: se emplean gracias a sus propiedades convenientes,
como cos%0 +sen?d = 1. Estas funciones se pueden definir, por supuesto, mediante
recursos de analisis sin referencia alguna a la geometria. Después de estas palabras de
advertencia, tomamos el vértice caracteristico Pj con coordenadas afines

(cos jbl, sen jB),

donde 0 = 2n/n, para concluir que
PPy sen 30 3 —4sen® 0
PP, sen20 —sen0 2cos0 — 1

15. Los valores son 2, 3, 4, 6 (como se tenfa en § 4.5, en la pigina 88). Podemos
justificar esta conclusién de la manera siguiente. A partir de § 13.3 podemos afirmar
que la regla de paralelas nos permite multiplicar la longitud de un segmento dado por
cualquier nimero racional. De hecho, a partir de (0, 0), (1, 0), (0, 1), los puntos que se
pueden construir por medio de la regla de paralelas son los puntos (x, y) de coordena-
das afines racionales y solamente ésos. Vemos, por el ejercicio 8, que la naturaleza de un
poligono regular desde el punto de vista afin PoPyP; . . . se determina por la posicién de
P3 en la paralela a PyP; que pasa por Py. A partir del ejercico 10, es claro que
podremos entonces construir P4 y todos los demds vértices a su vez. El gjercicio 14 nos
sefiala que, con respecto a un poligono de tipo {n}, P3 se puede construir si y solo si
cos 8 y 8/m son niimeros racionales.

El truco que veremos en seguida para determinar los valores admisibles de 8 se debe
al mismo H. W. Richmond que geometrizo la solucién de Gauss de la ecuacion ciclo-
tomica z' 7 —1 =0 (figura 2.1b en la pagina 52).

Puesto que cos 26 = 2 cos?6 —1, todo cos @ racional implica un cos 26 racional.
Puesto que &/ es un racional, las expresiones

=2cosf + 1.

cos 0, cos20, cosdf, ..., cos2"0, ...

abarcan un conjunto finifo de nimeros racionales. Cuando expresamos estos racionales
como fracciones en “sus términos mas bajos”, sea b, y sea

cos ¢ -_-g (¢ = 2%6)
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tal que tiene este denominador. Puesto que @ y b son prim
de .

cos 2¢ =

serd o bien b2, o bien (si b es par) Tba Pero este denominador no pe
que b. Por lo tanto, Y

b>ir>0,b<2 b=10 2, cos¢ =00 1 o 2

y los finicos valores admisibles de ¢ son jm/2 y jm/3 para los enteros j.
(w/4) y cos (m/6) son irracionales, tenemos que los tunicos valores
cuando 0 <6 < son
27 @ =
g=tingis

En nuestra aplicacion geométrica de este resultado, 8 = 2n/n <n. En consecue
n=2, 3, 4, o 6. En otras palabras, los unicos polfgonos regulares desde el punto
vista afin que se pueden construir con la regla de paralelas son el digono, el t:iim'ldﬂ.
paralelogramo y el exdgono regular desde el punto de vista afin. (Por ejemplo, el
tagrama y el pentigono de la figura 13.4e no se pueden construir. Es imposible
coordenadas racionales a los cinco vértices de manera simultdnea.)

La relacion que esto tiene con § 4.5 se puede explicar si observamos que, en la
formacién de un cristal, la naturaleza emplea efectivamente una regla de paralelas al
alinear algunos dtomos en las hileras rectas de una celosia.

§ 135

1. Cualquier factor comiin de x y x; divide a xy; —yx;. Por 13.52, esto es impo-
sible.
2, Por 13.52, xoy —yox =1 =xy; —yx,, vy, por lo tanto,

(‘""ﬂ + 3—'1)!}' - (yo + y‘):!!.

3. Podemos asignar sistemdticamente los simbolos 0, 1,..., 6 en orden ciclico a los
puntos de la celosfa bdsica de la manera siguiente: cada uno de los puntos 4, B, C
recibe la etiqueta 0, y procedemos a continuacion con 1, 2, 3, 4,5,6,0,1,...ala
derecha. De A hacia L tenemos 0, 3, 6, 2, 5, 1,4,0,...; y de B hacia M tenemos 0,
5,3,1,6,4,2,0,....Todos los puntos con el mismo niimero constituyen una “‘subce-
losfa”, y como hay siete de estas subcelosfas, cada una de ellas tiene una celda unitaria
siete veces mayor que la de la celosia bisica.

De manera alterna, sea la celosia bdsica compuesta por los puntos cuyas coordenadas
afines son enteros. Tomese B en (0, 0), C en (2, 1), A en ( —1, 3). Entonces, los tinicos
puntos de la celosfa que quedan dentm del tridngulo 4ABC son (l 1), (0, 2), (0, 1), que
forman un tridngulo de drea de 4 (es decir, la mitad de una celda unitaria). Por el
teorema de Pick, el drea de ABC es +3-—1 —

3. (a) El érea del tridngulo (-6- 0)(3 l}g—l 4) es2+6—1 ——1—‘mlemru las
cevianas forman un tridngulo interior de drea +0—l =2. La razén es-—('b) El drea
del tridngulo (0, 0)(3, 2)(—2, S) es -g-+9-1.-—,-mmmm las cevianas forman un
tridngulo interior de drea

5. El paralelogramo 6 0)(2, —1)(3, 1)1, 2) uene un drea de-7+4-—-1 =35, mien-
tras el pequenio paralelogramo en la mitad tiene un drea de 1.

El drea del paralelogramo (£ 6, +6) es de 144, mientras la del pequefio octigono en
la mitad, a saber (£ 3, 0)(£2, £2)(0, £3), con 21 puntos interiores, es de 24.

1 I 1 v 1 A

“THip+l psinedl Cvadbwd
v+ 1D +2((A+ 1D+ i(u+1)
G+DE+00+1)

s

h
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n gy + 1
G+ +D0+ D)’

7. Esto es obvio a menos gue A g, ¥ sean todos =1 o todos < 1. Supongamos una
de estas dos eventualidades y ses LMN el menor de los cuatro tridngulos. Entonces,
Auv + 1 ha de ser igual 2 o menor gue cada una de las expresiones

G, +Di, @+

M + D<A+ +0+DA4+ 0+ D
=(uv + ) + (vi + p) + Qg +v),

=1

Al sumar,

es decir,
(A —Dler — 1) + (e — DA —1) + (» — 1)(4p — 1) 0.

Puesto que A, g, ¥ son todos 21 o tedos < 1, cada uno de los tres términos ha de valer
cero, de manera que

A=pu=yv=1

§ 136

I. A (i), (ii) y (iii) les falta la identidad aditiva (cero); (iii) contiene a 1 y i, pero no
a 1+4i. Los otros cuatro conjuntos incluyen al cero, que carece de inverso multi-
plicativo.

2. Si B es el centroide de las masasa en A y ¢ en C, B' es el centroide de las masas
aenA' yeenC. Los puntos que dividen a AA’, BB', CC’ en la razén p: 1 son los
centroides de las masas 1 en 4 y penAd’, 1 en B y pen B, 1enC y u en C'. De
estos tres puntos, el central es el centroide de las masas @ en el primero y ¢ en el
tercero.

Si empleamos la concisa notacion del cdlculo baricéntrico de Mobius, tenemos

B =aA + cC, B' =aAd' + cC',
B + puB' = a(A + pA') + ¢(C + nC’).

3. En la notacion de Mébius, el centroide de las masas iguales en los cuatro vértices
del cuadringulo ABCD es A +B +C +D. Los vértices del paralelogramo de Varignon
son A +B, B+C, C+D, D+A, y su centro es (A +B)+(C+D)=B+0) +
(D +A4).

4. Al cortar el cuadringulo a lo largo de cualquiera de sus diagonales, obtenemos
dos triangulos cuyos centroides son los puntos medios de dos de los segmentos que en la

figura 13.6b se han trazado con lineas punteadas.
5. Un cuadringulo con simetria central, es decir, un paralelogramo.

§ 13.7

1. Tenemos en el interior del tridngulo 4;4,43 +++; al otro lado de A;A43,
—++; mas alld del vértice 4,, +——.

2, [
e e S 1 2
g

— — — —r
3. }(OS + OT) = ¥(=s; OA; + Zt, 04,)
= Zi(s; + ‘()0_4‘;(-
—p e —
4. UES‘OA" + TE“OA,‘ = Z(G'S“ + 'rf,-)OA,‘.
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5. Con esta formulacién ya no es necesario suponer que Xs; =

6. |0 1 &
u 0 1| = Auv + 1. 3
1 » 0

Hay que dividir esto por (A 4+ 1)(u + 1)(» +1). Cuando L, M, N son
vuelve cero, de acuerdo con el teorema de Menelao. : -

7. Cuando la recta queda completamente fuera del tridngulo, todos los w_% 1
g

parecen (por ejemplo, todos son mds). Cuando la recta penetra los lados ApA3 ¥
T3 difiere de signo de Ty vy T5.

§13.8

1. Cualquier punto comin de @ y b serd punto comin de a y & Apliquese 13.82 a
be,ya

2. Puesto que a es paralela a b, también es paralela al plano & que pasa por b, y
podemos usar el resultado del ejercicio 1.

3. Nuestra demostracion de 13.81 nos sefiala que las rectas que pasan por A en el
plano ¢'r’ son paralelas a las rectas en el plano gr.

4. El centroide de las masas iguales en Ay, A,, A3, A4 es el centroide de masas 1
enAj, 1 enAds, v 2 en el punto medio de A3A44.

5. (ry, 13, I3, tg) es el centroide de las masas f;en 4d; (i=1, 2, 3, 4).

§139

1. En la notacién de la figura 13.8b, siA’, B', C, O son los vértices opuestos a 4,
B, C, 0, los seis lados del exdigono cuyos lados se cruzan AB'CA'BC' se pueden unir con
la diagonal 00" de manera que se forme un ciclo de seis tetraedros, de los que los pares
consecutivos se relacionan por reflexiones afines; por ejemplo, el tetraedro OO'AB’ y
00'B'C se relacionan por la reflexion afin 00'(AC), que conserva invariante el plano
00'B' mientras intercambia 4 y C.

2. Una reflexion afin intercambia pares de puntos, P y P/, de manera que las rettas
de unién PP’ son paralelas, y todos los segmentos PP‘ quedan bisecados por el espejo
(que, en el caso tridimensional, es un plano).

3. Los puntos (a, b, ¢)y (a', b', ¢') se intercambian en la inversién central (x, y,
2)>@+d —x,b+b' —y,c+c' —2).

4. Si el punto de la celosia (x, y, z) queda en un primer plano racional
Xx 4+ Yy +2Zz == 1, cualquier divisor com{in de x, y, z tendria que dividir a £ 1.

5. No. Por ejemplo, (1, 1, 0) es un punto visible del *“segundo™ plano racional

x+y=2
6. Cuando x =1, tenemos que 2y +3z =—1. Dos soluciones obvias son y =1,
z=—1y y=—2, z=1. Cuando x =—4, tenemos 2y + 3z =35, con la solucidon obvia

¥ =z = 1. De esta manera, obtenemos el tridngulo (1, 1, —1)(1, —2, 1)(—4, 1, 1).

7. El triangulo (1, 1, —1)(1, —2, 1)(—4, 1, 1), cuyo determinante es — 1, consiste
en media celda unitaria de la celosia en el plano 6x + 10y + 15z = 1. En consecuencia,
la celosia general en este plano es

(I, 1, =1) +m(0, =3,2) + n(—5,0,2) = (1 — 51,1 —3m, —1 + 2m + 2n),

donde m y n recorren todos los enteros.

8. La ecuacion dada implica x? 4 2v/2xy + 22 = 3z2. Puesto que \/2 es irracional,
cualquier solucién de enteros requerird que xy =0y que x? + 2y? =322, que es impo-
sible; esto se_demuestra por medio de la argumentacién habitual que establece la irracio-
nalidad de s/id

§ 14.1

1. Por 14.11, los cuatro puntos que se describen en 14.13 quedan unidos en pares
por medio de seis rectas que, por 14.12, cortan a cualquier otra recta en no menos de
tres puntos. También, cada una de las seis rectas corta a las demis en tres puntos.
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2. Los m puntos, por los que pasan ¢ rectas por punto, suman en apariencia un
total de cm rectas; pero em esta estimacion se ha contado cada una de las n rectas d
veces, una vez en cada uno de Jos & puntos en ella. Por lo tanto, cm =dn. La configura-
cién de Papo 93 puede considesarse como un ciclo de tres “tridngulos de Graves” de seis

maneras. (Coxeter, Projective Geometry, 1964, pig. 39.)
3. He aquf la tabla:

12 11 10 LS 6 5 4 3 2 1 =i
1 2 I EREEEET T 6 7 8 L s R e B 1250
2 3 Y6 7 8 oy S (R B 12 |
4 5 BRGNS0 =10 - 11 12 0 1 iy A

10 SEEEED 9 1 2 3 4 5 6 7 g 9

La ditima columna sefiala que los puntos en Po son Py, Py, P3, Py, y que las rectas que
pasan por Py son pg, P1. P3. Pe. Las otras columnas tienen una interpretacion andloga.
Las columnas de la tabla

Po 'Pl. ‘P‘ P. P‘ P’ PB Pa
Py P e 'y By P P; P
Py Py Ea gt ohym Bge Py Py,

indican las ocho rectas de la configuracion 83 que se forma por el ciclo de ocho puntos
PoPgPgPgPsPyPgPs. Los dos cuacringulos mutuamente inscritos se obtienen al tomar
puntos alternados de este ciclo.

4. Por cualquiera de los puntos pasan p+1 rectas, tales que cada una de ellas
contiene p puntos mis. Esto, en total, hace 1 +(p + 1)p puntos.

5. La geometria finita entera constituye un ejemplo para refutar el teorema de
Sylvester. Toda recta que une dos de los puntos pertenece a la geometria y asi contiene
no solamente dos, sino a p + 1 de los puntos.

3 14.2
1. Sean los puntos 14.23 A4, B, C, D, y prosigamos de la manera siguiente:
E = AD:-BC = (0,1,1), F=BD-CA=(1,0,1),
G =AB - EF = (-1,1,0), H=PBC-DG =(0,2;1),
I=AD-FH =(1,2,2), Jowm EF<CI =(1;2,3).

2. Los tres pares de lados opuestos son
a2y =0, 23tz =0 2+z=0
3. Vemos que Pg =PyP; - PyP;, P =P,\Py+P3Py. La colinealidad de PoPsPg
implica que x2 +x +1 =0,
4. Py=PoPs PP, =(0,1,1), Py=PP-PP,=(1,0,1),
Py =PyPy PP, = (1,1,0), Py =P,P,-P,P, =(1,2,1)
P; = PPy PPy = (2,1,1), P, =P,P, PP, =(l,2,0),
Pio =PyPy PPy = (0,1,2), Py, =P,P PPy =(1,1,2),
Pyy = PP, - PP, = (2,0, 1).

Las rectas son:
Poixy =0. P1:%s = 0. Pai® + 23 =0,
Psi%s + 23 =0. Pai%y + % + 23 =0. pgiz; + x5 — a5 =0,
Po: %1 + % +23=0. pz, +a, =0. Peiy — 2y =0,
Poi%y — 3 = 0. Pro'% — % + 23 =0. pyixy —ay = 0.
P12i% =0.
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5. Se pueden tomar los puntos PoP Py P3P4PsPg como -
(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) (1,1,0) (0,1,1) (1,1,1) (1,0, 1%

§ 143

1. Los puntos (1, 0, 0), (1, 1, 1), (p, 1, 1) quedan todos en la recta x; =x3.
Obtenemos (0, ¢ — 1, 1 —r) al substraer (1, 1, r) de (1, g, 1).
3. §=Py,, T=Ps, U=V =F=Py,. (El punto P no se emplea.)

§ 144

1. En la definicién de un conjunto armonico intervienen de manera simétrica A y
B; también sucede lo mismo con C y F.

2. Tricese un tridngulo cualquiera RSP en el que los lados SP, PR, RS pasen
respectivamente por A, B, C. Sea AR tal que corte a BS en Q0 Entonces PQ cortard a
AB en el conjugado arménico que se pide.

3. Al tomar como tridngulo de referencia RAB, sean C y S con las coordenadas
correspondientes (0, 1, A) y /(1, 1, A). Entonces Q serd (1, 1, 0), P serd (1, 0, N) y F
serd (1, 1, 0) —(1, 0, A) =(0, 1, —A).

4. En cualquier recta de GP(2, 3) hay exactamente cuatro puntos. El conjugado
armonico de cualquiera de estos con respecto a otros dos cualesquiera es un cuarto
punto de la recta y, por lo tanto, jsolamente puede ser el cuarto punto de la recta!

5. Se determina el mismo conjunto armonico de manera proyectiva por el cuadran-
gulo, y de manera afin al dividir el segmento AA' interiormente en A y exteriormente
en A, en la misma razon.

§ 14.5

1. Si x y x' son rectas correspondientes de dos haces en perspectiva, su punto de
interseccién x « x' estd continuamente en el eje o.

2. Una seccién cualquiera de un conjunto armonico de rectas es un conjunto armd-
nico de puntos, y un conjunto armonico de puntos, cualquiera que sea, siempre es
proyectado por un conjunto arménico de rectas.

5. Siempre que una proyectividad en una recta g es el producto de dos perspec-
tividades, la recta de union de los dos centros corta a £ en un punto invariante.

7. Si la proyectividad dada es una involucion, que puede ser, por ejemplo. 44"y
(BB"), se puede expresar como producto de las dos involuciones (4B)(A'B") y (4B')
(BA’). Si la proyectividad dada no es una involucion, y A4 es c_ualt}uicr punto que no sea
invariante, se puede expresar la proyectividad como AA'A" A A'A" A" (donde tal vez
A" coincida con 4); se ve entonces que es producto de las dos involuciones

(AA")(A'A") y (AA")(A'A").

8. (i) (e11 —e22)* +4c12c9; =0.
(11) €11 +l:‘22 =0

§ 14.6

1. Sea AA' el par de puntos correspondientes en cuestién, colineales con el centro
0. Sea AX tal que corte al eje en C. La colineacién lleva entonces AC a A'C mientras
conserva invariante la recta OX. X' es, por lo tanto, el punto de interseccién de Acy
OX.

2. En la notacién de la figura 14.3a, observemos la colineacién en perspectiva con
centro en O y eje DE que transforma P en P’. Al aplicar la construccion del ejercicio 1 a
Q, obtenemos @', y al aplicarla a R obtenemos R'.

3. Sean los dos puntos A y X, fuera de la recta o de puntos invariantes, tales que se
transformen en A’ y X'. Puesto que A4’ y XX' son rectas invariantes, su punto comiin
O es también invariante y, por lo tanto, estd en 0. En consecuencia, todas las rectas que
unen pares de puntos correspondientes se cortan en el mismo punto O de o.

4. En la notacion del ejercicio 3, O es el conjugado armonico de O con respecto a
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Ay A Las homologias arménicas con centros en 4 y O tendrin entonces el efecto
deseado, puesto que Ia primera comserva 2 A invariante, y la segunda lleva 4 a A",

5. Si; la proyectividad Gmics PoP Py & P, P,P, debe transformar el otro punto de
PoPy en el otro punto de PyP;. No es necesario dar perspectividades reales, pero en el
caso en que se quieran determinar, una posibilidad es

= P
PPPP, =2 P P.P.P,, 2 P.P,P,P,,

P;—P3; es una colineacién proyectiva de perfodo 3.

6. (i) Una homologia con centro en (0, 0, 1) y cje x3 =0.

(ii) Una elacion con centro en (¢y, ¢;, 0) y eje x3 =0.

7. Considérese un cuadrilitero APXA P, X,, como el de la figura 14.65, donde A
es conjugado de 4, v P lo es de Py. Las polares a y p pasan respectivamente pord, y
Py. Por 14.64, los tridngulos polares 4PX ¥ apx estin en perspectiva desde la recta
A1 Py. Por lo tanto, x pasa por X;, y X es conjugado de X,.

8. La para que los dos puntos (0, 1, + 1) sean conjugados consiste en que
€22 — €33 =0; con respecto a los puntos (£ 1, 0, 1), €33 —¢3y =0. Estas dos condi-
ciones implican que ¢y —cy; =0, que es la condicién para que (1, £ 1, 0) sean conju-

9. La relacién bilineal que se ha dado hace de X3 =1 la polar de (1, 0, 0), y de
Xy +x2+x3=0 la polar de (1, 1, 1), Cualquier punto autoconjugado (x) ha de
cumplir x;2 +x,% +x32 =0. Esto es imposible en el campo de los reales, pero en
GP(2, 3) sucede con respecto a los cuatro puntos (1, + 1, +1).

§ 147

2. Cuando B =D, tenemos x =p, y =PQ =d, y x y =P,
Cuando A4 =D, tenemos y =q,x=d,yxy=0.

3. Véase Coxeter 2, pigs. 88—89.

7. La indicacién sefiala que la correlacién Pi—p; es proyectiva. Como es de perfodo
2, es una polaridad. El tridngulo P4PyoPy2 en el que los lados son Pa, P10, P12 ©$
autopolar. Por dltimo, puesto que los residuos 0, 7, 8, 11 son las mitades (mod 13) de
0, 1, 3, 9, los puntos Py, Py, Py, Py (y ninglin otro) estin en sus polares.

De esta manera, las cuatro rectas Po: P17, P8, P11 son tangentes las seis rectas py, p,,
P3: Ps, Pes P, son secantes y las tres rectas pg, p1o, P12 son no secantes. Las tres no
secantes son los lados del tridngulo autopolar PgPyoPya que se empled al describir la
polaridad. Puesto que cada no secante es un lado comiin de dos tridngulos autopolares,
hay tres tridngulos mds que son autopolares:

PyPsPy,  PyP3Pg,  Py,P\P,,

tales que cada uno tiene por lados una no secante y dos secantes, como sucedfa con el
tridngulo EHH de Coxeter 2, pdg. 82, figura 6.2C. Cada secante, que solamente contiene
un par de puntos conjugados distintos, es un lado de solamente un tridngulo autopolar.
En consecuencia, los dnicos tridngulos autopolares son los cuatro que ya se men-
cionaron.

En otras geometrias, como GP(2, 5), puede haber tridngulos autopolares que forman
las tres secantes o una secante y dos no secantes.

8. Los lados del exdgono son

% =0, T = + a2, zy =0,
T+ 2y =22, 2 + 2, = fay, 32 + 2, = 7.

Los lados opuestos se cortan en los tres puntos

0,1,2), (1,5, (@01,

que quedan en la recta x; +4x; = 2x5.
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§ 148

1. Dos transversales distintas desde R determinardn un plano que contenga aa y &,

2. Sean a, b, ¢ tres generadores que se cruzan. Tomemos arbitrariamente un plana’

que pase pora y corte a ¢ en R. Este plano también contiene al generador Ra + Rb.

3. Las cuatro rectas A;8; se intersectan mutuamente y, puesto que no son coplana-
res todas, tienen que ser concurrentes.

4. Al llamar a los centros de perspectiva Cy, C, C3, C4, vemos que CyC,C3C, esta
en perspectiva con B;B3B4B; desde A,, con ByB4B3B,; desde A, con ByB(B18;
desde A3, con B3B,B B4 desde A4, con 4,43444, desde B y asi sucesivamente (se
intercambian con consistencia las A y B).

5. Cada punto de PG(3, p) estd en p? +p + 1 rectas, y cada una de éstas contiene
p puntos mis. En consecuencia, hay en total 1 +p(p? +p +1) =p3 +p2 +p + 1 pun-
tos, y, por dualidad, el mismo nimero de planos. Cada uno de los p3 +p2+p+1
planos contiene p% +p + 1 rectas, pero cada recta estd en p + 1 planos: por lo tanto, el
numero total de rectas es

P+pP+p+DPP+p+ 1)
p+1

=P+ D +p +1).

Von Staudt obtuvo esta expresion en 1856, (Véase la nota al pie de la pigina 274,
Véase también P, H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, vol. 1, pag. 5, Leipzig,
1902.) Cuando p =3, el niimero es 130.

§ 14.9

1. Debido a que la geometria euclidiana no admite rectas autoperpendiculares,
3. Este es el primer teorema de Clifford en su forma original, que se puede derivar
de la forma que damos en nuestro texto al efectuar la inversion en un circulo de centro S.

§ 15.1

1. Por 15.11, existe en el rayo AB, un punto B’ tal que CD =AB'. Tenemos, de
esta manera, AB=CD y CD =AB'. Por 15.52, AB=AB'. Pero AB=AB, y B y B' estin
en el rayo AB. En consecuencia, por 15.11, B =8,

2. Cualquier tridngulo tiene una circunferencia inscrita, y las longitudes de las tan-
gentes a ella desde A, B, C son s—a, s—b, s—v, como vimos en el ejercicio 5 de
§ 1.3. Tenemos que abandonar todas las formulas en las que intervienen funciones
trigonométricas, pero el ejercicio 1 conserva su validez. Incluso se puede tener un tridn-
gulo de dngulos agudos que no posea circunferencia circunscrita.

§ 15.2

1. Véade Coxeter 3, pag. 189.

2. Si dos rectas tienen una perpendicular comfin m, son simétricas por reflexién en
m. Cualquier punto de interseccién a un lado de m tendrd una imagen simétrica al lado
opuesto, lo que contradice 12.2511.

§153

1. El plano que pasa por ! y es perpendicular al plano ABC corta al segundo en una
recta m que puede cortar, ser paralela o ultraparalela a L. En el primer caso, los planos
Al, Bl, CI pasan por el punto de interseccién. En el segundo caso, pasan por el extremo
comin de / y m. En el tercer caso, por 15.26, [ y m tienen la perpendicular comtn EF,
y los planos Al, Bl, Cl son perpendiculares al plano que pasa por EF, la perpendicu-
lar a L

2. Por 15.23, p y r son paralelas. Por lo tanto, el producto de las reflexiones en
ellas es un desplazamiento paralelo. La primera reflexion conserva a J invariante: la
segunda, lo transforma en L.
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§15.4

1. Una rotacion tetragonal alsededor del vértice frontal de la izquierda, una rotacion
trigonal alrededor del ces o @ k& cara d, el semigiro alrededor de la recta que une los
puntos medios de dos aristas opuestas y el semigiro alrededor de la recta que une dos
vértices opuestos:  (abMed) =lsbed). Sin contar la identidad, tenemos 6 +8 +
6+3=23. %

2. El grupo ciclico 2 ‘Sieme dos “conjuntos de polos”, cada uno compuesto por
solamente un polo. Al afiadis un polo no efectivo pegonal en el que p =1, podemos
incluir este grupo come =na solucion “trivial” de 15.42.

§ 155 i

1. (@G,.
(0) D2, D, (n par), D, X {I} (n impar).
CeCs.

§156
@Dy X {I}. (®) D3 X {I}. (©As X {T}.

§15.7

1. Los vértices de {p, 2} consisten en p puntos a espacios iguales a lo largo de un
circulo mayor (que puede ser el ecuador), y sus aristas, en los p arcos que unen vértices
vecinos. Los vértices de {2, p} consisten en dos puntos antipodas (que pueden ser los
polos norte y sur), y sus aristas, en semicirculos mayores a espacios iguales (los me-
ridianos).

2. El tetraedro posee seis planos de simetria, situados de manera que cada uno va
de una arista al punto medio de la arista opuesta. El cubo y el octaedro tienen nueve,
uno paralelo a cada par de caras opuestas del cubo y otro que une cada par de aristas
opuestas. El dodecaedro y el icosaedro tienen quince, que unen cada par de aristas
opuestas.

m m™ ™
3. 4:r/ (; + ; + 37 rr) +Dos aristas correspondientes de los {p, g} y {g, p} in
flados se bisecan perpendicularmente la una a la otra en el dngulo recto que comparten
cuatro ejemplares de la regién fundamental. Segin esto, es natural que el orden del
grupo resulte ser 44.

§ 158
L. Si el enésimo radio es ky, tenemos k,,_1k,., = k,2.
3. Por medio de la abreviatura

™ ™ w ™
k® = cos®? — —sen? — = cos? — — sen? —

P1 P2 P2 P~

(cf. 10.42), encontramos que el radio y la distancia son

1 o 1 ™
—sen — —Cos — -
B 1 “ k= ps

§ 16.1

Si AB y AM son respectivamente perpendicular y paralela a r, como se tiene en la
figura 16.3a, tendremos un dngulo agudo en 4 y otro recto en B, y, sin embargo, los
rayos no se cortan.
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§ 162

1. En el modelo proyectivo, los puntos y rectas quedan
rectas. Por lo tanto, las isometrias se representan por colineaciones
paralelas se transforman en paralelas, estas colineaciones han de transfos
misma. Puesto que en una reflexién todo punto del espejo per
colineacion correspondiente ha de ser una elacidén o una homolo
su periodo es 2, tiene que ser una homologfa arménica. Dado que
centro es el polo del espejo (por ejemplo, el punto donde se cortan las
extremos de la cuerda),

Cuando se representa el espejo por medio de uno de los circulos ver
flexion aparece como inversion en una esfera que pasa por la circunferencia, ot
la esfera de Klein. -

2. Un haz de circunferencias concéntricas puede ser descrito como las
ortogonales de un haz de rectas. En el modelo conforme, las rectas p
circunferencias que pasan por un par de puntos inversos (con respecto a £).
tanto, las circunferencias pertenecen al haz ortogonal de circulos coaxiales (domde
también estdi £ y cuyos puntos lfmite son los dos puntos inversos). —

§ 163

1. En el modelo proyectivo, la perpendicular comiin a dos ultraparalelas une sus
polos con respecto a w, y la paralela comin a los dos rayos une sus extremos.

2. Tenemos, con respecto a cualquier punto G en A/B, LMAG >LMBA. Pero
LDAM =L EBM. Por lo tanto, L DAG >L EBA =L BAD. _

3. Al considerar los tridngulos rectingulos y congruentes, vemos que AD =CF =
BE. Puesto que el dngulo en C del tridngulo ABC es igual a L CAD +LEBC, la suma de
los tres dngulos del tridngulo es R

ZBAD + /EBA,

es decir, la suma de dos dngulos agudos (iguales).

4. Aquf se ha generalizado el teorema de la concurrencia de las rectas que son las
alturas de un tridngulo (que surge como corolario del problema de Fagnano). En la
demostracién mas sencilla, interviene el modelo proyectivo y se hace referencia al teore-
ma de Chasles (14.64): dos rridngulos polares cualesquiera son rridngulos en perspective.

5. Serd una traslacién o una reflexién en deslizamiento, segiin estén o no estén los
tridngulos al mismo lado de su lado comin.

6. Tricense las tangentes a una circunferencia del radio que se indica en los extre-
mos de los tres radios que forman dngulos de 120° entre si. Estas tangentes forman un
tridngulo triplemente asintético.

7. Trdcese la ceviana que pasa por el punto dado y compdrese con la figura 16.32

§ 16.5

3. Considérese la manera en la que las traslaciones sucesivas a lo largo de CA, 48,
BC afectan el lado CA4 del triangulo ABC. La primera traslacion lleva a este segmento
sobre si mismo hasta una posicion AX. La segunda (a lo largo de AB) lo lieva a BY,
donde LABY =A. La tercera (a lo de BC) lleva a éste a CZ, donde LZCB =7 —
LCBY =n—(A +B), de manera que LZCA =n—A —B —C. (Este resultado se puede
extender de manera evidente de los tridngulos a los poligonos mayores.)

4. Considérese la manera en la que los semigiros sucesivos alrededor de los puntos
medios de DA, AB, BC, CD afectan el lado DA del cuadringulo ABCD. El primer
semigiro invierte este lado, por lo que obtenemos AD. El segundo (alrededor del punto
medio de 4AB) lo lleva a BX, donde LABX =A. El tercero (alrededor del punto medio
de BC) lo lleva a CY, donde LBCY =4 +B. El cuarto (alrededor del punto medio de
CD) lo lleva a DZ, donde LCDZ=A +B +C, de manera que LZDA =2n—A —
B—-C—D.

5. Encontramos en un vértice cualquiera un ejemplar de cada dngulo del poligono en
su orden natural. El ciclo se puede repetir cualquier nimero de veces (si el poligono tiene
un drea suficientemente grande).
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§ 16.6

1. Compérese con § 163, sjercicio 3. Las mediatrices de los lados del tridngulo
pueden cortarse, ser paralelas o ultraparalelas.

2. Las bisectrices extermas de los dos angulos del tridgngulo pueden cortarse, ser
paralelas o ultraparalelas.

3. El horociclo es simétrico por reflexion en cualquier didmetro. El didmetro r

refleja a J en L.

4. Dos. Sus centros som los dos extremos de las mediatrices del segmento que une a
ambos puntos.

5. Recordemos que una curva equidistante tiene dos ramas.

7. Apliquese el resultado de § 16.3, ejercicio 2.

§16.7

1. Una curva equidistante.

2. La propiedad aditiva, que se describié en § 6.6, ejercicio 5, nos seiala que la
distancia hiperbdlica es proporcional a la distancia inversiva. El factor de proporciona-
lidad depende de una convencion que se hace, como sucedia en el caso del valor u =1
que nos condujo a 16.53.

% B
£ A
- 4
M E 33
B 7 M 9 0 @Q

Figura 16.7a

3. La demostracion siguiente de la famosa férmula de Lobachevsky se debe a Paul
Szész [véase Coxeter, Annali di Matematica, pura ed applicata, (4), 71 (1966), pig. 82].
En la figura 16.7a, el segmento AB de longitud x se representa por la parte AR de la
recta perpendicular a 2 en Q. La circunferencia que pasa por B con centro en Q
representa a la recta que pasa por B y es perpendicular a AB, y la circunferencia
tangente que pasa por A con centro en O (que también estd en Q) representa una recta
paralela con el mismo extremo M. El dngulo de paralelismo

§ =1l(z) = LBAM

aparece como el angulo con vértice en A en el “tridngulo curvilineo” BAM, y de nuevo
como L QOA. Puesto que x es la distancia inversiva entre las circunferencias concéntricas
de radios OB y QA (la segunda no esti en el dibujo), tenemos

de donde
& = 2arctane™=,

Si algiin lector se siente a disgusto al emplear la trigonometria euclidiana para obte-
ner un resultado hiperbdlico, encontrard en la pigina 422 una demostracién puramente
hiperbdlica.

§ 16.8
Por todas las circunferencias que pasan por un punto (el punto de contacto).
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§ 17-‘1 b —
Los vectores a y ¢ han de ser o bien paralelos entre si o bien perpe:
2. (axb)x {c X d) = [acd]b — [bed]a = [abd]ec — F:bc]
3.(axb)-(axb)=(a-a)b-b) — (b-a)a- b)
= |a]*[b|* — |a|*[b]* cos® 6
= |a|*|b|®sen? 6
= |a x b|%.

S

§17.2

La velocidad va en la direccion de la tangente. La aceleracion se dirige hacia el cer
a lo largo del radio,

§17.3

I. x=wu—senu, y= —1—cosu. Se trata, por supuesto, de una cicloide con-
gruente.

2. x=cosu +senu, y=senu —u cosu. Esta es una especie (que, por supuesto, no
es equiangular) de espiral.
3. Debido a que r =5 cos .

§ 17.4

1. En el origen.
4, (a)s=4seny.
(b) s =J-(csc ¢ cot Y +log tant ).
5. Puesto que u =log (coshu +se;51u)=log(secw =+ tan y),

J‘secxpdqn = log (sec ¥ + tan y) + C.
§ 17.5
p =asenhu, En la cispide es cero: la curvatura es infinita.
§17.6
1. Al diferenciar r* = 1 dos veces, obtenemosr+t = Oy r-p + p = 0,de donde
(r+ pp)-t=(r+ pp)-p=0.
2. Debido a que t o (r + pp) =0.

§17.7
SR 2
2. La helicoide = = tan—.
x c
c
3 ==1T
a
§17.8
e,
. ‘_?_?(-l-_.i_—'ll'
§ 179

l.o X =qnu m H:y e :
4. El dngulo es (/1 +¢%/a? log ).
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§ 18.1
el =dE e X ) = (X 1) - (2 x )
L mn ) () = L

§ 18.2

2. u-v =g ulst +;.#+M'

e w2 4+ 1%0?) + g (P! + 1d),
5. detg*” =GL _#" ) + gaal. ) +&a (et + ')

="
§ 18.3 i -
2. 8p=0,+1, g =45 — 1,  donde 8yp = 0% =02,
§18.5

L 2u=Zfan=1 gu=>EP g,=00=x)).
5 8u =, go=(siniF, gu=1, g, =0(x % p)
6. -3( a y? F o
S (o e T e R 7 - Ty _“a))
§ 18.6
L EEyz

§ 19.1
2. Br'xr; = E¥piir, x 1, = g IX gtlen = 0.
El tridngulo que forman r! y r, tiene la misma area, sin considerar el signo, que el

tridngulo que forman r® y r,.
LR =n/ +29, 1=/,

4gn=g"=1, Log = sin? ul,
EF=osctul, gy =g =0(i %))
§ 19.2
2. tan ¢ = vgje,
4. cos ¢ =cos ficos (¢ — 6) — sin 6 sin (¢ — 6)
_aa  dd :
&Hi&: g%

a; a®
=6‘§;(3u¢1 + £xa’) s g, + g¥%,)

£z g g
= — (g;a' + = 2
8182 ) («5’ 1 g') e

_f&n
5152
5. ga' =gat.
6. La red consiste en las curvas paramétricas, que son ortogonales cuando g'2 =0,
La identidad g'%gy; —2%2¢25 =0 concuerda con el hecho de que las bisectrices in-
ternas y externas de un dngulo sean perpendiculares.

7. S =J‘=J‘nsinn‘du’du’.
0 <o
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§193

L rxr®=n/vg.
2. b11 = "'l, bgg = "'Seﬂglil, b“ =0 (l ﬁj).

§ 194
H=0.
H

Ix
2. ={z( +2%) + ulz),}261(1 + 2,2,
o =in, it =3n

5. En un umbilico.

§ 19.5

3. u +u? =g
4. u' =4¢ senh (u? —k).

§ 19.6

1. En un umbilico, 19.52 es una identidad.
2. La expresién es un cuadrado perfecto.
3. En un umbilico, K =x? >0,
4. Las condiciones by : by : baa =g£11:£12 : 22 se convierten en
—sen? u? : senu! cosu! sen u? cosu? : —sen? u!
=2sen? u' +cos? u! sen? u?: senu! cosud senu? cosu?: 2 sen® u? +sen? u! cos? u2,
5. No. Cuando hay una curva de umbilicos, esta curva constituye por si sola una
linea de curvatura, y las tnicas Iineas de curvatura que la cruzan lo hacen en dngulos
rectos,

§ 19.7

1, b33 =0.
3. Las Ifneas de curvatura son las intersecciones del elipsoide con las otras cuddricas
del sistema,

§ 19.8
1. 6=4%nr, im
§T0.1/ K_.i ‘_/5:1*1 9 ‘/3111
- Yé oAt T _6:;2};; 31

Ly = ﬂé’ti)ﬁ Fﬂ = I’u.x!gu-
2. Dui=¥gao Ty = =3y Tyy= Mg TY =T, 00
3. Pypo=u', Ty, =—it, T =1/, T
5. Por las ecuaciones que anteceden a 19.33,
 Vgri=Zdnxr,,
En consecuencia, vgEI'}; = v/gZri.r, = EX et nr,ry,]
=n-IZMn xr; =n-(r xr),

6. K=1. =n-(vgn); = (Vg

§ 20.2

3. No; las tangentes no forman un dngulo constante con el eje de las z.
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504  respuestas a los ejercicios

§ 203

2 WBu=—ve
§ 204

2. Otra circunferencia de radio b y una de radio a —b.
§ 20.5

(i) 2msenr, (ii) 2 senhr
§ 20.7

cosh? u! +(@? +¢)2 =2,
§ 21.1

S{; forma un mapa de tres exdgonos en el toro.
5212

2. Sea PyP3P3P4PsP¢ un hexigono regular concéntrico con el disco e interior a él,
Unénse Py Py, PoPs, P3P, pasando por la cota del disco y no por el centro,

3. Constituyen la grafica de Thomsen.

4. Si, cuando q >0, Ambas son no orientables con x=2—2p—q.

§ 213

1. Se puede trazar {2, 1} como un semicirculo mayor que une 2 vértices antipodas.
Se puede trazar {1,2} como un circulo mayor en el que se sefiala un punto como
vértice.

2. {3, 5}/2 tiene 6 vértices, donde cada uno se encuentra unido con todos los
demis. Los vértices y las aristas de {5, 3}/2 constituyen la grifica de Petersen [Ball 1,

pig. 225].

3 {]4, 4}1'1 tiene 2 caras cuadrangulares, 4 aristas y 2 vértices; cada vértice perte-
nece a las 4 aristas.

5 , 4}a,0 tiene 4 caras cuadrangulares, 8 aristas y 4 vértices; cada vértice pertenece a
las 4 caras.

{3, 6};,; tiene 6 caras triangulares, 8 aristas y 3 vértices; cada vértice pertenece a las
6 caras.

{6, 3};,, tiene 3 caras exagonales, 9 aristas y 6 vértices; cada vértice pertenece a las
3 caras,

{6, 3}2,0 tiene 4 caras exagonales, 12 aristas y 8 vértices. Todos son mapas de
género 1,

7. V=3,4,4,56,7.

9. Los enteros positivos P ¥ g no-son tan arbitrarios. Si uno de ellos vale 1, el otro
solamente puede valer 2. Por ejemplo, g =1 implica A =pr, C = 2r, de donde

A+C=(P+2JP=(2P+2q—m)rzz<2’A=C=],P=2_

§ 214
1. El cubo de una sola manera; el dodecaedro de dos maneras.
§ 21.6
z=2, 1, 0, -1, -2, =3, —4, -5, -6, —7, -8, =9;
[INI=4. 6,7, 7, 8 9, 9, 10, 10, 10, 11, 11

§ 22.1
1. rN; =A'Ny, donde, por el ejercicio 1 al final de § 10.3,
N S B
A" g VF T2

De la misma manera, pN3 =AN;.
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Teepuestas a los ejercicios 505
2. Eslo se deriva dej cubo analogo dej eSpacio x4 =0 41 trasladarlg 5 Io fargo ge
una distanci igual g | Por la cuarty dimensign,
- El cubo (+ L, £1, & L, —1) s traslada poy |, Cuarta dimepsjgn a lo largo de una
distancia de 2
4, (1, ) ER 1),
§ 222
™ L e T W
L. Puesto QUe COS ~ < gopy — 3 sk =il De la mismg Manera, cos — « sen — |
q 2P g9 7 r
2 {3, 3,4).
§ 223

. @1,0,0, 0), (0, £1, 0, ),
2. (1, 4]

¢ Y permutadog,
(r, 1, +

(0, 0, + 1, 0),
yU) =

0,7, 0) +rl(r, 7, 0, 0),
+ Los punteg adicionales corresponden 4 los centrog de los 24 Icosaedros
§ 224
I. No.
2. (a) No, (b) 8§
3. s

1 Ce pueden tener sy centros
4 02 42y

en los vértice
et nE=pip +1)

s de up icosaedro regular,
(21 + 1)/6.

(@19
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